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точки1

С.И. Мардаев

Одним из естественных путей определения предиката является введение его как
неподвижной точки некоторого оператора. Это — неявное определение. Если известно,
что неподвижные точки определимы, т. е. выражаются через параметры, то это гаран-
тирует существование явного определения. Зачастую неявное определение существенно
короче явного. Чтобы явное определение было действительно явным нужно, чтобы су-
ществовал алгоритм построения этого определения. В этой статье мы исследуем опре-
делимость неподвижных точек в полимодальном языке считающих модальностей. Для
модального случая имеется известная теорема о неподвижной точке. Мы обобщаем эту
теорему на язык считающих модальностей. Отсюда нетрудно следует определимость
наименьших неподвижных точек в позитивном случае. Кроме того, в качестве следствия
из ранее опубликованных результатов получаем определимость наименьших неподвиж-
ных точек в моделях, основанных на натуральных числах.

Пропозициональные формулы в языке считающих модальностей составляются из
пропозициональной константы ⊥ (ложь) и пропозициональных переменных p, q, r, . . .
с помощью бинарных логических связок ∧, ∨, унарных связок ¬ и �k для всех нату-
ральных k. Формулы в этом языке называем считающими модальными формулами.
Вхождение переменной или константы в формулу называется
1) модализованным, если это вхождение находится под действием некоторой связки

вида �k,
2) позитивным, если это вхождение находится под действием четного числа отри-

цаний (это число может быть равно нулю),
Будем использовать стандартные обозначения � = ¬⊥, ♦kα = ¬�k¬α.
1Работа поддержана РФФИ, грант № 03-06-80178, и INTAS, проект № 04-77-7080.
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Шкала Крипке 〈W,R〉 состоит из непустого множества W и бинарного отношения R
на W .

Отношение R называется строгим частичным порядком, если R иррефлексивно и
транзитивно. Шкала 〈W,R〉 является шкалой с обрывом возрастающих цепей, если в ней
не существует бесконечной последовательности x1, x2, . . . такой, что все xi различны и
xiRxi+1 для всех i � 1.

Модель Крипке 〈W,R, v〉 состоит из шкалы Крипке 〈W,R〉 и означивания v. При этом
говорим, что модель Крипке 〈W,R, v〉 основана шкале Крипке 〈W,R〉. Означивание v —
это функция, которая каждой переменной q ставит в соответствие подмножество v(q)
множестваW . Это подмножество v(q) называется значением переменной q. Считаем, что
переменная истинна на элементах своего значения. Значение переменной qi обозначим
соответствующей прописной буквой Qi. Функция v естественным образом продолжа-
ется на формулы: константе ⊥ всегда соответствует пустое множество, связкам ¬, ∧,
∨ соответствуют дополнение, пересечение, объединение множеств. Связке �k соответ-
ствует следующая операция на множествах: если A — подмножество множества W , то
множество �kA состоит из всех таких x, что выполняется условие: l < k, где l — это
число всех таких y, что xRy и y /∈ A. Нетрудно проверить, что множество ♦kA состоит
из всех таких x, что выполняется условие: l � k, где l – это число всех таких y, что
xRy и y ∈ A (l может быть равно бесконечности). Кроме того, связки ♦0 и �0 три-
виальны: ♦0A равно всему множеству W модели для любого A, а �0A всегда пусто.
Заметим, что �1 — это обычная связка �, а ♦1 — это ♦. Поэтому будем иногда писать
� и ♦ вместо �1 и ♦1 соответственно. Видим, что значение формулы всегда являет-
ся подмножеством множества W . Говорим, что формула истинна на элементе модели,
если элемент принадлежит значению этой формулы. Значение формулы α(q1, . . . , qn)
обозначим через α(Q1, . . . , Qn). Формула α истинна в модели 〈W,R, v〉, если α истинна
на каждом элементе модели. Формула α общезначима на шкале 〈W,R〉 если α истинна
в каждой модели 〈W,R, v〉, основанной на этой шкале. Обозначение α∼β означает, что
формулы α и β принимают одно и то же значение на некотором классе моделей, который
в каждом конкретном случае будет ясен из контекста.

Пусть дана считающая формула ϕ(p, q1, . . . , qn) от переменных p, q1, . . . , qn. Рассмот-
рим модель 〈W,R, v〉, в которой заданы значения Q1, . . . , Qn переменных q1, . . . , qn, а зна-
чение переменной p не задано. Формула ϕ(p, q1, . . . , qn) определяет на модели 〈W,R, v〉
оператор Fϕ(P ) = ϕ(P,Q1, . . . , Qn), который каждому множеству P сопоставляет мно-
жество ϕ(P,Q1, . . . , Qn). Т.е. переменной p придается значение P и рассматривается
значение формулы ϕ при этом означивании. Операторы такого вида назовем считаю-
щими.

Если каждое вхождение переменной p в формулу ϕ(p, q1, . . . , qn) модализованное, то
назовем эту формулу модализованной по переменной p, а оператор Fϕ назовем модали-
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зованным. Если каждое вхождение переменной p в формулу ϕ(p, q1, . . . , qn) позитивное,
то назовем эту формулу позитивной по p, а оператор Fϕ назовем позитивным.
Пусть дана шкала 〈W,R〉. Рассмотрим оператор F , не обязательно формульный, ко-

торый каждому подмножеству A множества W сопоставляет некоторое подмножество
F (A) множества W . Множество P называется неподвижной точкой оператора F , если
выполняется P = F (P ). Таким образом, неподвижная точка формульного оператора Fϕ

является решением уравнения P = ϕ(P,Q1, . . . , Qn). Если неподвижная точка P совпа-
дает в модели со значением некоторой формулы ω(q1, . . . , qn), то эта формула ω опре-
деляет неподвижную точку P в данной модели. Назовем эту формулу определяющей.
Она дает явный вид решения.
Определяющая формула ω(q1, . . . , qn) сохраняет позитивность параметров, если

для любого параметра qi выполняется следующее условие: если формула ϕ(p, q1, . . . , qn)
позитивна по qi, то и формула ω(q1, . . . , qn) позитивна по qi.
Для того, чтобы сформулировать известный результат, рассмотрим модальный язык.

В нем формулы составляются из пропозициональной константы ⊥ (ложь) и пропозици-
ональных переменных p, q, r, . . . с помощью бинарных логических связок ∧, ∨, унарных
связок ¬ и �. Широко известна теорема о неподвижной точке, которая принадлежит
К. Бернарди, Д. де Йонгу, К. Сморинскому и Дж. Самбину [2, 10, 7]. Эта теорема гово-
рит о модальной логике GL. Известно, [9, 3, 6], что эта логика совпадает с множеством
формул, общезначимых на всех строго частично упорядоченных шкал с обрывом воз-
растающих цепей. В терминах данной статьи ее можно сформулировать так:

Теорема 1 (о неподвижной точке). Для любого модализованного оператора Fϕ его
неподвижная точка в любой строго частично упорядоченной модели Крипке с обрывом
возрастающих цепей существует и единственна и, кроме того, существует формула ω,
определяющая эту точку во всех таких моделях.

Есть разные конструкции определяющей формулы, одна из конструкций принадле-
жит Дж. Самбину [8]. Она позволяет дать короткое доказательство этой теоремы [5].
Вернемся к считающим модальным формулам и обобщим теорему о неподвижной

точке с модального языка на язык считающих модальностей.

Теорема 2. Для любого считающего модализованного оператора Fϕ его неподвижная
точка в любой строго частично упорядоченной модели Крипке с обрывом возрастаю-
щих цепей существует и единственна и, кроме того, существует считающая формула ω,
определяющая эту точку во всех таких моделях. Формула ω содержит только те связки
вида �k, которые входят в ϕ.

Замечание. Из теоремы следует, что если ϕ из связок вида �k содержит только �,
то есть является модальной формулой, то и ω является модальной формулой. Таким
образом, эта теорема действительно обобщает теорему о неподвижной точке.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (теоремы). Сначала докажем лемму.

Лемма 1. Существует считающая формула ω со свойством: если в строго частично
упорядоченной модели с обрывом возрастающих цепей неподвижная точка считающего
оператора Fϕ существует, то она определяется формулой ω и поэтому единственна.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Конструкция определяющей формулы аналогична конструкции
Самбина [8]. Представим ϕ в виде

α(�k1β1(p, q1, . . . , qn), . . . ,�kmβm(p, q1, . . . , qn), q1, . . . , qn).

Доказываем индукцией по m.
Базис индукции m = 0. Тогда ϕ не содержит p, поэтому неподвижная точка един-

ственна и определяется формулой ϕ. Положим ω = ϕ.
Шаг индукции m → m + 1. Пусть ϕ = α(�k1β1, . . . ,�km+1βm+1, q1, . . . , qn). Для

каждого 1 � i � m+ 1 введем формулу

ϕi = α(�k1β1, . . . ,�ki−1
βi−1,�,�ki+1

βi+1, . . . ,�km+1βm+1, q1, . . . , qn).

По индукционному предположению построены формулы ωi(q1, . . . , qn), определяющие
неподвижные точки операторов Fϕi . Пусть в модели существует неподвижная точка P
оператора Fϕ, возьмем ее в качестве значения переменной p. Докажем, что

∀x∀i(x � �ki
βi ⇔ x � �ki

βi(ωi, q1, . . . , qn)).

Пусть x � �ki
βi. Рассмотрим множество B всех элементов y > x таких, что y � βi. В

нем не менее ki элементов. Нетрудно выбрать подмножество K ⊆ B такое, что
1) K состоит из ki элементов,
2) для любого y ∈ B выполняется ∀z((y < z & z ∈ B)⇒z ∈ K).
Например, выберем множество K следующим образом (напомним, что в силу усло-

вия обрыва возрастающих цепей в любом подмножестве имеются максимальные элемен-
ты). Сначала рассмотрим множество M1 всех максимальных элементов множества B.
Если в нем не меньше ki элементов, то выберем из них ki штук. Положим, что мно-
жество K состоит из этих элементов. Если в M1 меньше ki элементов, то соберем все
эти элементы в множество K и продолжим построение множества K. Рассмотрим мно-
жество M2 максимальных элементов в множестве B \M1. Доберем в K недостающее
количество элементов в множестве M2. Если по прежнему нехватает, то рассматриваем
множество M3, строящееся аналогично, и т.д.
Рассмотрим любой элемент y ∈ K. Из него достижимо менее ki элементов, на кото-

рых ложна βi, поэтому для всех z � y выполняется z � �ki
βi. Поэтому замена �ki

βi на �
не влияет на значение формулы в подмодели, основанной на {z | z � y}. В этой подмоде-
ли P ∩{z | z � y} является неподвижной точкой. По индукционному предположению эта
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неподвижная точка определяется формулой ωi. Поэтому замена p на ωi не влияет на ис-
тинность формулы на y. Получаем y � βi(ωi, q1, . . . , qn), отсюда x � �ki

βi(ωi, q1, . . . , qn).
Пусть x � �ki

βi. В подмодели, основанной на {z | z � x}, неподвижная точка по
индукционному предположению определяется формулой ωi. Поэтому замена p на ωi не
влияет на истинность формулы на x. Значит x � �ki

βi(ωi, q1, . . . , qn).
Итак, замена �ki

βi на �ki
βi(ωi, q1, . . . , qn) не влияет на значение формулы ϕ. Поэтому

формула

ω = α(�β1(ω1, q1, . . . , qn), . . . ,�βm+1(ωm+1, q1, . . . , qn), q1, . . . , qn)

определяет единственную неподвижную точку оператора Fϕ. Лемма доказана.
Докажем, что неподвижная точка существует в любой строго частично упорядо-

ченной модели с обрывом возрастающих цепей и наименьшим элементом. Пусть суще-
ствует такая модель, в которой нет неподвижной точки. В ней среди всех элементов y
таких, что в подмодели, основанной на {z | z � y}, нет неподвижной точки, выбе-
рем максимальный. Для всех z > y в подмодели, основанной на {u | u � z}, непо-
движная точка существует, поэтому по лемме 1 она единственна и определима фор-
мулой ω, т. е. z � ω ⇔ z � ϕ(ω, q1, . . . , qn). Следовательно, ω определяет неподвиж-
ную точку P в подмодели, основанной на {z | z > y}. В подмодели, основанной на
{z | z � y}, рассмотрим множество P ′ = ϕ(P,Q1, . . . , Qn). Ясно, что P ′∩{z | z > y} = P .
Из-за модализованности ϕ по p значение ϕ на y не зависит от значения p на y, т. е.
y ∈ ϕ(P,Q1, . . . , Qn) ⇔ y ∈ ϕ(P ′, Q1, . . . , Qn). Получаем, что P ′ является неподвижной
точкой в подмодели, основанной на {z | z � y}. Противоречие.
Теперь рассмотрим произвольную строго частично упорядоченную модель с обрывом

возрастающих цепей. Для любого x в подмодели, основанной на {z | z � x}, неподвиж-
ная точка существует и определяется формулой ω, т. е. x � ω ⇔ x � ϕ(ω, q1, . . . , qn).
Поэтому, значение формулы ω является неподвижной точкой во всей модели. Теорема
доказана.
Так как позитивные операторы являются монотонными, то для них выполняется

хорошо известное [1] утверждение. А именно, если P – наименьшая неподвижная точка
позитивного оператора Fϕ, то P =

⋂ {A | Fϕ(A)⊆A}.
Считающий позитивный случай можно свести к считающему модализованному. Рас-

смотрим позитивный считающий оператор Fϕ. В формуле ϕ(p, q1, . . . , qn) заменим на ⊥
все вхождения p, не находящиеся под действием модальных связок. Полученную фор-
мулу обозначим ζ(p, q1, . . . , qn). Ясно, что оператор Fζ – позитивный.

Предложение 1. Наименьшие неподвижные точки операторов Fϕ и Fζ совпадают в
любой модели Крипке 〈W,R, v〉.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ясно, что всегда ζ(P,Q1, . . . , Qn)⊆ϕ(P,Q1, . . . , Qn). Пусть P —
наименьшая неподвижная точка оператора Fϕ. Тогда ζ(P,Q1, . . . , Qn)⊆P . Поэтому в
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силу предложения 1 наименьшая неподвижная точка оператора Fζ содержится в P .
Пусть теперь P ′ — наименьшая неподвижная точка оператора Fζ . При обратной за-
мене ⊥ на P ′ значение формулы может увеличиться только внутри P ′. Поэтому P ′ =
ϕ(P ′, Q1, . . . , Qn). Следовательно, P ′ — неподвижная точка оператора Fϕ и наименьшая
неподвижная точка этого оператора содержится в P ′. Предложение доказано.
Из теоремы 2, предложения 1 и сохранения конструкцией Самбина позитивности

параметров сразу следует

Теорема 3. Для любого позитивного считающего оператора Fϕ существует сохраня-
ющая позитивность параметров формула ω, определяющая наименьшую неподвижную
точку этого оператора в любой строго частично упорядоченной модели Крипке с обры-
вом возрастающих цепей.

Если условие обрыва возрастающих цепей не выполняется, то Теорема 1 о неподвиж-
ной точке также не выполняется. Тем не менее, используя результаты, полученные для
модального случая можно доказать следующую теорему.

Теорема 4. Для любого позитивного считающего оператора Fϕ существует сохраня-
ющая позитивность параметров формула ω, определяющая наименьшую неподвижную
точку этого оператора в любой модели Крипке, основанной на натуральных числах
〈N,<〉.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Здесь все нетрудно сводится к модальному случаю. В любой
такой модели можно выразить ♦k через ♦ следующим образом:

♦kα = ♦(α ∧ ♦(α ∧ ♦(. . . (α ∧ ♦α) . . . )))

(в правой части k штук ♦). Ранее [4] был доказано, что наименьшие неподвижные точ-
ки модальных позитивных операторов определимы с сохранением позитивности пара-
метров в так называемых SE-моделях. Модели, основанные на 〈N,<〉, являются SE-
моделями. Поэтому, существует сохраняющая позитивность параметров модальная фор-
мула ω.
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