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Об одном обобщении принципа reductio ad absurdum
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§ 1. Введение

Ряд предшествующих работ автора [2, 3, 21–23] был посвящен изучению класса Jhn
нетривиальных расширений минимальной логики (или логики Иогансона). Минималь-
ная логика, которую мы будем обозначать Lj, была предложена впервые А.Н. Колмо-
горовым [1], однако получила название «логика Иогансона» после работы И. Иогансо-
на [16]. Минимальная логика является паранепротиворечивым аналогом интуиционист-
ской логики Гейтинга Li. Эти логики имеют общий позитивный фрагмент, но различ-
ные аксиомы для отрицания. В логике Li отрицание определяется законами (p ⊃ q) ⊃
((p ⊃ ¬q) ⊃ ¬p) (reductio ad absurdum или сведение к абсурду) и ¬p ⊃ (p ⊃ q) (ex
contradictione quodlibet или противоречие влечет все, что угодно), тогда как в тра-
диционной аксиоматике логики Lj присутствует только первая из приведенных акси-
ом. Таким образом, минимальная логика допускает противоречивые, но нетривиальные
теории и, тем самым, является паранепротиворечивой в соответствии с общепринятым
определением паранепротиворечивых логик. Однако Lj представляет собой погранич-
ный пример таких логик. Обычно (см., например, [27]) упомянутое определение пара-
непротиворечивости сопровождается комментарием, что оно не является все же вполне
удовлетворительным, и именно минимальная логика выбирается часто в качестве контр-
примера, иллюстрирующего недостатки определения. Это связано с тем, что в Lj для
любых формул ϕ и ψ выполняется

{ϕ,¬ϕ} ` ¬ψ.

Последнее означает, что хотя противоречивые Lj-теории и могут быть нетривиальны,
они тривиальны относительно отрицания. Любое отрицательное утверждение доказуемо
в любой противоречивой Lj-теории.
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Об одном обобщении принципа reductio ad absurdum

В виду упомянутого «паранепротиворечивого парадокса» минимальной логики пред-
ставляется естественным завершить исследование класса Lj-расширений попыткой его
преодоления. В работе автора [24] это сделано следующим образом. Класс Lj-расшире-
ний погружен в более общий класс паранепротиворечивых логик и указано некоторое
специальное свойство, выделяющее в этом последнем классе расширения минимальной
логики. Отрицание в логиках из упомянутого класса сохраняет наиболее существенное
свойство интуиционистского отрицания, а именно, определяется как сведение к противо-
речию. В интуиционистской логике отрицание характеризуется четырьмя важнейшими
свойствами: 1) мы утверждаем ¬ϕ, если предположение ϕ ведет к абсурду; 2) понятие
абсурдности может быть эксплицировано как пропозициональная константа ⊥; 3) аб-
сурдность эквивалентна противоречивости; 4) абсурд влечет все что угодно, ⊥ ⊃ p, или
¬p ⊃ (p ⊃ q). Заметим, что пп. 3 и 4, фактически, влекут п. 2. Если каждое проти-
воречие влечет любое другое утверждение (заметим, что ¬p ⊃ (p ⊃ q) эквивалентно
(¬p ∧ p) ⊃ q), то оно влечет и любое другое противоречие. Стало быть, все противоре-
чивые и абсурдные суждения эквивалентны, и мы можем ввести пропозициональную
константу ⊥ как обозначение произвольного противоречия. В минимальной логике Lj
мы опускаем, с одной стороны, п.4, что позволяет различать противоречия, в частно-
сти, константа ⊥ не эквивалентна произвольному противоречию, Lj 6` (p ∧ ¬p) ≡ ⊥.
В произвольном расширении L логики Lj, противоречие ϕ ∧ ¬ϕ эквивалентно констан-
те ⊥ если и только если L ` ⊥ ⊃ ϕ (см. [3]). Тем самым, п. 3 более не имеет места. С
другой стороны, п.2 остается в силе для Lj, что имеет своим результатом, в частности,
вышеупомянутый «паранепротиворечивый парадокс». В данной ситуации представля-
ется естественным сделать следующий шаг и отказаться не только от пп. 3 и 4, но и
от п. 2., что в свою очередь порождает вопрос, каким образом эксплицировать понятие
абсурдности в логической системе?

В [24] предложен ответ, основанный на сравнении логики классической опровержи-
мости (в дальнейшем, Le) и модальной логики Лукасевича ÃL. Логика классической опро-
вержимости Le может быть получена расширением позитивного фрагмента Lj до клас-
сической позитивной логики. Она была предложена П. Бернайсом [7] а приведенное на-
звание закрепилось за этой логикой после книги Х.В. Карри [11]. Логика Le может быть
задана четырех-элементной матрицей, также как и модальная логика Лукасевича [18].
Жаном Порте [25, 26] ранее установлено, что Le дефинициально эквивалентна пози-
тивному фрагменту ÃL, а также, что логика Le, расширенная классическим отрицанием,
дефинициально эквивалентна ÃL. Для наших целей наиболее существенным является то
обстоятельство, что оператор необходимости логики ÃL может быть отождествлен с опе-
ратором противоречия C(ϕ) := ϕ ∧ ¬ϕ в логике классической опровержимости. В [24]
предложено рассмотреть унарный оператор противоречия C как первичную логическую
связку и определить отрицание через редукцию к данному оператору, ¬ϕ := ϕ ⊃ C(ϕ).
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При этом класс Jhn расширений логики Lj погружается в класс так называемых C-
логик, определяемых в языке {∨,∧,⊃, C}. Установлено, что C-логика соответствует ло-
гике из класса Jhn, если и только если оператор C удовлетворяет некоторому свойству,
которое выглядит достаточно парадоксально (см. раздел 3), если C рассматривать как
модальный оператор. Тем самым, более естественные модальные свойства оператора
противоречия имеют своим результатом отношение следования, которое является бо-
лее приемлемым с точки зрения паранепротиворечивой логики. Далее, как показано
в [24], одно и тоже отрицание может быть определено с помощью различных опера-
торов. Имеет смысл отличать, например, оператор противоречия C, который должен
удовлетворять аксиоме C(ϕ) ⊃ ϕ, от более общего оператора абсурдности, для которого
подобная аксиома необязательна.

В настоящей статье мы приведем обзор результатов из [24], изучим более деталь-
но, что это значит, что отрицание в данной логике представимо с помощью операторов
противоречия или абсурдности, наконец, в заключительной части статьи мы покажем,
что в некоторых хорошо известных паранепротиворечивых логиках, а именно, в логике
CLuN предложенной Д. Батенсом [5, 6] и в максимальной паранепротиворечивой ло-
гике Сэта P 1 [28, 29] отрицание может быть определено через подходящие операторы
противоречия или абсурдности. Любопытно, что отрицание логики CLuN может быть
определено при помощи оператора абсурдности, на который не накладывается никаких
ограничений. Таким образом, логика CLuN может рассматриваться как, своего рода,
напарник логики классической опровержимости Le, где отрицание определяется через
константу ⊥, о которой ничего не постулируется.

§ 2. Предварительные замечания

Мы будем рассматривать пропозициональные языки, являющиеся расширениями по-
зитивного языка L+ := {⊃,∨,∧}. Эквивалентность ≡ определяется стандартным обра-
зом, ϕ ≡ ψ := (ϕ ⊃ ψ)∧ (ψ ⊃ ϕ). Обозначим через L¬ язык, получающийся добавлением
к L+ символа отрицания ¬, L¬ = {⊃,∨,∧,¬}, а через L⊥ расширение L+ при помощи
константы абсурдности ⊥, L⊥ = {⊃,∨,∧,⊥}. Еще несколько языков будут введены в
разделе 4. Для любого из рассматриваемых языков L, под логикой в языке L мы пони-
маем множество L-формул замкнутое относительно правил подстановки иmodus ponens.
С каждой логикой L стандартным образом ассоциируется отношение следования `L.
Запись X `L ϕ означает, что можно достигнуть за конечное число шагов формулу ϕ ис-
пользуя элементы X, теоремы L и правило modus ponens. Для логики L и множества X

формул в языке логики L, L + {X} обозначает минимальную логику, содержащую L

и X одновременно. Формулы отличные от пропозициональных переменных называем
молекулярными.
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Пусть L1 и L2 — пропозициональные языки, L1 и L2 — логики в языках L1 и L2

соответственно, и пусть θ : L1 → L2 и ρ : L2 → L1 — трансляции из языка L1 в язык L2

и обратно, т. е. просто отображения из множества L1-формул в множество L2-формул
и обратно. Говорим, что L1 точно вкладывается в L2 посредством θ если для любого
множества L1-формул X и L1-формулы ϕ выполняется эквивалентность

X `L1 ϕ ⇔ θ(X) `L θ(ϕ),

где θ(X) = {θ(ψ) | ψ ∈ X}. Далее, логика L1 дефинициально эквивалентна L2 посред-
ством θ и ρ, если L1 точно вкладывается в L2 посредством θ, L2 точно вкладывается
в L1 посредством ρ и, более того, для любых L1-формулы ϕ и L2-формулы ψ верны
утверждения

L1 ` ϕ ≡ ρθ(ϕ) и L2 ` ψ ≡ θρ(ψ).

Трансляция α : L1 → L2 сохраняет пропозициональные переменные, если α(p) = p

для любой пропозициональной переменной p, и сохраняет n-местную связку ∗, если
∗ ∈ L1 ∩ L2 и

α(∗(ϕ1, . . . , ϕn)) = ∗(αϕ1, . . . αϕn)

для любых L1-формул ϕ1, . . . , ϕn.
Теперь мы напомним определения ряда важнейших логик. Позитивная логика Lp —

это логика в языке L+, аксиоматизируемая следующими формулами:

1. p ⊃ (q ⊃ p)

2. (p ⊃ (q ⊃ r)) ⊃ ((p ⊃ q) ⊃ (p ⊃ r))

3. (p ∧ q) ⊃ p

4. (p ∧ q) ⊃ q

5. (p ⊃ q) ⊃ ((p ⊃ r) ⊃ (p ⊃ (q ∧ r)))

6. p ⊃ (p ∨ q)

7. q ⊃ (p ∨ q)

8. (p ⊃ r) ⊃ ((q ⊃ r) ⊃ ((p ∨ q) ⊃ r))

Классическая позитивная логика Lk+ — это также логика в языке L+, которая
может быть аксиоматизирована по модулю Lp любой из следующих аксиом:

P. ((p ⊃ q) ⊃ p) ⊃ p (Закон Пирса)
E. p ∨ (p ⊃ q) (Обобщенный закон исключенного третьего)

Версия Lj⊥ минимальной логики в языке L⊥ может быть определена как логика,
аксиоматизируемая приведенными выше аксиомами 1–8. Эквивалентная версия мини-
мальной логики Lj¬ в языке L¬ с отрицанием может быть задана аксиомами 1–8 и
следующей аксиомой:

A. (p ⊃ q) ⊃ ((p ⊃ ¬q) ⊃ ¬p) (reductio ad absurdum)
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Чтобы уточнить утверждение об эквивалентности двух определенных выше версий
минимальной логики, мы определим трансляции θ : L¬ → L⊥ и ρ : L⊥ → L¬ следующим
образом. Обе трансляции θ и ρ сохраняют пропозициональные переменные и связки
языка L+ и, кроме того,

θ(¬ϕ) = θ(ϕ) ⊃ ⊥ и ρ(⊥) = ¬(p0 ⊃ p0),

где ϕ — произвольная L¬-формула, а p0 — некоторая фиксированная пропозициональная
переменная.

Предложение 1. Логики Lj¬ и Lj⊥ дефинициально эквивалентны посредством транс-
ляций θ и ρ.

Ввиду этого факта мы можем свободно переходить от языка L⊥ к языку L¬ и обрат-
но. Поэтому мы отказываемся от верхних индексов в обозначении минимальной логики
и не будем оговаривать специально с какой из версий этой логики мы имеем дело в
данный момент.

Интуиционистская логика Li аксиоматизируется по модулю минимальной логики в
языке L⊥ следующим образом Li = Lj + {⊥ ⊃ p}; а в языке L¬ так Li = Lj + {¬p ⊃
(p ⊃ q)}.

Классическая логика Lk и логика классической опровержимости Le могут быть ак-
сиоматизированы по модулю интуиционистской логики Li и минимальной логики Lj
соответственно с помощью закона Пирса P или с помощью обобщенного закона исклю-
ченного третьего E.

Lk = Li + {p ∨ (p ⊃ q)}, Le = Lj + {p ∨ (p ⊃ q)}.
Семантика рассматриваемых в статье логик может быть описана в терминах матриц

с единственным выделенным значением, поэтому мы будем работать не с матрицами, а
с алгебрами, единичный элемент которых и является единственным выделенным значе-
нием. Пусть A — алгебра языка L∪{1}, т. е. множество (носитель алгебры), на котором
связки языка L ∪ {1} проинтерпретированы как операции от соответствующего чис-
ла аргументов, а константы — как элементы множества. Как обычно, A-оценка — это
гомоморфизм из алгебры формул в алгебру A. Говорим, что L-формула ϕ является
тождеством алгебры A, если V (ϕ) = 1 для любой A-оценки V . Логика алгебры A,
LA, определяется как множество всех ее тождеств, а логика класса K алгебр, LK, как
пересечение логик алгебр из K. Алгебра A называется (характеристической) моделью
логики L, если L ⊆ LA (L = LA). Логика L характеризуется классом K алгебр, если
L = LK.

Как известно, минимальная логика Lj характеризуется классом j-алгебр (или ре-
шеток с псевдо-дополнениями), т. е. импликативных решеток, в которых константа ⊥
интерпретируется как произвольный элемент основного множества. В [21] установлено,
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что логика классической опровержимости Le характеризуется классом алгебр Пирса-
Иогансона (или pj-алгебр). pj-Алгебра — это j-алгебра, удовлетворяющая закону Пир-
са. Из этой характеризации легко следует, что любая характеристическая модель ло-
гики Le должна содержать по крайней мере четыре элемента: единичный элемент 1,
0 (= ⊥ = ¬1), некоторый элемент −1 под 0, так как Le паранепротиворечива, и наконец,
элемент a = 0 ⊃ −1 несравнимый с 0. Оказывается, что четырех-элементная решетка
4′ с основным множеством {1, 0, a,−1}, порядком −1 ≤ 0, a ≤ 1 и константой ⊥, интер-
претируемой как 0, действительно является характеристической моделью для Le [21].

§ 3. Le и модальная логика Лукасевича

Модальная логика Лукасевича ÃL была введена в [18] (см. также [19]). Целью Я. Лу-
касевича было построение системы модальной логики, которая является расширением
классической пропозициональной логики и содержит два взаимно определимых модаль-
ных оператора «необходимости» L и «возможности» M , Lp ≡∼ M ∼ p и Mp ≡∼ L ∼ p,
здесь ∼ обозначает классическое отрицание. Кроме того, эти операторы должны удо-
влетворять следующему минимальному набору условий

` Lp ⊃ p, ` p ⊃ Mp, и 6` p ⊃ Lp, 6` Mp ⊃ p.

Лукасевич определил свою модальныю логику как множество тождеств подходящей ал-
гебры. Поскольку обычная двух-элементная модель 2 = 〈{0, 1},∨,∧,⊃,¬, 1〉 для класси-
ческой логики не позволяет определить модальные операторы, удовлетворяющие выше
приведенным условиям, Лукасевич перешел к декартову произведению 2 × 2, которое
также определяет классическую логику.

Итак, у нас есть две четырех элементных алгебры. Характеристическая модель клас-
сической логики 2× 2, элементы которой являются парами классических значений ис-
тинности, и характеристическая модель 4′ логики классической опровержимости, опре-
деленная в конце предыдущего параграфа. Если мы отождествим элементы этих двух
алгебр таким образом (1, 1) → 1, (1, 0) → a, (0, 1) → 0 и (0, 0) → −1, то бинарные опера-
ции классической логики и логики Le будут совпадать на 4′, только отрицания будут
действовать различно на множестве истинностных значений {1, a, 0,−1}. На приводи-
мых ниже диаграммах ¬ обозначает паранепротиворечивое отрицание логики Le, а ∼
— классическое отрицание.
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Определим модальности L и M на множестве {−1, 0, a, 1} с помощью таблиц истин-
ности:

x Lx Mx

1 0 1
a −1 a

0 0 1
−1 −1 a

Легко проверить, что эти модальности взаимно определимы через классическое отрица-
ние и удовлетворяют условиям Лукасевича. Определим модальную логику Лукасевича
ÃL в языке L+ + {L,∼} как множество тавтологий алгебры

4ÃL := 〈{−1, a, 0, 1},∨,∧,⊃,∼, L, 1〉.

Обозначим через ÃL+ ее позитивный фрагмент в языке L++{L}. Заметим, что вторая мо-
дальность M может быть определена через L и в позитивном фрагменте ÃL+ следующим
образом

Mp ≡ L(p ⊃ p) ⊃ p.

Жан Порте [25, 26] был первым, кто обратил внимание на тесную взаимосвязь между
логиками ÃL и Le. Точнее, в [25] было установлено, что модальности логики ÃL могут быть
определены в системе, получающейся из классической логики присоединением новой
константы, Ω в обозначениях Порте, о которой ничего не постулируется, и наоборот,
модальности логики ÃL позволяют определить константу Ω. В [26], Порте заметил, что
его константа Ω тесно связана с отрицанием логики классической опровержимости, и
доказал, что Le дефинициально эквивалентна позитивному фрагменту логики ÃL.

Расширим язык L⊥ логики Le символом ∼, L⊥,∼ := L⊥ ∪ {∼}, и определим логику
Le∼ как логику в языке L⊥,∼, содержащую схемы аксиом логики Le вместе со схемами
аксиом классического отрицания для ∼:

1∼. (p ⊃ q) ⊃ ((p ⊃∼ q) ⊃∼ p)
2∼. ∼ p ⊃ (p ⊃ q)
3∼. p ∨ ∼ p

Определим трансляцию θ : L⊥,∼ → L+ + {L,∼} из языка логики Le∼ в язык мо-
дальной логики Лукасевича и обратную трансляцию ρ из языка ÃL в язык Le∼ таким
образом, что они сохраняют пропозициональные переменные и все классические связки
и, кроме того,

θ(⊥) = L(p ⊃ p), ρ(Lϕ) = ρϕ ∧ ¬ρϕ,

где p — пропозициональная переменная, а ϕ — формула в языке L+ + {L,∼}.
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Определяя алгебру 4∼ как обогащение алгебры 4′ классическим отрицанием, дей-
ствующим как показано на последней диаграмме, т. е.

4∼ := 〈{−1, a, 0, 1},∨,∧,⊃,⊥,∼, 1〉,

мы можем установить следующие факты.

Предложение 2 [24]. Алгебра 4∼ является характеристической моделью логики Le∼.

Предложение 3 [24]. Логика Le∼ является консервативным расширением логики Le.

Теперь мы сформулируем слегка модифицированную версию результатов Ж. Порте
[25, 26].

Предложение 4 [24]. Логики Le∼ и ÃL дефинициально эквивалентны посредством θ и
ρ, логика Le дефинициально эквивалентна позитивному фрагменту логики ÃL посред-
ством тех же самых трансляций.

Предложение доказывается прямой проверкой, так как все логики, встречающиеся в
формулировке, являются четырех-значными.

Упомянутые в формулировке трансляции отличаются от трансляцийЖ. Порте толь-
ко в одном пункте, ρ(Lϕ) = ρϕ∧¬ρϕ. Оригинальная версия была такой ρ(Lϕ) = ρϕ∧⊥,
однако ясно, что Lj ` (ϕ ∧ ¬ϕ) ≡ (ϕ ∧ ⊥).

Предложение 4 означает, прежде всего, наличие тесной взаимосвязи между модаль-
ностями Лукасевича и паранепротиворечивым отрицанием логики классической опро-
вержимости. Из этого обстоятельства Порте [26, с. 87–88] сделал достаточно категори-
ческое заключение, что «модальности ÃL-системы очень далеки от того, что обычно на-
зывают «возможность» и «необходимость» и/или слабое отрицание логики CR (логика
классической опровержимости) очень далеко от того, что обычно называют «отрица-
нием».» Как было отмечено выше, Лукасевич построил свою систему так, чтобы она
удовлетворяла лишь минимальному набору требований на модальные операторы, что
дает простор для критики системы ÃL, которая (критика) имеет долгую историю. Одна-
ко эта тема лежит за пределами настоящего исследования. Ознакомиться с ней можно
по недавней работе Фонта и Гайека [15]. Что касается критики отрицания логики клас-
сической опровержимости из-за его близости к модальным операторам, то в последние
годы близость отрицания и модальности уже не рассматривается как некая патология,
более того, аналогии между отрицаниями и модальностями интенсивно изучаются. На-
пример, К. Дошен посвятил целую серию работ [12, 13, 14] изучению модальных свойств
отрицания. Взаимосвязь между Le и ÃL установленная в предложении 4 была исполь-
зована в [24] для обобщения понятия отрицания как сведения к абсурду, которое будет
изложено в следующем разделе.
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§ 4. Парадокс минимальной логики и обобщенная абсурдность

Напомним, что под парадоксом минимальной логики мы понимаем следующее свой-
ство Lj: из любого противоречия в Lj выводится отрицание любой формулы, т. е. для
любых формул ϕ и ψ имеет место

ϕ, ¬ϕ `Lj ¬ψ.

Из-за этого свойства отрицание лишено смысла в противоречивых Lj-теориях, так как в
них доказуема любая формула, начинающаяся с отрицания. Это свойство обусловлено,
с одной стороны, аксиомой для импликации

p ⊃ (q ⊃ p)

(которую иногда называют «позитивным парадоксом импликации») и, с другой стороны,
неограниченной версией закона reductio ad absurdum,

(p ⊃ q) ⊃ ((p ⊃ ¬q) ⊃ ¬p),

утверждающей, что если формула влечет противоречие, то мы можем отрицать эту
формулу без каких-либо ограничений на природу этого противоречия. Действительно,
пусть T — некоторая противоречивая Lj-теория и ϕ,¬ϕ ∈ T . Тогда для любой формулы
ψ мы можем вывести в T импликации ψ ⊃ ϕ и ψ ⊃ ¬ϕ используя позитивный парадокс,
а затем вывести отрицание ¬ψ применяя reductio ad absurdum.

Разумеется, можно попытаться преодолеть упомянутый парадокс отказываясь от
позитивного парадокса импликации и переходя, таким образом, в область релевант-
ной логики. Однако в нашем исследовании мы предпочтем иной путь, мы оставим без
изменений интуиционистскую импликацию и рассмотрим возможные способы ограниче-
ния reductio ad absurdum. Стоит отметить,что идея наложения таких ограничений уже
многократно использовалась в исследованиях посвященных паранепротиворечивости.
Например, такие хорошо известные паранепротиворечивые логики, как логика Сэта P 1

[28, 29] и логика Да Косты C1 [8] включают закон reductio ad absurdum ограниченный
на сложные формулы, в случае P 1, и на формулы «ведущие себя непротиворечиво», в
случае C1.

Наш подход основан на отмеченном в предыдущем разделе соответствии между опе-
ратором необходимости L модальной логики Лукасевича и оператором противоречия C,
C(ϕ) := ϕ∧¬ϕ, в логике классической опровержимости. Отрицание в Le, как и в любом
расширении минимальной логики, может быть определено через константу «абсурд-
ность», ¬ϕ := ϕ ⊃⊥, но оно может быть определено также и через оператор противоре-
чия C(ϕ), ¬ϕ := ϕ ⊃ C(ϕ). Ясно, что

Lj ` ¬ϕ ≡ ϕ ⊃ C(ϕ).
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Это приводит к идее определения отрицания через оператор противоречия C рассмат-
риваемый как первичная логическая связка, ¬ϕ := ϕ ⊃ C(ϕ). Как будет показано ниже,
неограниченный закон reductio ad absurdum для отрицания, определенного указанным
выше способом, имеет место в точности тогда, когда C(ϕ) удовлетворяет некоторому
свойству, которое выглядит парадоксально, если C рассматривается как модальный опе-
ратор.

Результаты предыдущего раздела позволяют рассматривать Le как подсистему ÃL, и
при этом мы имеем

ÃL ` C(ϕ) ≡ L(ϕ) и ÃL ` ¬ϕ ≡ ϕ ⊃ L(ϕ).

Отметим также следующие свойства модальных операторов L и M :

ÃL ` L(ϕ ∧ ψ) ≡ L(ϕ) ∧ ψ и ÃL ` M(ϕ ∨ ψ) ≡ M(ϕ) ∨ ψ.

Каждое из этих свойств выводится из другого при помощи правил классической ло-
гики и соотношений, определяющих M через L и наоборот, и оба эти свойства имеют
парадоксальный характер. Действительно, если мы принимаем конъюнкцию двух усло-
вий как необходимую, с интуитивной точки зрения это означает нечто большее, чем
утверждение, что одно из этих условий необходимо, а второе просто имеет место. По-
добным образом, предположение о возможности одного из двух условий должно быть
слабее, чем альтернатива одного из этих условий и возможности второго. Забавно, что
многочисленные авторы, критиковавшие модальную логику Лукасевича, не обратили
внимание на эти парадоксы.

Для любой формулы ϕ, имеем

ϕ ≡ ϕ ∧ (p ⊃ p) и ϕ ≡ ϕ∨ ∼ (p ⊃ p),

откуда, используя приведенные выше парадоксальные свойства, мы выводим

ÃL ` L(ϕ) ≡ ϕ ∧ L(p ⊃ p) и ÃL ` M(ϕ) ≡ ϕ ∨M(∼ (p ⊃ p)).

Первая из этих эквивалентностей соответствует соотношению C(ϕ) ≡ ϕ∧⊥ ≡ ϕ∧¬(p ⊃
p) для оператора противоречия в Le. Таким образом, отмеченные выше парадоксальные
свойства позволяют определить отрицание через константу «абсурдность».

Теперь мы рассмотрим язык LC = 〈∨,∧,⊃, C〉, т. е. L+ обогащенный унарным опе-
ратором противоречия C, и определим C-логику как логику в этом языке содержащую
аксиомы логики Lp и формулу C(p) ⊃ p. Говорим, что оператор C экстенсионален в
C-логике L, если L замкнута относительно правила

ϕ ≡ ψ

C(ϕ) ≡ C(ψ)
.

Имеют место следующие факты.
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Лемма 5 [24]. Пусть L — C-логика и

C(p ∧ q) ≡ C(p) ∧ q, C(p ∧ q) ≡ p ∧ C(q) ∈ L,

тогда C экстенсионален в L.

Предложение 6 [24]. Пусть L — C-логика, ¬ϕ := ϕ ⊃ C(ϕ). Тогда

C(p) ≡ p ∧ ¬p ∈ L, (1)
более того,

(p ⊃ q) ⊃ ((p ⊃ ¬q) ⊃ ¬p) ∈ L,
если и только если

C(p ∧ q) ≡ C(p) ∧ q, C(p ∧ q) ≡ p ∧ C(q) ∈ L.

Как было отмечено в начале раздела, парадокс минимальной логики обусловлен
«позитивным парадоксом импликации» и неограниченной версией reductio ad absurdum.
В определении C-логик мы оставили интуиционистскую импликацию без изменения,
поэтому C-логика обладает парадоксом минимальной логики, если и только если от-
рицание, определенное через ее оператор противоречия удовлетворяет неограниченной
версии reductio ad absurdum. Таким образом, из последнего предложения вытекает

Следствие 7. C-Логика L удовлетворяет для всех формул ϕ и ψ условию

ϕ, ¬ϕ `L ¬ψ,

если и только если

C(p ∧ q) ≡ C(p) ∧ q, C(p ∧ q) ≡ p ∧ C(q) ∈ L.

Как показывает это следствие, отказ от парадоксального свойства оператора C позво-
ляет избежать также парадокса минимальной логики. Другими словами, если оператор
противоречия C имеет более естественные свойства с точки зрения модальной логики, то
отрицание определенное через C порождает отношение выводимости, являющееся более
приемлемым с точки зрения паранепротиворечивой логики, ибо замыкание противоре-
чивого множества формул относительно этого отношения выводимости не содержит всех
отрицаний формул, т. е. отрицание остается невырожденным в противоречивых теориях.

Выше было отмечено, что в минимальной логике отрицание может быть опреде-
лено двумя эквивалентными способами: через константу ⊥ или же при помощи не-
константного оператора противоречия C(ϕ). Это простое наблюдение заставляет нас
сделать различие между оператором противоречия и тем, что мы будем называть опе-
ратором абсурдности и обозначать A(ϕ). В случае Lj оператор абсурдности является
константным (A(ϕ) ≡ ⊥). За этими двумя операторами стоят разные интуиции. Под
C(ϕ) мы понимаем противоречие выраженное в терминах ϕ, т. е. одновременное утвер-
ждение ϕ и отрицания ¬ϕ, откуда следует, что C(ϕ) влечет за собой ϕ. Что касается
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выражения A(ϕ), то под ним мы понимаем такое утверждение, что сведение ϕ к нему,
т. е. установление импликации ϕ ⊃ A(ϕ), мы признаем достаточным, для того чтобы
отрицать ϕ. Такое понимание A(ϕ) вовсе не предполагает, что A(ϕ) влечет ϕ. Формулы
A(ϕ) и ϕ могут быть не сравнимы, как это имеет место в случае Lj, где формулы ϕ и ⊥
несравнимы в общем случае. Фактически, оператор противоречия C может рассматри-
ваться как специальный случай оператора абсурдности, удовлетворяющий дополнитель-
ному предположению, что C(ϕ) ⊃ ϕ для любой формулы ϕ. Более того, если отрицание
в некоторой системе может быть определено в терминах оператора абсурдности, то та-
кое отрицание само может рассматриваться как оператор абсурдности приводящий к
тому же самому отрицанию. Чтобы придать этим рассуждениям более точную форму,
мы определим A-язык как позитивный язык L+ расширенный дополнительным унар-
ным оператором A, LA := L+ ∩ {A}, и A-логику как логику в языке LA содержащую
аксиомы позитивной логики Lp.

Предложение 8. Пусть L — некоторая A-логика. Определим оператор противоречия
C как C(ϕ) := ϕ ∧ A(ϕ) и отрицание ¬ как ¬ϕ := ϕ ⊃ A(ϕ). Следующие формулы
доказуемы в L: ¬p ≡ p ⊃ ¬p и ¬p ≡ p ⊃ C(p);

C(p) ≡ p ∧ ¬p и C(p) ⊃ p;

C(p) ⊃ A(p) и A(p) ⊃ ¬p.

Все перечисленные выше формулы легко доказываются на основе определений и аксиом
Lp. Например, эквивалентность ¬p ≡ p ⊃ ¬p является сокращением для

p ⊃ A(p) ≡ p ⊃ (p ⊃ A(p)),

а последняя формула является просто частным случаем закона сокращения. Данное
предложение показывает, что оператор C определенный через оператор абсурдности
A может действительно рассматриваться как оператор противоречия соответствующий
отрицанию также определенному через A, а также, что целый «интервал» операторов,
от C до ¬, определяет тоже самое отрицание.

§ 5. A- и C- представления

Теперь мы хотим точнее определить, что это значит, что отрицание в той или иной ло-
гике может быть определено через оператор абсурдности. Ограничимся классом ¬ -логик,
являющихся множествами формул в языке L¬ содержащими аксиомы позитивной логи-
ки и замкнутыми относительно правил подстановки и modus ponens. В дальнейшем нам
потребуются несколько трансляций между языками L¬, LC и LA.

Трансляции θ : L¬ → LC , ρ : LC → L¬, ξ : L¬ → LA и ζ : LC → LA сохраняют про-
позициональные переменные и позитивные связки, а на остальных связках действуют
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следующим образом:

θ(¬ϕ) = θϕ ⊃ C(θϕ); ρ(C(ϕ)) = ρϕ ∧ ¬ρϕ;

ξ(¬ϕ) = ξϕ ⊃ A(ξϕ); ζ(C(ϕ)) = ζϕ ∧A(ζϕ).

Пусть L — произвольная ¬ -логика. A-Логика L′ такая, что L точно вкладывается
в L′ посредством ξ будет называться A-представлением логики L. C-Представление
логики L — это C-логика L′ такая, что θ задает точное вложение L в L′.

Под точным A-(C-)представлением ¬-логики L мы понимаем ее A-(C-)представле-
ние, являющееся наименьшим среди всех A-(C-)представлений логики L.

Сильное C-представление логики L — это C-логика L′ дефинициально эквивалент-
ная L посредством θ и ρ.

Если L — C-логика, то ее A-представление — это A-логика L′ такая, что ζ точно
вкладывает L в L′, а ее точное A-представление — это наименьшее A-представление.

Сначала установим несколько простейших свойств введенных понятий.

Предложение 9. (1) Пусть L — A-(C-)логика. Существует единственная ¬-логика
L′ такая, что L является A-(C-)представлением L′.

(2) Пусть L — A-логика. Существует единственная C-логика L′ такая, что L — A-пред-
ставление L′.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1. Достаточно рассмотреть случай A-логик. Определим по ин-
дукции подмножество ¬-формул в множестве всех формул языка LA:

1. пропозициональная переменная является ¬-формулой;
2. если ϕ и ψ — ¬-формулы, то ϕ ∨ ψ, ϕ ∧ ψ и ϕ ⊃ ψ также ¬-формулы;
3. если ϕ — ¬-формула, то ϕ ⊃ A(ϕ) является ¬-формулой.

Для ¬ -формулы ϕ мы определим формулу ϕ¬ как результат замены всех подформул
вида ψ ⊃ A(ψ) на подформулы ¬ψ. Заметим, что ϕ = ξ(ϕ¬), и рассмотрим пересечение S
логики L с множеством всех ¬ -формул. Ясно, что множество S замкнуто относитель-
но подстановки ¬-формул и ограниченной версии modus ponens: если ϕ,ϕ ⊃ ψ ∈ S и
формула ψ отлична от A(ϕ), то ψ ∈ S. Поэтому множество

L′ := {ϕ¬ | ϕ ∈ S} (2)

будет ¬-логикой. Проверим, что L является A-представлением логики L′.
Если L′ ` ϕ, то ϕ = ψ¬ для подходящей формулы ψ ∈ S ⊆ L. Следовательно,

ξϕ = ξ(ψ¬) = ψ ∈ L. Обратно, если L ` ξϕ, то ξϕ ∈ S и (ξϕ)¬ = ϕ, откуда, L′ ` ϕ.
Единственность ¬-логики L′, для которой L является A-представлением, легко следу-

ет из приведенных выше рассуждений. Действительно, каждая такая логика L′ должна
иметь вид (2).

2. Определим множество C-формул заменив п. 3 в определении ¬ -формул на
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3′. если ϕ — C-формула, то ϕ ∧A(ϕ) также C-формула.

Доказательно этого пункта подобно предыдущему. Требуемая C-логика будет иметь вид

L′ := {ϕC | ϕ ∈ L и ϕ — C-формула},
где ϕC получается из ϕ заменой каждой подформулы ψ ∧A(ψ) на C(ψ). ¤

С учетом этих замечаний предложение 6 может быть переформулировано следую-
щим образом.

Следствие 10. Пусть L — C-логика. Тогда

C(p ∧ q) ≡ C(p) ∧ q, C(p ∧ q) ≡ p ∧ C(q) ∈ L,

если и только если L является C-представлением некоторого расширения Lj.

Предложение 11. (1) Если L — ¬-логика и L имеет A-(C-)представление, то L имеет
также точное A-(C-)представление.

(2) Если L — C-логика, имеющая A-представление, то она имеет также точное A-
представление.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Все утверждения этого предложения вытекают из следующей
простой леммы.

Лемма 12. Пусть θ : L0 → L1 — некоторая трансляция из пропозиционального языка
L0 в язык L1. Пусть L — логика в языке L0, а {Li | i ∈ I} семейство логик в языке
L1 такие, что θ точно вкладывает L в Li для всех i ∈ I. Тогда θ точно вкладывает L в
пересечение

⋂{Li | i ∈ I}.
Таким образом, если множество A-(C-)представлений некоторой логики непусто, то пе-
ресечение всех таких представлений будет точным A-(C-) представлением данной логи-
ки. ¤

Чтобы получить дальнейшие результаты, нам придется наложить некоторое огра-
ничение на рассматриваемые логики. Мы определим экстенсиональность отрицания и
оператора абсурдности также как это было сделано выше для оператора C. Пусть L —
произвольная ¬-(A-)логика. Будем говорить, что отрицание ¬ (соответственно, оператор
абсурдности A) является экстенсиональным в логике L, если L замкнута относительно
правила

p ≡ p

¬p ≡ ¬q

(
соответственно,

p ≡ q

A(p) ≡ A(q)

)
.

Если L —некоторая ¬-(C-, A-)логика и оператор ¬ (C, A) экстенсионален в L, мы будем
говорить, что L — экстенсиональная ¬-(C-, A-) логика.

Замечание. Заметим, что во всех рассматриваемых логиках позитивные связки ∨, ∧ и
⊃ экстенсиональны в естественном смысле. Это легко следует из того факта, что любая
¬-(C-, A-)логика удовлетворяет всем аксиомам позитивной логики Lp.
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Предложение 13. Если ¬-логика L имеет A-представление, то

L ` ¬p ≡ p ⊃ ¬p.

Обратно, если эквивалентность ¬p ≡ p ⊃ ¬p доказуема в ¬-логике L и, кроме того, L

является экстенсиональной ¬-логикой, то L имеет A-представление.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ¬-логика L имеет A-представление L′. По закону сокра-
щения для ⊃ имеем

L′ ` (p ⊃ A(p)) ≡ (p ⊃ (p ⊃ A(p))).

Эта эквивалентность графически равна

θ(¬p) ≡ θ(p ⊃ ¬p) = θ(¬p ≡ (p ⊃ ¬p)).

По предположению θ является точным вложением L в L′, значит,

L ` ¬p ≡ p ⊃ ¬p.

Теперь предположим, что L — экстенсиональная ¬-логика и L ` ¬p ≡ p ⊃ ¬p.
Для формулы ϕ языка L¬ мы определим формулу ϕA как результат замены каждой

подформулы вида ¬ψ на подформулу A(ψ). Полагаем

LA := {ϕA | ϕ ∈ L}.

Ясно, что LA — это A-логика, а экстенсиональность ¬ в L немедленно влечет экстен-
сиональность оператора A в LA. Проверим, что ξ является точным вложением L в LA.
Прежде всего отметим, что для любой формулы ϕ,

L ` ϕ если и только если LA ` ϕA.

Поэтому достаточно доказать, что LA ` ϕ ≡ ξ(ϕ) для любой ϕ. Воспользуемся индук-
цией по структуре формулы.

Для пропозициональных переменных это утверждение тривиально. Случай пози-
тивных связок легко следует из их экстенсиональности. Остается рассмотреть случай
ϕ = ¬ψ. По индукционному предположению эквивалентность ψA ≡ ξ(ψ) верна в LA.
Этот факт и экстенсиональность A влекут LA ` A(ψA) ≡ A(ξ(ψ)). С другой стороны,
имеем A(ξψ) ≡ (ξ(ψ) ⊃ A(ξ(ψ))), так как эквивалентность ¬p ≡ (p ⊃ ¬p) верна в L по
предположению. Два последних факта влекут

LA ` A(ψA) ≡ (ξ(ψ) ⊃ A(ξ(ψ))),

т. е. LA ` (¬ψ)A ≡ ξ(¬ψ), что и завершает доказательство. ¤
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Предложение 14. (1) Если экстенсиональная ¬-логика L имеет A-представление, то
она имеет также C-представление.

(2) Если экстенсиональная ¬-логика L имеет C-представление, то оно единственно и
является также точным и сильным C-представлением.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1. Определим множество C формул языка L¬ как наименьшее
множество формул удовлетворяющее условиям:

1. пропозициональная переменная p принадлежит C;
2. если ϕ ∈ C и ψ ∈ C, то ϕ ∨ ψ, ϕ ∧ ψ и ϕ ⊃ ψ также лежат в C;
3. если ϕ ∈ C, то ϕ ∧ ¬ϕ ∈ C.
Пусть LC := L ∩ C. Множество LC замкнуто относительно правил modus ponens и

подстановки формул из C, более того, оно содержит все формулы вида (ϕ∧¬ϕ) ⊃ ϕ для
ϕ из C. Поэтому множество

L′ := {ϕC | ϕ ∈ LC},

где ϕC получается из ϕ подстановкой подформулы C(ϕ) вместо каждой подформулы
ψ ∧ ¬ψ, образует C-логику.

Проверим, что L′ является требуемым C-представлением логики L. Заметим сначала,
что эквивалентность

L ` ϕ если и только если L′ ` ϕC

верна для любой ϕ ∈ C. Логика L имеет A-представление по предположению, следова-
тельно, по предложению 13 в L имеют место эквивалентности

¬p ≡ (p ⊃ ¬p) ≡ (p ⊃ (p ∧ ¬p)).

Поэтому в логике L любая формула ϕ эквивалентна формуле ϕ′ получающейся заменой
каждой подформулы ¬ψ в ϕ на ψ ⊃ (ψ ∧ ¬ψ). Заметим, что ϕ′ лежит в C, более того,
θ(ϕ) = ϕ′C . Таким образом, мы получаем следующую цепочку эквивалентностей

L ` ϕ ⇔ L ` ϕ′ ⇔ L′ ` ϕ′C ⇔ L′ ` θϕ,

которая и завершает доказательство этого пункта.
2. Как следует из рассуждений предыдущего пункта, любое C-представление экс-

тенсиональной ¬-логики L совпадает с множеством формул {ϕC | ϕ ∈ L ∩ C}. Поэто-
му логика L может иметь не более одного C-представления. Точное C-представление
равняется пересечению всех C-представлений, значит, оно совпадает с единственным
C-представлением L.

Остается заметить, что C-представление L′ логики L будет также сильным, т. е., что
ρ — точное вложение L′ в L и трансляции θ и ρ взаимно обратны. Ясно, что для любой
формулы ϕ языка LC формула ρ(ϕ) лежит в C и, обратно, любая формула в C имеет
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вид ρ(ϕ). Поэтому полученное выше представление L′ немедленно влечет, что ρ является
точным вложением.

Пусть ϕ — формула языка L¬. Эквивалентность ϕ ≡ ρθ(ϕ) следует из того факта,
что ρθ(ϕ) равняется графически формуле ϕ′ определенной в предыдущем пункте. Для
формулы ϕ языка LC , эквивалентность ϕ ≡ θρ(ϕ) легко следует из экстенсиональности
L′ и эквивалентности C(p) ≡ (p ∧ (p ⊃ C(p))), которая имеет место в любой C-логике.

¤

Предложение 15. Пусть L — экстенсиональная ¬-логика, L1 — экстенсиональное
A-представление L, а L2 — C-представление L. Тогда L1 будет A-представлением L2.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно предыдущему предложению L2 является строгим
C-представлением L. Поэтому для любой ϕ имеем

L2 ` ϕ ⇔ L ` ρϕ ⇔ L1 ` ξρϕ.

Более того, ξρC(ϕ) = ξ(ρϕ ∧ ¬ρϕ) = ξρϕ ∧ (ξρϕ ⊃ A(ξρϕ)). Последняя формула эквива-
лентна в L1 формуле ξρϕ ∧A(ξρϕ). Из этого факта и эктенсиональности L1 получаем

L1 ` ξρϕ ≡ ζϕ

для любой ϕ. ¤
Полученные результаты о существовании A- и C-представлений, о единственности

C-представлений и т. д. существенным образом использовали свойство экстенсионально-
сти. Большинство известных систем паранепротиворечивой логики не являются экстен-
сиональными в смысле нашего определения, поэтому работа с ними требует дополни-
тельных усилий. В следующих разделах мы возьмем две известные системы паранепро-
тиворечивой логики и рассмотрим для них проблемы представления отрицания через
операторы абсурдности и противоречия.

§ 6. Логика CLuN

Все рассматриваемые в этом и следующем разделе логики будут иметь тот же самый
позитивный фрагмент, а именно Lk+, и будут допускать характеризацию в терминах
{0, 1}-интерпретаций, не являющихся истинностно-функциональными для операторов
отрицания, абсурдности и противоречия. Последнее означает, что значение интерпрета-
ции ν на формуле вида ¬ϕ (A(ϕ), C(ϕ)) не определяется однозначно значением ν(ϕ).

Для языка Lε, где ε ∈ {¬, A, C}, определим интерпретацию ν как отображение из
множества всех формул языка Lε в множество {0, 1} удовлетворяющее для произволь-
ных формул ϕ и ψ следующим свойствам:

1ν . ν(ϕ ∧ ψ) = 1 если и только если ν(ϕ) = 1 и ν(ψ) = 1;
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2ν . ν(ϕ ∨ ψ) = 1 если и только если ν(ϕ) = 1 или ν(ψ) = 1;
3ν . ν(ϕ ⊃ ψ) = 1 если и только если ν(ϕ) = 0 или ν(ψ) = 1.

Логика CLuN была введена впервые в работе [5] (под именем PI). Это обозначе-
ние следует понимать так: классическая логика (CL), допускающая переопределенности
(gluts) (см. также [6]). Эта сравнительно слабая паранепротиворечивая логика играет
роль базисной в классе логик, который рассматривался Д. Батенсом в [5]. ЛогикаCLuN
может быть аксиоматизирована с помощью той или иной традиционной аксиоматики
классической позитивной логики плюс закон исключенного третьего и правила поста-
новки и modus ponens, т. е.

CLuN = Lk+¬ + {p ∨ ¬p},

где Lk+¬ — расширение Lk+ до языка L¬.
Обозначим U класс интерпретаций ν, удовлетворяющих для любой формулы ϕ та-

кому свойству:

U . Если ν(ϕ) = 0, то ν(¬ϕ) = 1.

Предложение 16 [5, с. 205]. Для любой формулы ϕ, CLuN ` ϕ если и только если
ν(ϕ) = 1 для всех ν ∈ U .

Начнем изучение A- и C-представлений логики CLuN со следующего наблюдения.

Предложение 17. Логика CLuN не имеет сильного C-представления.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если CLuN имеет сильное C-представление, то эквивалент-
ность ϕ ≡ ρθϕ верна в CLuN для любой ϕ. Возьмем формулу ¬¬p и вычислим

ρθ(¬¬p) = (p ⊃ (p ∧ ¬p)) ⊃ ((p ⊃ (p ∧ ¬p)) ∧ ¬(p ⊃ (p ∧ ¬p))) ≡

≡ (p ⊃ ¬p) ⊃ ¬(p ⊃ (p ∧ ¬p)).

Пусть ν — интерпретация из U такая, что ν(p) = 0, ν(¬p) = ν(¬¬p) = 1, и ν(¬(p ⊃
(p ∧ ¬p))) = 0. В U найдется такая интерпретация, поскольку условие ν(p) = 0 влечет
ν(p ⊃ (p ∧ ¬p)) = 1. В этом случае ν(ρθ(¬¬p)) = 0 и, значит, ν(¬¬p ≡ ρθ(¬¬p)) = 0. По
последнему предложению имеем

CLuN 6` ¬¬p ≡ ρθ(¬¬p). ¤

Тем не менее, мы можем попытаться найти точные A- и C-представления дляCLuN.
Определим A-логику CLuNA как расширение Lk+ на язык LA, и пусть UA обозна-

чает множество всех интерпретаций языка LA. Имеем следующую теорему полноты.

Предложение 18. Для любой ϕ, CLuNA ` ϕ если и только если ν(ϕ) = 1 для всех
ν ∈ UA.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Корректность проверяется непосредственно, для доказатель-
ства полноты используем несложную модификацию конструкции Хенкина. Как обычно,
определяем простую CLuNA-теорию как множество формул T , содержащее CLuNA,
замкнутое относительно modus ponens и обладающее дизъюнктивным свойством, т. е.

ϕ ∨ ψ ∈ T влечет ϕ ∈ T или ψ ∈ T .

Стандартным образом доказывается лемма о расширении.

Лемма 19. Пусть множество формул S и формула ϕ таковы, что S 6`CLuNA ϕ. Тогда
найдется простая CLuNA-теория T такая, что S ⊆ T и ϕ 6∈ T .

Пусть CLuNA 6` ϕ0 и T — простая CLuNA-теория такая, что ϕ0 6∈ T . Определим
интерпретацию νT пропозициональных переменных и формулах вида A(ϕ) следующим
образом:

νT (p) = 1 ⇔ p ∈ T , νT (A(ϕ)) = 1 ⇔ A(ϕ) ∈ T .

Как следует из определения интерпретаций, νT однозначно распространяется на мно-
жество всех формул. Для любой простой CLuNA-теории верны эквивалентности:

ϕ ∨ ψ ∈ T ⇔ ϕ ∈ T или ψ ∈ T

ϕ ∧ ψ ∈ T ⇔ ϕ ∈ T и ψ ∈ T

ϕ ⊃ ψ ∈ T ⇔ ϕ 6∈ T или ψ ∈ T

Первая эквивалентность вытекает из дизъюнктивного свойства, вторая очевидна, прове-
рим последнюю. Если ϕ ⊃ ψ ∈ T и ϕ ∈ T , то ψ ∈ T по правилу modus ponens. Обратно,
если ϕ 6∈ T , то ϕ ⊃ ψ ∈ T ввиду того, что ϕ ∨ (ϕ ⊃ ψ) ∈ CLuNA. Если ψ ∈ T , то
ϕ ⊃ ψ ∈ T ввиду позитивной аксиомы ψ ⊃ (ϕ ⊃ ψ).

Из определения νT и доказанных эквивалентностей получаем

νT (ϕ) = 1 ⇔ ϕ ∈ T,

следовательно, νT (ϕ0) = 0. ¤

Предложение 20. Логика CLuNA является точным A-представлением логикиCLuN.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала проверим, что для любой ϕ условие CLuN ` ϕ влечет
CLuNA ` ξϕ. Логики CLuN и CLuNA имеют общий позитивный фрагмент, поэтому
достаточно поверить, что формула ξ(p ∨ ¬p) = p ∨ (p ⊃ A(p)) доказуема в CLuNA, что
не представляет труда.

Обратно, пусть для некоторой ϕ0 мы имеем CLuN 6` ϕ0. В этом случае, ν(ϕ0) = 0
для подходящей ν ∈ U . Рассмотрим интерпретацию ν ′ языка LA удовлетворяющую
таким условиям: ν ′(p) = ν(p) для любой пропозициональной переменной p; ν ′(A(ξψ)) =
ν(ψ∧¬ψ) для любой ψ в языке L¬. Ясно, что в UA можно найти такую интерпретацию.
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Докажем индукцией по длине формулы, что ν(ψ) = ν ′(ξψ) для всех ψ. Это очевидно
верно для пропозициональных переменных. Случай позитивных связок также тривиа-
лен, поэтому остается рассмотреть случай отрицания. Предположим, что ν(ψ) = ν ′(ξψ)
и вычислим

ν ′(ξ(¬ψ)) = ν ′(ξψ ⊃ A(ξψ)) = ν ′(ξψ) ⊃ ν ′(A(ξψ)) =

= νψ ⊃ ν(ψ ∧ ¬ψ) = ν(ψ ⊃ (ψ ∧ ¬ψ)) = ν(¬ψ).

Последнее равенство имеет место ввиду того, что CLuN ` p ≡ p ⊃ (p ∧ ¬p). По дока-
занному равенству ν ′(ξϕ0) = ν(ϕ0) = 0, т.e. формула ξϕ0 не доказуема в CLuNA. Мы
доказали, таким образом, что CLuNA — это A-представление CLuN. Точность этого
представления немедленно следует из того, что CLuNA — это наименьшая A-логика с
классическим позитивным фрагментом. Очевидно, что любое A-представление CLuN
должно иметь Lk+ в качестве своего позитивного фрагмента. ¤

Как и в случае A-представления, в качестве C-представления логики CLuN мы
также должны взять наименьшую C-логику с классическим позитивным фрагментом.
Полагаем

CLuNC := Lk+C + {C(p) ⊃ p},

гдe Lk+C — расширение Lk+ на язык LC . Обозначим UC класс всех интерпретаций ν

языка LC удовлетворяющих для всех ϕ условию:

UC . Если ν(ϕ) = 0, то ν(C(ϕ)) = 0.

Предложение 21. Для любой ϕ, CLuNC ` ϕ если и только если ν(ϕ) = 1 для всех
ν ∈ UC .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Аналогично предложению 18. ¤

Предложение 22. Логика CLuNC является точным C-представлением логики CLuN.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. этого предложения может быть получено заменой A на C и ξ

на θ в доказательстве предложения 20. ¤
Согласно предложению 17 логика CLuNC не может быть сильным C-представле-

нием, однако мы можем доказать, что обратная трансляция также точно вкладывает
CLuNC в CLuN.

Предложение 23. Логика CLuN является точным ¬-представлением CLuNC .

Доказательство. Тот факт, что CLuNC ` ϕ влечет CLuN ` ρϕ для любой ϕ может
быть проверен непосредственно.

Предположим, что для некоторой формулы ϕ0 выполнено CLuNC 6` ϕ0, и рассмот-
рим интерпретацию ν ∈ UC с условием ν(ϕ0) = 0. В U можно найти такую интер-
претацию ν ′, что ν ′(p) = ν(p) для всех пропозициональных переменных p и ν ′(¬ρψ) =

81



С.П. Одинцов

ν(ψ ⊃ Cψ) для любой формулы ψ языка LC . Используя индукцию по структуре формул
проверим, что ν ′ρψ = νψ для любой ψ. Очевидно, что достаточно рассмотреть случай
оператора C. Пусть ν ′ρψ = νψ для некоторой ψ. Тогда

ν ′(ρCψ) = ν ′(ρψ ∧ ¬ρψ) = ν ′ρψ ∧ ν ′(¬ρψ) = νψ ∧ ν(ψ ⊃ Cψ) = ν(Cψ).

Требуемое равенство доказано и мы имеем, в частности, ν ′(ρϕ0) = 0, откуда следует,
что CLuN является C-представлением CLuNC .

Далее, любое C-представление CLuNC имеет позитивный фрагмент Lk+ и содержит
формулу p ∨ ¬p, так как эта формула эквивалентна по модулю Lk+ формуле p ∨ (p ⊃
(p ∧ ¬p)) = ρ(p ∨ (p ⊃ Cp)). Поэтому CLuN является наименьшим C-представлением
CLuNC , т. е. это точное C-представление. ¤

§ 7. Логика Сета P 1

Теперь мы обратимся к первому примеру максимальной паранепротиворечивой ло-
гики, а именно к системе P 1 предложенной А. Сетом в [29]. Это подсистема классической
логики максимальная в том смысле, что присоединение к P 1 любой новой классической
тавтологии дает классическую логику. Отрицание в P 1 не является экстенсиональным,
тем не менее, как будет показано ниже, P 1 имеет даже сильное C-представление. Пер-
воначально P 1 была определена как трехзначная логика с множеством значений истин-
ности {T 0, T 1, F}, гдe T 0 и F — это, по существу, классические истина и ложь, а T 1 —
это некоторая вторая истинна, но такая, что ее отрицание также истинно уже в класси-
ческом смысле. Обе истины T 0 и T 1 являются выделенными значениями. Матрица для
P 1 имеет вид 〈{T 0, T 1, F}, {T 0, T 1},⊃,¬〉, где операции ⊃ и ¬ определены следующими
истинностными таблицами:

⊃ T 0 T 1 F

T 0 T 0 T 0 F

T 1 T 0 T 0 F

F T 0 T 0 T 0

¬
T 0 F

T 1 T 0

F T 0

Связки ∨ и ∧ вводятся с помощью определений:

ϕ ∨ ψ := (ϕ ⊃ ¬¬ϕ) ⊃ (¬ϕ ⊃ ψ),

ϕ ∧ ψ := (((ϕ ⊃ ϕ) ⊃ ϕ) ⊃ ¬((ψ ⊃ ψ) ⊃ ψ)) ⊃ ¬(ϕ ⊃ ¬ψ).

Сет [29] предложил следующую аксиоматику для P 1:

1. p ⊃ (q ⊃ p)
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2. (p ⊃ (q ⊃ r)) ⊃ ((p ⊃ q) ⊃ (p ⊃ r))
3. (¬p ⊃ ¬q) ⊃ ((¬p ⊃ ¬¬q) ⊃ p))
4. (p ⊃ q) ⊃ ¬¬(p ⊃ q)

Правилами вывода являются, как обычно, подстановка и modus ponens. Ясно, что
P 1 является подсистемой Lk, более того, верна следующая теорема.

Теорема 24 [29]. Для любой ϕ ∈ Lk, если ϕ не доказуема в P 1, то P 1 + {ϕ} = Lk.

В [4] было показано, что P 1 эквивалентна системе β2 введенной в [17]. Аксиомати-
ка β2 включает традиционные аксиомы позитивной классической логики и следующую
схему аксиом для отрицания:

1β . (¬ϕ ⊃ ψ) ⊃ ((¬ϕ ⊃ ¬ψ) ⊃ ϕ), где ψ молекулярна.

От β2 мы можем легко перейти к аксиоматизации P 1 удобной для наших целей.

Предложение 25. Логика P 1 аксиоматизируема по модулю позитивной классической
логики следующими схемами аксиом:

1S . ¬¬ϕ ⊃ ϕ

2S . (ϕ ⊃ ψ) ⊃ ((ϕ ⊃ ¬ψ) ⊃ ¬ϕ), где ψ молекулярна.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. С одной стороны, мы можем использовать таблицы истинности
для проверки того факта, что схемы 1S и 2S верны в P 1. С другой стороны, схема 1β

легко следует из (¬ϕ ⊃ ψ) ⊃ ((¬ϕ ⊃ ¬ψ) ⊃ ¬¬ϕ), частного случая 2S , и из 1S , что
завершает доказательство. ¤

Свойство максимальности позволяет легко получить семантическую характериза-
цию P 1 в терминах {0, 1}-интерпретаций. Обозначим P класс всех интерпретаций ν

языка L¬ удовлетворяющих свойствам:

1P . Если νϕ = 0, то ν¬ϕ = 1
2P . Если ϕ молекулярна и νϕ = 1, то ν¬ϕ = 0.

Предложение 26. Для любой формулы ϕ, P 1 ` ϕ если и только если νϕ = 1 для всех
ν ∈ P.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Полагаем L∗ := {ϕ | νϕ = 1 для всех ν ∈ P}. Тогда P 1 ⊆ L∗ ⊆
Lk. Действительно, первое включение проверяется непосредственно, а второе вытекает
из того факта, что все классические интерпретации принадлежат P. Согласно теореме
24 одно из этих включений должно быть несобственным. В P найдется интерпретация
ν такая, что νp = ν¬p = 1 и ν¬¬p = 0. Это значит, что p ⊃ ¬¬p 6∈ L∗, т. е. L∗ 6= Lk.
Поэтому L∗ = P 1. ¤

Имея удобные аксиоматику и семантику для P 1 мы можем вернуться к ее представ-
лениям.
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Лемма 27. Если L — некоторое A-представление P 1, то L содержит следующие схемы
формул:

1A. A(ϕ ⊃ Aϕ) ⊃ ϕ

2A. (ψ ∧Aψ) ⊃ ϕ, где ψ молекулярна.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим ξ-перевод схемы 2S

(ϕ ⊃ ψ) ⊃ ((ϕ ⊃ (ψ ⊃ Aψ)) ⊃ (ϕ ⊃ Aϕ).

По модулю Lk+ он эквивалентен

(ϕ ⊃ (ψ ∧Aψ)) ⊃ (ϕ ⊃ Aϕ) ≡
≡ (ϕ ∧ (ϕ ⊃ (ψ ∧Aψ))) ⊃ Aϕ ≡ (ϕ ∧ (ψ ∧Aψ)) ⊃ Aϕ ≡

≡ (ψ ∧Aψ) ⊃ (ϕ ⊃ Aϕ).

В частности, мы имеем

L ` (ψ ∧Aψ) ⊃ ((ϕ ⊃ Aϕ) ⊃ A(ϕ ⊃ Aϕ)).

В тоже время, формула
((ϕ ⊃ Aϕ) ⊃ A(ϕ ⊃ Aϕ)) ⊃ ϕ, (3)

ξ-перевод ¬¬ϕ ⊃ ϕ, также доказуема в L. Последние две формулы позволяют заключить

L ` (ψ ∧Aψ) ⊃ ϕ,

где ψ молекулярна.
Далее, позитивная аксиома

A(ϕ ⊃ Aϕ) ⊃ ((ϕ ⊃ Aϕ) ⊃ A(ϕ ⊃ Aϕ))

вместе с (3) дает схему 1A. ¤
Через PA обозначим A-логику аксиоматизируемую по модулю Lk+ схемами 1A и 2A,

а через PA обозначим класс всех интерпретаций ν языка LA удовлетворяющих условию

1Aν . Если ϕ молекулярна и νϕ = 1, то ν(Aϕ) = 0.

Лемма 28. Если PA ` ϕ, то νϕ = 1 для всех ν ∈ PA.

Это утверждение доказывается прямой проверкой.

Предложение 29. Логика PA является точным A-представлением P 1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть L∗ := {ϕ | ξϕ ∈ PA}. Как было установлено в доказа-
тельстве леммы 27, ξ-перевод схемы 2S эквивалентен в PA частному случаю схемы 2A.
Формула ξ(¬¬ϕ ⊃ ϕ) имеет следующий квази-вывод в PA:

1) A(ϕ ⊃ Aϕ) ⊃ ϕ, аксиома;
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2) ((ϕ ⊃ Aϕ) ⊃ A(ϕ ⊃ Aϕ)) ⊃ ((ϕ ⊃ Aϕ) ⊃ ϕ), из 1) по монотонности ⊃ по второму
аргументу;

3) ((ϕ ⊃ Aϕ) ⊃ ϕ) ⊃ ϕ, закон Пирса;
4) ((ϕ ⊃ Aϕ) ⊃ A(ϕ ⊃ Aϕ)) ⊃ ϕ (= ξ(¬¬ϕ ⊃ ϕ)), из 2) и 3) по транзитивности ⊃.
Тем самым, мы доказали включение P 1 ⊆ L∗.
Пусть PA ` ξϕ0 и ν — произвольная классическая интерпретация. Выберем интер-

претацию ν ′ языка LA так, чтобы она удовлетворяла условию ν ′(Aξϕ) = ν¬ϕ. Легко
видеть, что ν ′ ∈ PA и ν ′ξϕ = νϕ для любой ϕ. По лемме 28 имеем νϕ = 1. Имеем,
таким образом, L∗ ⊆ Lk. Это включение собственное, так как формула ξ(p ⊃ ¬¬p) не
лежит в PA. Последнее легко проверить используя лемму 28. Только одно из включений
P 1 ⊆ L∗ ⊆ Lk несобственное, следовательно, P 1 = L∗.

Мы доказали, таким образом, что PA является A-представлением P 1, точность пред-
ставления немедленно следует из леммы 27. ¤

Займемся C-представлениями P 1.

Лемма 30. Если L является C-представлением P 1, то оно содержит схему:

1C . Cψ ⊃ ϕ, где ψ молекулярна.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По лемме 27 L ` (ψ ∧ Cψ) ⊃ ϕ для молекулярной ψ, что экви-
валентно схеме 1C ввиду аксиомы C-логик Cp ⊃ p. ¤

Пусть PC обозначает C-логику аксиоматизируемую по модулю Lk+ схемой акси-
ом 1P . Обозначим через PC класс всех интерпретаций ν языка LC удовлетворяющих
условиям:

1Cν . Если νϕ = 0, то νCϕ = 0.
2Cν . Если ϕ молекулярна и νϕ = 1, то νCϕ = 0.

Лемма 31. Если PC ` ϕ, то νϕ = 1 для всех ν ∈ PC .

Предложение 32. Логика PC является точным и сильным C-представлением P 1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Тот факт, что PC является точным представлением, может
быть доказан аналогично предложению 29. Непосредственно проверяется, что P 1 — это
¬ -представление PC . Остается доказать, что любая формула ϕ эквивалентна ρθϕ в P 1

и что любая формула ψ эквивалентна θρψ в PC . Это легко устанавливается индукцией
по структуре формулы с использованием того факта, что P 1 ` (ϕ ≡ ψ) ⊃ (¬ϕ ≡ ¬ψ)
для молекулярных ϕ и ψ и что PC ` C(ϕ) ≡ C(ψ) для молекулярных ϕ и ψ. ¤

Замечание. В заключение этого раздела отметим, что P 1 не является точным ¬ -пред-
ставлением PC . Наименьшее ¬ -представление логики PC задается классом интерпре-
таций ν удовлетворяющих условию νϕ = 1 ⇒ ν¬ϕ = 0 для молекулярной ϕ. Но эта
логика уже не имеет C-представления.
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