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ГРУППЫ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ УРАВНЕНИЙ ЭЙКОНАЛА
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В работе приводятся результаты, описывающие расслоение уравнений эйконала для трех-
мерной неоднородной среды на классы эквивалентности. Используется аппарат группового ана-
лиза: группы симметрий, группы эквивалентности для всего семейства уравнений и для подсе-
мейств, группы, индуцированные группой эквивалентности на многообразиях параметров, опи-
сывающих классифицирующие уравнения. В расширение групповой идеологии вводится по-
нятие конуса касательных эквивалентностей, которое используется для анализа связи между
общей и частной группами эквивалентностей.

1. Уравнение эйконала (см., например, [1–3])(
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описывает фронты волн, распространяющихся в неоднородной среде, в виде семейства
поверхностей t = ψ(x, y, z) и является уравнением характеристик для акустического
волнового уравнения

a(x, y, z)utt = (b(x, y, z)ux)x.

Функция v(x, y, z) =
√

a(x, y, z)/b(x, y, z) описывает изменение скорости распростране-
ния возмущения в зависимости от точки (x, y, z) неоднородной среды. Уравнение (1)
позволяет также описать движение поверхностей постоянной фазы в задаче о гармони-
ческих колебаниях среды [4–6].

В настоящей работе продолжается исследование уравнения эйконала, начатое в ра-
ботах [7, 8], и имеющее целью максимально расширить класс явно решаемых уравне-
ний. Проведенная в [7] групповая классификация позволила определить все возможные
группы симметрий, и для каждой группы указать семейство уравнений, обладающих
этой группой симметрий. Эта сепарация позволила найти достаточно много решаемых
случаев (решения уравнений с 15-мерной группой симметрий приведены в [7], реше-
ние уравнений с 4–6-мерной группой симметрий редуцируется к решению двумерного
уравнения эйконала, которому посвящена работа [8]). Уравнения с группой симметрий
размерности шесть и выше решаются в конечном виде, уравнения с пятимерной группой
симметрий решаются только с привлечением специальных функций, решение уравнений
с 4-мерной группой симметрий сводится к квадратурам общего вида.

Данная же работа посвящена классификации того же уравнения (1), но с точки зре-
ния эквивалентности уравнений. Напомним, что два уравнения называются эквивалент-
ными, если одно из них заменой переменных (в нашем случае — переменных (x, y, x, ψ))
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можно преобразовать в другое. Обычно предполагается, что замена локальная и экви-
валентность устанавливается также локально.

Указанное отношение эквивалентности задает расслоение всего множества уравне-
ний на фактор-классы. Эта классификация является более тонкой, чем групповая, од-
нако в отличие от групповой она не является структурированной. Совмещение двух
принципов классификации — и по группам симметрий, и по классам эквивалентности —
оказывается наиболее исчерпывающим описанием семейства уравнений.

С одной стороны, любое преобразование, устанавливающее эквивалентность двух
уравнений, устанавливает одновременно и изоморфизм групп симметрий этих уравне-
ний. Поэтому уравнения, имеющие неизоморфные группы симметрий, а тем более имею-
щие группы симметрий разной размерности, эквивалентными быть наверняка не могут.
Тем самым расслоение по отношению эквивалентности оказывается, в определенном
смысле, детализацией более грубого расслоения по группам симметрий.

С другой стороны, выделение среди уравнений с изоморфными группами симметрий
классов эквивалентности позволяет редуцировать изучение более сложных уравнений к
более простым. Эта редукция оказывается полезной и при выводе формул решения, и
при качественном анализе уравнений.
2. Группа эквивалентности и конус касательных эквивалентностей. Основ-
ной трудностью, связанной с классификацией уравнений по отношению эквивалентно-
сти, является то, что для каждого уравнения набор преобразований, устанавливающих
эквивалентность его с другими уравнениями (мы далее будем называть его класс экви-
валентных преобразований), вообще говоря, свой. Он не обязан являться группой, так
что не только определение, но даже просто описание класса эквивалентных преобразо-
ваний оказывается лишенным подходящего достаточно компактного математического
языка. Остается добавить, что непосредственное нахождение всех преобразований, пе-
реводящих данное уравнение в эквивалентные ему, для нетривиальных уравнений (типа
уравнения (1)) практически невозможно.

Частично решить проблему позволяет исследование объекта, получившего в работах
Л.В. Овсянникова и его учеников название группы эквивалентности [9, 10].

Для класса уравнений (например, уравнений вида (1)) под преобразованием экви-
валентности понимается замена переменных, которая все уравнения из этого класса
переводит в уравнения этого же класса. Очевидно, что преобразования эквивалентно-
сти образуют группу, эта группа называется группой эквивалентности. Если эта группа
(или ее связная компонента) параметризуема, т. е. является группой Ли, то ей естествен-
ным образом сопоставляется алгебра Ли, так что для определения групп эквивалентно-
сти можно использовать стандартную технику группового анализа.
Теорема 1. Общая группа эквивалентности уравнений (1) совпадает с прямой суммой
группы конформных преобразований пространства переменных (x, y, z) и группы сдви-
гов и растяжений переменной ψ.

Группа эквивалентности является некоей общей частью для всех классов эквива-
лентных преобразований. Возникает естественный вопрос, насколько каждый конкрет-
ный класс отличается от группы эквивалентности? Для ответа на этот вопрос мы введем
в рассмотрение новый объект — конус касательных эквивалентностей.
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Оператором касательной эквивалентности уравнения (1) (с фиксированной
v(x, y, z)) назовем оператор Ξ̃, соответствующий касательному вектору (при значении
параметра, равном нулю) к произвольному одномерному гладкому семейству преобра-
зований, которое лежит в классе эквивалентных преобразований этого уравнения и ко-
торое дает при нулевом значении параметра тождественный оператор. Операторы каса-
тельной эквивалентности образуют коническое множество, которое мы и будем называть
конусом касательных эквивалентностей.

Оператор касательной эквивалентности относится к однопараметрическому семей-
ству почти так же, как оператор алгебры Ли к соответствующей однопараметрической
группе. Отличие состоит только в том, что в отсутствие у семейства преобразований
группового свойства оператор касательной эквивалентности оказывается для каждого
значения параметра своим, так что преобразования из взятого нами семейства восста-
навливаются как операторы сдвига по траекториям системы дифференциальных урав-
нений, уже не являющейся автономной.

Неавтономность оказывается непринципиальной тогда, когда для любого уравнения
конус касательных эквивалентностей является просто суммой алгебры Ли группы эк-
вивалентности и алгебры Ли группы симметрий соответствующего уравнения. В этом
случае любой оператор семейства оказывается суперпозицией преобразования эквива-
лентности и симметрии, и тогда всякое C1-связное множество, состоящее из эквивалент-
ных друг другу уравнений лежит на орбите любого из этих уравнений при действии на
него группы эквивалентности, так что класс эквивалентности практически не отличим
от орбиты группы эквивалентности.

Определение. Группу преобразований пространства IRn будем называть замкнутой,
если любое невырожденное преобразование, являющееся пределом преобразований из
этой группы, также принадлежит группе.

Беря в качестве сходимости сильную сходимость или сходимость, равномерную на
компактах, или сходимость, равномерную на компактах вместе с производными, мы
получаем соответствующее понятие замкнутости.

Отметим, что свойство замкнутости группы преобразований не является внутренним
свойством группы, а скорее относится к ее внешней геометрии. Если группа Ли, как мно-
гообразие, вложена в нечто окружающее (скажем, в группу всех невырожденных диф-
феоморфизмов) регулярно, то она оказывается замкнутой. В качестве примера можно
привести тривиальную одномерную группу, которая при реализации в качестве группы
сдвигов оказывается замкнутой: предел сдвигов — всегда сдвиг; при ее реализации в
виде группы растяжений она также замкнута: единственное преобразование, являюще-
еся пределом растяжений и не являющееся растяжением есть тривиальное отображение
(все пространство в одну точку), которое вырождено; при реализации же одномерной
группы в виде группы сдвигов на торе она будет замкнутой только при соизмеримости
коэффициентов у соответствующего порождающего оператора, в противном же случае
она будет незамкнутой и ее замыкание даст уже двумерную группу всех сдвигов на торе.

Хотя свойство замкнутости, как мы видим, нетривиально, в групповом анализе диф-
ференциальных уравнений обычно приходится иметь дело именно с замкнутыми груп-
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пами. Действительно, если мы возьмем последовательность симметрий некоторого диф-
ференциального уравнения первого порядка, и возьмем её предел в смысле равномерной
сходимости на компактах вместе с производными, то этот предел, очевидно, будет сим-
метрией того же дифференциального уравнения. То же самое касается и эквивалентных
преобразований семейства уравнений. Как правило, при этом оказывается второстепен-
ным, совпадает ли эта группа с соответствующей группой Ли, получаемой из алгебры Ли
с помощью теорем Ли, или она получается еще и замыканием. В простейших ситуациях
(группы сдвигов, вращений, движений, конформных преобразований) это совпадение
очевидно и следует из наличия взаимно-однозначного соответствия между значениями
параметров группы (как собственных, так и несобственных) и значениями операторов
группы на некотором конечном наборе точек.

Теорема 2. Пусть конус касательных эквивалентностей некоторого семейства уравне-
ний для любого значения произвольного элемента является суммой алгебры Ли группы
симметрий соответствующего уравнения и алгебры Ли общей группы эквивалентности,
и пусть обе группы (группа эквивалентности и группа симметрий) являются конечно-
мерными. Тогда любая компонента C1-связности любого класса эквивалентности этих
уравнений лежит на орбите любого из уравнений этой компоненты, получаемой при
действии на это уравнение группы эквивалентности.

Отметим, что свойство конуса касательных эквивалентностей быть суммой алгебры
симметрий и алгебры эквивалентности не является общим: в п. 14 при анализе класси-
фицирующих уравнений мы столкнемся со случаем, когда такое свойство отсутствует.
Однако это оказывается даже полезным: «разница» между конусом касательных экви-
валентностей и указанной суммой позволяет описать дополнительный набор преобразо-
ваний, устанавливающих эквивалентность уравнений, и тем самым резко упростить вид
канонических представителей класса эквивалентности.

Воспользоваться же теоремой 2 для случая уравнения эйконала позволяет следую-
щая теорема.

Теорема 3. Конус касательных эквивалентностей для всякого уравнения вида (1) яв-
ляется суммой алгебры Ли группы симметрий этого уравнения и алгебры Ли общей
группы эквивалентности.

3. Классификационная теорема. Прежде, чем перейти к описанию классов экви-
валентности, нам понадобится сделать несколько оговорок. Традиционно если класс
эквивалентных преобразований для всех уравнений один и тот же, то указание класса
эквивалентности предполагает указание только одного представителя. При этом пред-
полагается, что по этому представителю можно восстановить весь класс, а вопрос о том,
насколько это легко сделать, оставляется в стороне.

В нашем случае класс эквивалентности уравнений (1) порождается конформными
преобразованиями пространственных переменных и линейными преобразованиями ψ.
Просчитать результат применения к уравнению линейных преобразований можно и в
уме, чего не скажешь об инверсиях, составляющих существенную часть конформной
группы. Поэтому, для того чтобы не слишком отходить от традиции представлять ре-
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зультат в максимально компактной,«чистой»форме и одновременно не жертововать воз-
можностью предъявить явно весь спектр получающихся уравнений (особенно наиболее
интересные из них), мы выберем «адаптированную»форму, когда при описании класса
эквивалентности указывается не один, а два представителя, так, чтобы все остальные
элементы класса получались из них уже только линейными преобразованиями.

Кроме того, в случаях уравнений с маломерной группой симметрий оказывается
неудобным выбирать каким-то определенным образом представителя класса по тому
или иному правилу, так как использование любого такого правила приводит к появле-
нию многочисленных оговорок и исключений. Вместо этого оказывается естественным
просто описывать сечение семейства классом эквивалентности, указывая произвол в вы-
боре функции. Например, вместо того, чтобы ограничивать функцию V (x), определяю-
щую класс эквивалентности, тремя условиями (скажем, V (1) = 1, V ′(1) = 1, V ′′(1) = 1),
указывается, что класс эквивалентности определяет функцию V (x) с точностью до ли-
нейных преобразований x и умножений V на коэффициент.

Теорема 4. Уравнения вида (1) распадаются на следующие классы эквивалентно-
сти (в каждом классе указаны представители, из которых остальные уравнения класса
получаются в разделах I–IV гомотетиями, поворотами и сдвигами пространственных
переменных и линейными преобразованиями ψ, а в разделе V — еще и инверсиями).

I. Уравнения с 15-мерной группой симметрий образуют три класса эквивалентности
с представителями:

v(x, y, z) ≡ 1, v(x, y, z) = x2 + y2 + z2, (I.1)

v(x, y, z) = x, v(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1, (I.2)

v(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + 1 (I.3)

II. Уравнения с 4-мерной группой симметрий образуют три функциональных (опре-
деляемых функцией V (x)) семейства классов эквивалентности. В первом представители

v(x, y, z) = V (x), v(x, y, z) = (x2 + y2 + z2)V
(

x

x2 + y2 + z2

)
(II.1)

определяются функцией V (·) с точностью до линейных преобразований её аргумента и
умножения функции на число, во втором представители

v(x, y, z) =
√

x2 + y2 + z2V

(
1
2

ln(x2 + y2 + z2)
)

,

v(x, y, z) =
√

(x2 + y2 + z2 + 1)2 − 4x2V

(
1
2

ln
(x − 1)2 + y2 + z2

(x + 1)2 + y2 + z2

) (II.2)

определяются с точностью только до сдвига аргумента и умножения функции V (·) на
число, а в третьем представители

v(x, y, z) =
√

x2 + y2 · V
(
arctg

y

x

)
,

v(x, y, z) =
√

(x2 + y2 + z2 − 1)2 + 4x2V

(
arctg

x

1 − x2 − y2 − z2

) (II.3)

определяются лишь с точностью до умножения функции V (·) на число.
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III. Уравнения с 6-мерной группой симметрий образуют подсемейства семейств раз-
дела II. Это уравнения, для которых функция V (·) оказывается одной из следующих:

V (r) ≡ w, V (r) = wr, V (r) = w cos(kr + h),
V (r) = wekr, V (r) = w sh(kr + h), V (r) = w ch(kr + h),

(III)

причем для семейства (II.1) представитель класса определяется однозначно, если поло-
жить w = k = 1, h = 0, для семейства (II.2) – w = 1, h = 0, а для семейства (II.3) —
только w = 1.

IV. Уравнения с 5-мерной группой симметрий образуют одно однопараметрическое
(с параметром k) семейство классов эквивалентности с представителями

v(x, y, z) = x1+k, v(x, y, z) =
x1+k

(x2 + y2 + z2)k
. (IV)

V. Уравнения с двумерной группой симметрий образуют 8 функциональных (опре-
деляемых функцией двух аргументов) семейств классов эквивалентности.

В первом семействе представителями классов являются уравнения с функциями вида

v(x, y, z) = (x2 + y2 + z2 + 1) exp
(

k arctg
2x

(x2 + y2 + z2 − 1)

)
×

× V

(
(x2 + y2 + z2 − 1)2 + 4x2

(x2 + y2 + z2 + 1)2
, arctg

2x

(x2 + y2 + z2 − 1)
+ 2ρ arctg

y

z

)
,

(V.1)

каждый класс эквивалентности определяет однозначно два параметра k, ρ �= 0,±1/2 и
функцию V (α, β) с точностью до сдвига второго аргумента этой функции и умножения
ее на постоянный множитель.

Во втором семействе представителями классов являются уравнения с функциями
вида

v(x, y, z) = (x2 + y2 + z2 + 1) exp
(

k arctg
2x

(x2 + y2 + z2 − 1)

)
×

× V

(
(x2 + y2 + z2 − 1)2 + 4x2

(x2 + y2 + z2 + 1)2
− 1

2
,
2y(x2 + y2 + z2 − 1) + 4xz

(x2 + y2 + z2 + 1)2
,

4xy − 2z(x2 + y2 + z2 − 1)
(x2 + y2 + z2 + 1)2

)
, (V.2)

каждый класс эквивалентности определяет однозначно параметр k и функцию
V (α, β, γ), однородную по второму и третьему аргументам, с точностью до всех вра-
щений аргументов этой функции и умножения ее на постоянный множитель.

В третьем семействе представителями классов являются уравнения с функциями
вида

v(x, y, z) = x1−kV

(
x2

y2 + z2
, arctg

y

z
− θ lnx

)
, (V.3)

каждый класс эквивалентности определяет однозначно параметры k, θ �= 0 и функцию
V (α, β) с точностью до сдвига второго аргумента этой функции и умножения ее на
постоянный множитель.

В четвертом семействе представителями классов являются уравнения с функциями
вида

v(x, y, z) = exp
(
−k arctg

y

z

)
V

(
y2 + z2, x − arctg

y

z

)
, (V.4)
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каждый класс эквивалентности определяет однозначно параметр k и функцию V (α, β)
с точностью до сдвига второго аргумента этой функции и умножения ее на постоянный
множитель.

В пятом семействе представителями классов являются уравнения с функциями вида

v(x, y, z) = exp
(
−k arctg

y

z

)
V (x,

√
y2 + z2), (V.5)

каждый класс эквивалентности определяет однозначно параметр k и функцию V (x, r)
с точностью до сдвига первого аргумента этой функции, растяжений, инверсий, порож-
денных оператором (x2−r2)∂x+2xr∂r, и умножения функции на постоянный множитель.

В шестом семействе представителями классов являются уравнения с однородными
функциями

v(x, y, z) = V (x, y, z), V (tx, ty, tz) = tkV (x, y, z) (V.6)

каждый класс эквивалентности определяет функцию однозначно с точностью до всех
ортогональных преобразований аргументов этой функции и умножения ее на постоян-
ный множитель.

В седьмом семействе представителями классов являются уравнения с функциями
вида

v(x, y, z) = e−xV (y, z), (V.7)

каждый класс эквивалентности определяет функцию V (y, z) однозначно с точностью до
вращений и сдвигов аргументов этой функции и умножения ее на постоянный множи-
тель.

В восьмом семействе представителями классов являются уравнения с функциями
вида

v(x, y, z) = V (y, z), (V.8)

каждый класс эквивалентности определяет функцию V (y, z) однозначно с точностью до
растяжений, вращений и сдвигов аргументов этой функции и умножения ее на посто-
янный множитель.

Для уравнений с одномерной группой симметрий какие-либо соображения, позво-
ляющие определенным образом выделить из класса эквивалентности представителя,
отсутствуют, поэтому для этих уравнений мы представителей не указываем.

4. Алгебра Ли группы эквивалентности. Для определения группы эквивалентно-
сти мы будем использовать, следуя [10], методы группового анализа: предполагая, что
группа эквивалентности является группой Ли (или содержит группу Ли в качестве связ-
ной компоненты), рассмотрим соответствующую алгебру Ли точечных преобразований
пространства переменных (x, y, z, ψ, v)

Ξ̄ = ξ∂x + η∂y + ζ∂z + φ∂ψ + ω∂v, (2)

с коэффициентами ξ, η, ζ, φ, ω, зависящими от x, y, z, ψ и v (вообще говоря, зависимость
от v — несколько избыточное предположение, однако мы покажем, что это не меняет
результата), продолжение которой

Ξ̄1 = ξ∂x + η∂y + ζ∂z + φ∂ψ + ω∂v + φx∂ψx + φy∂ψy + φz∂ψz (3)
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в пространство переменных (x, y, z,ψ, v,ψx,ψy,ψz) (где коэффициенты φx, φy, φz, вычис-
ляются по известным формулам, приведенным ниже) должно удовлетворять уравне-
нию Ли

Ξ̄1F |F=0 = 0, (4)

где F — разность между левой и правой частями изучаемого дифференциального урав-
нения (в нашем случае — уравнения (1)).

Из (4) получаются соотношения, определяющие коэффициенты алгебры Ли (2). До-
полнительным существенным моментом является условие независимости функции v

от ψ: после преобразования пространства переменных (x, y, z, ψ, v) «новая» функция
v должна зависеть только от «новых» (x, y, z). Это дает дополнительное условие на
группу эквивалентности: она должна оставлять инвариантным уравнение

vψ = 0, (5)

в терминах алгебры Ли (2) это условие приобретает вид

ωψ − vxξψ − vyηψ − vzζψ = 0. (6)

Это — такое же, как и (4), уравнение Ли, только для продолжения алгебры Ξ̄ в про-
странство переменных (x, y, z, ψ, v, vx, vy, vz, vψ).

Для алгебры Ли общей группы эквивалентности полученные соотношения долж-
ны выполняться для всех значений (x, y, z, ψ, ψx, ψy, ψz), удовлетворяющих уравнениям
(в нашем случае — уравнениям (1) и (5)) и для всех значений v. Это условие дает систему
соотношений для определения алгебры эквивалентности.

Те же самые формулы можно использовать и для нахождения конуса касатель-
ных эквивалентностей, отвечающего конкретному уравнению. Отличие состоит лишь
в том, что в этих формулах перед расщеплением необходимо положить v = v(x, y, z),
что несколько уменьшает произвол (и затрудняет расщепление). Однако оказывается,
что та же подстановка v = v(x, y, z) может быть сделана и в формулах для коэффици-
ентов алгебры (4), так что удается исключить в них явную зависимость от v. Как будет
показано далее, эти два эффекта вполне компенсируют друг друга, так что в конце
концов конус касательных эквивалентностей удается исчерпывающе описать.

5. Доказательство теоремы 1. Уравнение Ли (4) для уравнения эйконала (1) при-
обретает вид

2ψxφx + 2ψyφ
y + 2ψzφ

z + 2
ω

v3(x, y, z)
= 0,

подставляя в него

φx = φx + φψψx + φvvx−ψx(ξx + ξψψx + ξvvx) −
−ψy(ηx + ηψψx + ηvvx) − ψz(ζx + ζψψx + ζvvx),

φy = φy + φψψy + φvvy−ψx(ξy + ξψψy + ξvvy) −
−ψy(ηy + ηψψy + ηvvy) − ψz(ζy + ζψψy + ζvvy),

φz = φz + φψψz + φvvz −ψx(ξz + ξψψz + ξvvz) −
−ψy(ηz + ηψψz + ηvvz) − ψz(ζz + ζψψz + ζvvz),
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получаем после преобразований уравнение

φψ
1
v2

− (ξψψx + ηψψy + ζψψz)
1
v2

+ ψx(φx + φvvx) + ψy(φy + φvvy) + ψz(φz + φvvz) −
− ψ2

x(ξx + ξvvx) − ψxψy(ηx + ηvvx) − ψxψz(ζx + ζvvx) − ψxψy(ξy + ξvvy) − ψ2
y(ηy + ηvvy) −

− ψyψz(ζy + ζvvy) − ψxψz(ξz + ξvvz) − ψyψz(ηz + ηvvz) − ψ2
z(ζz + ζvvz) +

ω

v3
= 0,

которое должно выполняться всегда, когда выполнено (1).
Поскольку слева стоит квадратичная функция от ψx, ψy, ψz, а уравнение (1) — это

уравнение сферы относительно ψx, ψy, ψz, левая часть нашего уравнения должна быть
пропорциональна уравнению сферы, что дает определяющие уравнения

ξx + ξvvx = ηy + ηvvy = ζz + ζvvz = φψ +
ω

v
, (7)

ηx + ηvvx + ξy + ξvvy = 0, ζx + ζvvx + ξz + ξvvz = 0, ηz + ηvvz + ζy + ζvvy = 0, (8)

φx + φvvx = ξψ/v2, φy + φvvy = ηψ/v2, φz + φvvz = ζψ/v2, (9)

которые дополняются уравнением (6).
Для определения алгебры Ли общей группы эквивалентности во всех уравнениях

следует vx, vy, vz считать произвольными величинами. Тогда из (7) получаем, что ξv =
= ηv = ζv = 0, а из (9) — что φv = 0, т. е. все коэффициенты (кроме ω) от v не зависят.
Но тогда из (9), в силу произвола уже величины v, получаем φx = φy = φz = ξψ = ηψ =
= ζψ = 0, т. е. ξ, η, ζ зависят только от x, y, z. А тогда уравнения (7)–(8) превращаются
в уравнения алгебры Ли группы конформных преобразований в пространстве (x, y, z).
Значит,

ξ = a(x2 − y2 − z2) + 2bxy + 2cxz + dx + gy − fz + h,

η = b(y2 − x2 − z2) + 2axy + 2cyz − gx + dy + ez + i,

ζ = c(z2 − x2 − y2) + 2axz + 2byz + fx − ey + dz + j.

(10)

Из ξψ = ηψ = ζψ = 0 следует, в силу (6), что ωψ = 0, а поскольку последнее уравнение
в (7) определяет ω явным образом: ω = v(ξx − φψ), мы, дифференцируя, получаем, что
φψψ = 0. Так как φ зависит только от ψ, она может быть только линейной:

φ = mψ + l, (11)

а значит,
ω = v(2ax + 2by + 2cz + d − m). (12)

Остается отметить, что специальная структура ω в виде произведения v на некото-
рую функцию от x, y, z означает, что при преобразованиях функция v, помимо замены
переменных под знаком функции, испытывает еще умножение на некоторый множитель.

Таким образом, общая группа эквивалентности оказалась совпадающей с прямой
суммой группы конформных преобразований пространства (x, y, z) и группы растяже-
ний и сдвигов переменной ψ. Теорема доказана.

6. Доказательство теоремы 2 опирается на один достаточно элементарный факт: ре-
шение системы дифференциальных уравнений с переменной (по t) правой частью можно
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приблизить решениями дифференциальных уравнений с кусочно-постоянной правой ча-
стью. Нам понадобится следующий результат, являющийся вариантом теоремы о непре-
рывной зависимости решения от правой части.

Лемма 1. Пусть X ∈ IRn и функции Fi(X) : IRn → IRn (i = 1, . . . , m) непрерывно диф-
ференцируемы. Пусть для некоторого набора изm непрерывных функций ai(τ) : IR → IR

решение задачи Коши X(0) = X0 для системы уравнений

Ẋ = a1(τ)F1(X) + a2(τ)F2(X) + · · · + am(τ)Fm(X) (13)

существует на интервале [0, T ] для всех X0 из некоторого открытого множества Ω. То-
гда и это решение, и его производные по начальным условиям непрерывно зависят от
коэффициентов ai(τ), т. е. для любого компакта K ⊂ Ω и для любого ε > 0 такого, что
ε-окрестность K лежит в Ω, найдется такое δ > 0, что для любых непрерывных или
кусочно-непрерывных bi(τ) таких, что |ai(τ) − bi(τ)| < δ на [0, T ] решение системы (13)
будет отличаться от решения задачи Коши с тем же условием X(0) = X0 для системы

Ẋ = b1(τ)F1(X) + b2(τ)F2(X) + · · · + bm(τ)Fm(X), (14)

а производная решения (13) по начальным данным — от соответствующей производной
решения (14) не более, чем на ε сразу для всех τ ∈ [0, T ] и для всех X0 ∈ K.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО сводится к обоснованию сходимости последовательных прибли-
жений Xk для эквивалентного (14) векторного интегрального уравнения

X(τ) = X0 +
∫ τ

0
[b1(s)F1(X(s)) + b2(s)F2(X(s)) + · · · + bm(s)Fm(X(s))] ds (15)

и соответствующего матричного (Y – матрица частных производных) уравнения в вари-
ациях

Y (τ) = I +
∫ τ

0
[b1(s)∇F1(X(s)) + b2(s)∇F2(X(s)) + · · · + bm(s)∇Fm(X(s))]Y (s) ds. (15′)

В качестве начального приближения X0(τ) мы возьмем решение X̄(τ) эквивалентного
(13) интегрального уравнения

X(τ) = X0 +
∫ τ

0
[a1(s)F1(X(s)) + a2(s)F2(X(s)) + · · · + am(s)Fm(X(s))] ds, (16)

существующее на всем [0, T ] в силу предположения леммы, а в качестве начального
приближения для (15′) — решение соответствующего уравнения в вариациях

Y (τ) = I +
∫ τ

0
[a1(s)∇F1(X(s)) + a2(s)∇F2(X(s)) + · · ·+ am(s)∇Fm(X(s))]Y (s) ds. (16′)

Обозначим через Kε,T замкнутую ε-окрестность объединения графиков решений
уравнения (13) с начальными условиями из K, через M = M(K, ε, T ) — супремум аб-
солютной величины всех Fi(x) на Kε,T , через L = L(K, ε, T ) — их общую константу
Липшица (существующую в силу непрерывной дифференцируемости Fi), а через A —
максимум всех ai(τ) на [0, T ].
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Тогда для указанного нами начального приближения при наличии неравенства
|bi(τ) − ai(τ)| < δ на [0, T ] из интегральных уравнений (15)–(16) стандартным образом
получается оценка

|Xk+1(τ) − X̄(τ)| ≤ Mδm|τ | + mAL

∫ τ

0
|Xk(s) − X̄(s)| |ds|,

откуда методом математической индукции получаем

|Xk(τ) − X̄(τ)| ≤ Mδm[|τ | + 1
2
ALm|τ |2 +

1
6
A2L2m2|τ |3 + · · · +

+
1
k!

(ALm)k−1|τ |k] < δ
M

AL
eALMT ,

так что, выбрав δ так, чтобы правая часть неравенства не превосходила заданное ε, мы
получим все последовательные приближения лежащими в Kε,T , гарантируя как спра-
ведливость всех полученных оценок, так и то, что и последовательные приближения
Xk(τ), и их предел X(τ), являющийся решением (15) и (14), отличаются от X̄(τ) не
более, чем на ε.

Независимость всех полученных оценок от выбора начального условияX0, лежащего
в K, гарантирует, что неравенство |X(τ) − X̄(τ)| < ε будет выполнено равномерно для
всех τ ∈ [0, T ] и для всех начальных условий X0 ∈ K. Аналогично обосновывается
сходимость и для уравнения (15′). Лемма доказана.

Следствие 1. Если для каждого i = 1, . . . , m последовательность aj
i (τ) равномерно

на [0, T ] сходится к ai(τ), операторы сдвига по траекториям для аппроксимирующих
систем

Ẋ = aj
1(τ)F1(X) + aj

2(τ)F2(X) + · · · + aj
m(τ)Fm(X)

сходятся вместе с производными равномерно на компактах к операторам сдвига по тра-
екториям системы (13).

Следствие 2. Если G — замыкание некоторой конечномерной локальной группы Ли,
имеющей алгебру Ли L, и если для некоторого непрерывно дифференцируемого по па-
раметру семейства операторов T (τ), T (0) = I для каждого τ ∈ [0, T ] производная dT/dτ

принадлежит L, то все операторы T (τ) лежат в G.

Действительно, если ввести в алгебре L некоторый базис Ξ1, Ξ2, . . . ,Ξm, то предпо-
ложения следствия означают, что

dT (τ)
dτ

= a1(τ)Ξ1 + · · · + am(τ)Ξm.

Это — система дифференциальных уравнений, удовлетворяющая условиям леммы 1, и
поэтому операторы T (τ), являющиеся операторами сдвига по траекториям этой систе-
мы, могут быть приближены операторами сдвига по траекториям системы с кусочно-
постоянными коэффициентами bi(τ). Но для системы с кусочно-постоянными коэффи-
циентами все операторы сдвига по траекториям лежат в соответствующей группе Ли,
так как являются произведениями конечного числа экспонент от операторов алгебры
Ли L. Значит, и их пределы — операторы T (τ) — принадлежат G (в силу предположе-
ния о ее получении в результате замыкания группы Ли).
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Собственно доказательство теоремы 2 теперь совершенно несложно. Пусть T (τ) —
некоторое непрерывно дифференцируемое семейство преобразований некоторого урав-
нения U0 в эквивалентные ему уравнения Uτ , причем T (0) = I. Обозначим через Ξ
алгебру Ли группы симметрий уравнения U0, через Ξτ — алгебру Ли группы симмет-
рий уравнения Uτ , а через Ξ̄ — алгебру Ли группы эквивалентности некоторого класса
уравнений, которому принадлежат все Uτ .

Дифференцирование T (τ) дает для X ∈ IRn соотношение

dT (τ)X
dτ

= ξ̃τ (T (τ)X),

где ξ̃τ — векторное поле, отвечающее оператору касательной эквивалентности (оно, есте-
ственно, вычисляется в точке T (τ)X). В силу предположения теоремы ξ̃τ можно пред-
ставить в виде суммы

ξ̃τ (Y ) = ξτ (Y ) + ξ̄τ (Y ),

где ξ(τ) ∈ Ξτ , а ξ̄ ∈ Ξ̄. Поскольку отображения T (τ) устанавливают изоморфизм групп
симметрий, их градиенты отображают алгебру Ξ на Ξτ , поэтому ξτ (Y ) можно предста-
вить в виде

ξτ (Y ) = [∇T (τ, T−1(τ)Y )]ξ0
τ (T−1(τ)Y ),

где ξ0
τ (·) ∈ Ξ. Таким образом, мы получаем для dT/dτ декомпозицию

dT (τ)X
dτ

= [∇T (τ, X)]ξ0
τ (X) + ξ̄τ (T (τ)X).

Обозначим через S(τ) решение уравнения

dS(τ)X
dτ

= −ξ0
τ (SX).

Это уравнение есть уравнение вида (13), определяющее S(τ) как оператор сдвига по тра-
екториям этого уравнения (в роли Fi выступают здесь базисные векторные поля алгебры
симметрий). В силу следствия 2 из леммы 1 S(τ) являются симметриями уравнения U0.
Положим теперь E(τ) = T (τ)S(τ). Тогда

dE(τ)X
dτ

=
dT (τ)

dτ
S(τ)X + [∇T (τ, S(τ)X)]

dS(τ)X
dτ

=

= [∇T (τ, S(τ)X)]ξ0
τ (S(τ)X) + ξ̄τ (T (τ)S(τ)X) − [∇T (τ, S(τ)X)]ξ0

τ (S(τ)X) =

= ξ̄τ (T (τ)S(τ)X) = ξ̄τ (E(τ)X),

т. е. E(τ) удовлетворяет уравнению вида (13), но только здесь в качестве Fi высту-
пают базисные векторные поля алгебры эквивалентности. Значит, по тому же след-
ствию 2, E(τ) принадлежит группе эквивалентности, и искомое представление T (τ) =
E(τ)S−1(τ) получено. Поскольку S(τ) являются симметриями уравнения U0, все урав-
нения Uτ получаются из U0 с помощью преобразований E(τ), лежащих в группе экви-
валентности. Теорема 3 доказана.

Замечание. Как видно из доказательства, для ключевого факта — декомпозиции пре-
образования T (τ) = E(τ)S−1(τ) — то, что мы имеем дело именно с группой симметрий и
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именно с группой эквивалентности, не играет существенной роли. Такая декомпозиция
имеет место для любых двух замкнутых конечномерных групп G и Ḡ и их алгебр Ли Ξ
и Ξ̄, если для T (τ) выполнено условие

dT

dτ
∈ Ξ̄ + ∇T [Ξ].

7. Группы симметрий уравнения (1). Доказательство теоремы 3 оказывается бо-
лее трудоёмким, чем доказательство теоремы 1. Здесь нам понадобится обратиться к
теореме из [7], описывающей возможные группы симметрий уравнения (1) и семейства,
обладающие этими группами симметрий. Поскольку нам постоянно придется сравнивать
уравнения, определяющие коэффициенты алгебры Ли для конуса касательных эквива-
лентностей, с уравнениями для коэффициентов алгебры Ли группы симметрий, нам
придется процитировать не только формулировку теоремы, но и схематично изложить
ее доказательство, приведя необходимые нам формулы.

Теорема 5 [7]. I. Уравнение эйконала имеет 15-мерную группу симметрий, если функ-
ция скорости v(x, y, z) является либо постоянной

v(x, y, z) ≡ const, (17)
либо линейной

v(x, y, z) = Px + Qy + Rz (P 2 + Q2 + R2 > 0), (18)

либо квадратичной одного из трех видов

v(x, y, z) = k · (x2 + y2 + z2 − ν2) (ν > 0), (19)

v(x, y, z) = k · (x2 + y2 + z2 + ν2) (ν > 0), (20)

v(x, y, z) = k · (x2 + y2 + z2). (21)

II. Уравнение эйконала имеет четырехмерную группу симметрий если функция ско-
рости v(x, y, z) принадлежит одному из семейств (V (·) — произвольная функция ) :
плоских

v(x, y, z) = V (Px + Qy + Rz) P 2 + Q2 + R2 = 1,

сферических
v(x, y, z) = V (x2 + y2 + z2),

цилиндрических

v(x, y, z) = (−Rx + Pz) · V
(

Ry − Qz

−Rx + Pz

)
, (R �= 0, P 2 + Q2 + R2 = 1),

и осесимметричных

v(x, y, z) = (x2 + y2 + z2 ± ν2) · V
(

Px + Qy + Rz

x2 + y2 + z2 ± ν2

)
, (P 2 + Q2 + R2 = 1)

(выражение ±ν2 может трактоваться как «+ν2», «−ν2» и как нуль).
III. Каждое из семейств предыдущего пункта содержит по нескольку (четыре, шесть,

шесть и шестнадцать соответственно) конечномерных подсемейств, для которых урав-
нение (1) имеет шестимерные группы симметрий. Кроме того, первое и четвертое семей-
ства содержат по одному подсемейству, для которых уравнение (1) имеет пятимерную
группу симметрий.
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IV. Для 11 семейств функций скорости v(x, y, z), описываемых произвольными функ-
циями от двух аргументов, уравнение (1) имеет двумерную группу симметрий.

V. Во всех остальных случаях группа симметрий уравнения (1) одномерна (группа
сдвигов по ψ).

Конкретный вид подсемейств и алгебр симметрий будет уточняться ниже, по мере
необходимости.

8. Схема доказательства теоремы 5 (детали см. в [7]) обычна для задач классифи-
кации групповыми методами (см., например, [9–10]): для продолжения

Ξ1 = ξ∂x + η∂y + ζ∂z + φ∂ψ + φx∂ψx + φy∂ψy + φz∂ψz

алгебры Ξ = ξ∂x + η∂y + ζ∂z + φ∂ψ, где коэффициенты ξ, η, ζ, φ предполагаются завися-
щими от x, y, z и ψ, а коэффициенты φx, φy, φz вычисляются по формулам

φx = φx + φψψx − ψx(ξx + ξψψx) − ψy(ηx + ηψψx) − ψz(ζx + ζψψx),

φy = φy + φψψy − ψx(ξy + ξψψy) − ψy(ηy + ηψψy) − ψz(ζy + ζψψy),

φz = φz + φψψz − ψx(ξz + ξψψz) − ψy(ηz + ηψψz) − ψz(ζz + ζψψz),

уравнение Ли Ξ1F |F=0 = 0 (F — разность правой и левой частей (1)) дает систему
определяющих уравнений

ξx = ηy = ζz = φψ +
1
v
(ξvx + ηvy + ζvz), (22)

ηx + ξy = 0, ζx + ξz = 0, ηz + ζy = 0, (23)

φx = ξψ/v2, φy = ηψ/v2, φz = ζψ/v2. (24)

Первые два уравнения — (22) вместе с (23) — определяют зависимость ξ, η, ζ от
пространственных переменных (x, y, z) (условно говоря, при «замороженном» ψ это —
уравнения алгебры конформных преобразований пространства переменных (x, y, z)):

ξ = A(ψ)(x2 − y2 − z2) + 2B(ψ)xy + 2C(ψ)xz + D(ψ)x + G(ψ)y − F (ψ)z + H(ψ),
η = B(ψ)(y2 − x2 − z2) + 2A(ψ)xy + 2C(ψ)yz − G(ψ)x + D(ψ)y + E(ψ)z + I(ψ),
ζ = C(ψ)(z2 − x2 − y2) + 2A(ψ)xz + 2B(ψ)yz + F (ψ)x − E(ψ)y + D(ψ)z + J(ψ).

(25)

Уравнения (24) определяют градиент функции φ по пространственным переменным,
условия совместности приводят к системе

ηψΩx − ξψΩy = ηψx − ξψy,

−ζψΩx + ξψΩz = −ζψx + ξψz,

ζψΩy − ηψΩz = ζψy − ηψz,

(26)

где Ω(x, y, z) = ln v2(x, y, z). Эта система алгебраически вырождена, условие ее разре-
шимости имеет вид

(ηψx − ξψy)ζψ + (−ζψx + ξψz)ηψ + (ζψy − ηψz)ξψ = 0,

и подстановка в него функций (25) дает уравнения

A′E′ + B′F ′ + C ′G′ = 0,
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−2B′J ′ + 2C ′I ′ = D′G′, 2A′J ′ − 2C ′H ′ = D′F ′, −2A′I ′ + 2B′H ′ = D′E′,

E′H ′ + F ′I ′ + G′J ′ = 0
(штрихом обозначено дифференцирование по ψ). Решение этих уравнений и позволяет
выделить семейства, перечисленные в разделе II: в зависимости от того, равны или не
равны нулю величины A′2 +B′2 +C ′2, E′2 +F ′2 +G′2, D′, H ′2 +I ′2 +J ′2, получается пять
разных случаев, для каждого из которых система (26) явно решается и дает v(x, y, z),
а уравнения (24) — коэффициент φ. Условие независимости v(x, y, z) от ψ налагает до-
полнительные ограничения, выливающиеся в конечном счете в условия независимости
от ψ большей части коэффициентов в (25). В результате мы приходим к следующим
единственно возможным вариантам (всюду ниже S(r) =

∫
dr/V 2(r)).

Вариант v(x, y, z) = V (Px + Qy + Rz):

ξ(x, y, z, ψ) = A(x2 − y2 − z2) + 2Bxy + 2Cxz + Dx + Gy − Fz + θ(ψ)P + H,

η(x, y, z, ψ) = B(y2 − x2 − z2) + 2Axy + 2Cyz − Gx + Dy + Ez + θ(ψ)Q + I,

ζ(x, y, z, ψ) = C(z2 − x2 − y2) + 2Axz + 2Byz + Fx − Ey + Dz + θ(ψ)R + J,

φ(x, y, z, ψ) = θ′(ψ)S(Px + Qy + Rz) + φ̂(ψ),

(27)

где PH + QI + RJ = 0.
Вариант v(x, y, z) = V (x2 + y2 + z2):

ξ(x, y, z, ψ) = A(x2 − y2 − z2) + 2Bxy + 2Cxz + D(ψ)x + Gy − Fz + H,

η(x, y, z, ψ) = B(y2 − x2 − z2) + 2Axy + 2Cyz − Gx + D(ψ)y + Ez + I,

ζ(x, y, z, ψ) = C(z2 − x2 − y2) + 2Axz + 2Byz + Fx − Ey + D(ψ)z + J,

φ(x, y, z, ψ) = 1
2D′(ψ)S(x2 + y2 + z2) + φ̂(ψ).

(28)

Вариант v(x, y, z) = (−Rx + Pz)V
(

Ry − Qz

−Rx + Pz

)
:

ξ(x, y, z, ψ) = A(x2 − y2 − z2) + 2Bxy + 2Cxz + Dx + θ(ψ)[Ry − Qz] +
+ Gy − Fz + H,

η(x, y, z, ψ) = B(y2 − x2 − z2) + 2Axy + 2Cyz + Dy + θ(ψ)[−Rx + Pz] −
− Gx + Ez + I,

ζ(x, y, z, ψ) = C(z2 − x2 − y2) + 2Axz + 2Byz + Dz + θ(ψ)[Qx − Py] +
+ Fx − Ey + J,

φ(x, y, z, ψ) = 1
Gθ′(ψ)S(r) + φ̂(ψ),

(29)

где PE + QF + RG = 0.

Вариант v(x, y, z) = (x2 + y2 + z2 ± ν2)V
(

Px + Qy + Rz

x2 + y2 + z2 ± ν2

)
:

ξ(x, y, z, ψ) = ∆(ψ)[P (x2 − y2 − z2 ∓ ν2) + 2Qxy + 2Rxz] +
+A(x2 − y2 − z2 ∓ ν2) + 2Bxy + 2Cxz + Dx + Gy − Fz + H,

η(x, y, z, ψ) = ∆(ψ)[Q(y2 − x2 − z2 ∓ ν2) + 2Pxy + 2Ryz] +
+B(y2 − x2 − z2 ∓ ν2) + 2Axy + 2Cyz − Gx + Dy + Ez + I,

ζ(x, y, z, ψ) = ∆(ψ)[R(z2 − y2 − x2 ∓ ν2) + 2Qyz + 2Pxz] +
+C(z2 − y2 − x2 ∓ ν2) + 2Byz + 2Axz + Fx − Ey + Dz + J,

φ(x, y, z, ψ) = −∆′(ψ)S(r) + φ̂(ψ),

(30)

где PA + QB + RC = 0.
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Для всех остальных v(x, y, z) компоненты ξ, η, ζ определяются формулами (25) с по-
стоянными коэффициентами A,B,C, D,E, F, G, H, I, J , а компонента φ зависит только
от одной переменной: φ(x, y, z, ψ) = φ̂(ψ).

Подстановка полученных формул в последнее уравнение (22) позволяет выделить
подсемейства с пяти- и шестимерной группой симметрий, упомянутые в разделе III
формулировки теоремы 5, и семейства с двумерной группой симметрий, упомянутые
в разделе IV.

9. Семейства раздела II и подсемейства раздела III. Для семейств раздела II
определение групп симметрий и выделение подсемейств, упомянутых в разделе III, осу-
ществляется следующим образом.

Для функции v(x, y, z) = V (Px + Qy + Rz) либо в (27) θ = 0, и тогда мы приходим к
четырехмерной группе симметрий для всего семейства (некоторые коэффициенты в (27)
при этом оказываются равными нулю или подчиняются линейным соотношениям); либо
θ = const, что возможно только для V (r) = rk, и группа симметрий такого уравнения
пятимерна; либо для некоторых констант λ и µ имеют место равенства

V ′(r)/V (r) = λS(r) + µ, (31)

θ′′(ψ) + λθ(ψ) = 0, φ̂′(ψ) + µθ(ψ) = 0. (32)

Решение (31) дает подсемейства уравнений с плоским слоением, упомянутые в разделе
III, а решение (32) — соответствующие шестимерные группы симметрий.

Для функции v(x, y, z) = V (x2 + y2 + z2) либо в (28) D ≡ 0, и мы приходим к
четырехмерной группе симметрий для всего семейства, либо для некоторых констант λ

и µ имеют место равенства

4
V ′(σ0)
V (σ0)

σ0 − 2 = λS + µ, (33)

D′′(ψ) = λD(ψ), φ̂′(ψ) =
1
2
µD(ψ), (34)

что приводит к уравнениям с шестимерной группой симметрий из раздела III, но только
со сферическим слоением.

Для функции v(x, y, z) = (−Rx+Pz)V
(

Ry − Qz

−Rx + Pz

)
аналогичное ветвление дает ли-

бо θ(ψ) = 0 в (29), либо мы приходим к уравнениям с шестимерной группой симметрий,
что определяется соотношениями

V ′(r)
V (r)

(
r2 + 1 +

(Q + Pr)2

R2

)
− r − P (Q + Pr)

R2
=

1
R

(λS(r) + µ), (35)

θ′′(ψ) + λRθ(ψ) = 0, φ̂′(ψ) = −µθ(ψ). (36)

Наконец, для функции v(x, y, z) = (x2 +y2 +z2±ν2)V
(

Px + Qy + Rz

x2 + y2 + z2 ± ν2

)
ветвление

дает либо ∆ ≡ 0 в (30), либо соотношения

V ′(r)
V (r)

(1 ∓ 4r2ν2) ± 4rν2 = λS(r) + µ, (37)

∆′′(ψ) + λ∆(ψ) = 0, φ̂′(ψ) = µ∆(ψ), (38)
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позволяющие найти уравнения с шестимерной группой симметрий. «Особая» ситуация
складывается, если ν = 0, — тогда в ветвлении получается еще один вариант, когда (как
и в плоском случае) V (r) = rk, при этом оказывается ∆ = const.

Конкретные формулы для всех подсемейств раздела III получаются единым образом,
это связано с тем, что все четыре уравнения (31), (33), (35), (37) имеют одинаковый вид:

V ′(r)
V (r)

1
χ′(r)

− 1
2

(
1

χ′(r)

)′
= λS(r) + µ

(
S(r) =

∫
dr

V 2(r)

)
. (39)

В случае первого семейства χ′(r) = 1, χ(r) = r, в случае второго χ′(r) = 1/(4r),
χ(r) = 1/4 ln r, для третьего χ′(r) = R−1[r2 + 1 + (Q + Pr)2/R2]−1, χ(r) = arctg([r(R2 +
+P 2)+PQ]/R), и, наконец, у четвертого семейства χ′(r) = 1/(1∓4r2ν2), и в зависимости
от знака перед ν2 либо χ(r) = 1

4ν ln[(1 + 2νr)/(1 − 2νr)], либо χ(r) = 1
2ν arctg 2νr, либо

χ(r) = r.
Возможные решения уравнения (39) сводятся к шести случаям для V (r):

V (r) = w
1√
χ′(r)

, V (r) = w
exp(kχ(r))√

χ′(r)
, V (r) = w

cos(kχ(r) + h)√
χ′(r)

,

V (r) = w
sh(kχ(r) + h)√

χ′(r)
, V (r) = w

ch(kχ(r) + h)√
χ′(r)

, V (r) = w
χ(r) + h√

χ′(r)

(где k,w выражаются через λ, µ).

10. Семейства раздела IV получаются анализом того случая, когда группа симмет-
рий порождается оператором с не зависящими от ψ компонентами ξ, η, ζ. Поскольку в
последнем из уравнений (24) все члены, кроме φψ, от ψ не зависят, оказывается, что
φ = Mψ + L, и это уравнение приобретает вид

ξvx + ηvy + ζvz = (ξx − M)v, (40)

где
ξ = A(x2 − y2 − z2) + 2Bxy + 2Cxz + Dx + Gy − Fz + H,

η = B(y2 − x2 − z2) + 2Axy + 2Cyz − Gx + Dy + Ez + I,

ζ = C(z2 − x2 − y2) + 2Axz + 2Byz + Fx − Ey + Dz + J

(41)

с тем или иным набором коэффициентов. Здесь выделяются два основных варианта:
когда A2 +B2 +C2 �= 0 (коэффициенты уравнения (40) квадратичные) и когда A = B =
= C = 0 (коэффициенты линейные).

В варианте, когда коэффициенты квадратичные, уравнение (40) сдвигами, поворо-
тами и растяжениями приводится к виду

(x2 − y2 − z2 + κ)vx + (2xy + θz + λ)vy + (2xz − θy)vz = (2x − M)v. (42)

Формула решения уравнения (42) зависит от значений λ, θ, κ, точнее, от того, какой
знак имеют корни характеристического уравнения

(µ + θ2)(µ + 4κ) = 4λ2. (43)

Различные формулы получаются при λ2 − θ2κ > 0, λ2 − θ2κ = 0 (и λ2 + θ2 �= 0), три
варианта при λ = θ = 0 (в зависимости от того, положительно κ, отрицательно или
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равно нулю) и два варианта при λ2 − θ2κ < 0 (в зависимости от того, равно нулю
λ2 + (θ2 + 4κ) или нет).

При λ2 − θ2κ > 0 уравнение (43) имеет корни разных знаков. Если обозначить

µ± =
−θ2 − 4κ ±

√
(θ2 − 4κ)2 + 16λ2

2
,

где индекс у µ соответствует выбору знака перед радикалом, и положить µ± = ±ν2± (где
ν± будут вещественны), то решение уравнения (42) имеет вид (здесь k = M/2ν+)

v(x, y, z) =
[(θ2 + ν2

+)(x2 + y2 + z2 + ν+x + κ + ν2
+/2) + 2λ(θz − ν+y)]k+1/2

[(θ2 + ν2
+)(x2 + y2 + z2 − ν+x + κ + ν2

+/2) + 2λ(θz + ν+y)]k−1/2
×

×V

(
[(ν2

+ + θ2)(x2 + y2 + z2 − κ) + 2λ(θz + λ)]2 − ν2
+[2λy − (ν2

+ + θ2)x]2

[θ(x2 + y2 + z2 + κ) + 2λz]2
,

1
ν−

arctg
[
ν−

2λx − (4κ − ν2−)y
2λ(x2 + y2 + z2 + κ − ν2−/2) + θ(4κ − ν2−)z

]
− (44)

− 1
2ν+

ln
[
(θ2 + ν2

+)(x2 + y2 + z2 + ν+x + κ + ν2
+/2) + 2λ(θz − ν+y)

(θ2 + ν2
+)(x2 + y2 + z2 − ν+x + κ + ν2

+/2) + 2λ(θz + ν+y)

])
.

Поскольку пара коэффициентов 2λ, 4κ − ν2− в рамках предположения λ2 − θ2κ > 0
одновременно в нуль не обращаются и поскольку θ2+ν2

+ > 0, вырождений в приведенном
выражении при λ2 − θ2κ > 0 не имеется.

При λ2 − θ2κ = 0 (тогда µ+ = ν+ = 0, µ− = −(θ2 + 4κ)) удобно обозначить κ = ν2

(так что λ = θν), и тогда, если исключить вырожденный случай λ = θ = 0, решение (42)
имеет вид (здесь k = M/θ)

v(x, y, z) = [x2 + y2 + (z + ν)2] exp
(

k
θx − 2νy

x2 + y2 + (z + ν)2

)
×

×V

(
[2ν(x2 + y2 + z2 − ν2) − θ2(z + ν)]2 + (θ2 + 4ν2)[θy + 2νx]2

[x2 + y2 + (z + ν)2]2
, (45)

θ

2ν
√

θ2 + 4ν2
arctg

[√
θ2 + 4ν2

2νx + θy

2ν(x2 + y2 + z2 − ν2) − θ2(z + ν)

]
−

− θx − 2νy

x2 + y2 + (z + ν)2

)
.

В случае же λ = θ = 0, в зависимости от знака κ, мы получаем

v(x, y, z) =
√

y2 + z2

(
(x + ν)2 + y2 + z2

(x − ν)2 + y2 + z2

)k

V

(
x2 + y2 + z2 − ν2√

y2 + z2
, arctg

y

z

)
(46)

при κ = −ν2 (где k = M/4ν);

v(x, y, z)=
√

y2 + z2 exp
(

2k arctg
2νx

x2 + y2 + z2 − ν2

)
V

(
x2 + y2 + z2 + ν2√

y2 + z2
, arctg

y

z

)
(47)

при κ = +ν2 (где k = M/4ν), и

v(x, y, z) =
√

y2 + z2 exp
(

2kx

x2 + y2 + z2

)
V

(
x2 + y2 + z2√

y2 + z2
, arctg

y

z

)
(48)

при κ = 0 (где k = M/4).
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Если λ2 − θ2κ < 0 и либо λ �= 0, либо θ2 − 4κ �= 0, то уравнение (43) имеет два
различных отрицательных корня. Здесь нам удобно будет обозначить

ν2
± =

1
2

[
θ2 + 4κ ± (4κ − θ2)

√
1 + 16

λ2

(θ2 − 4κ)2

]
,

в случае, когда θ2 − 4κ �= 0 (что обеспечивает вещественность ν± и однозначно опреде-
ляет значения ν± при λ = 0: ν2− = θ2, ν2

+ = 4κ), или

ν2
± = 4κ ± 2λ

в случае θ2 = 4κ. Тогда решение уравнения (42) описывается формулой (здесь k=M/ν+)

v(x, y, z) = [θ(x2 + y2 + z2 + κ) + 2λz]×

× exp
(

k arctg
[
ν+

(ν2
+ − θ2)x + 2λy

(ν2
+ − θ2)(x2 + y2 + z2 + κ − ν2

+/2) − 2λθz

])
×

×V

(
[(θ2 − ν2

+)(x2 + y2 + z2 − κ) + 2λ(θz + λ)]2 + ν2
+[2λy + (ν2

+ − θ2)x]2

[θ(x2 + y2 + z2 + κ) + 2λz]2
, (49)

1
ν−

arctg
[
ν−

2λx − (4κ − ν2−)y
2λ(x2 + y2 + z2 + κ − ν2−/2) + θ(4κ − ν2−)z

]
−

− 1
ν+

arctg
[
ν+

(ν2
+ − θ2)x + 2λy

(ν2
+ − θ2)(x2 + y2 + z2 + κ − ν2

+/2) − 2λθz

])
.

Поскольку при λ = 0 получается 4κ − ν2− = ν2
+ − θ2 = 4κ − θ2 �= 0, в написанном

выражении вырождений при λ2 − θ2κ < 0, λ2 + (θ2 − 4κ)2 �= 0 не происходит.
Наконец, если λ = 0, а θ2 = 4κ > 0 (случай λ = θ = κ = 0 уже рассмотрен выше),

то уравнение (43) имеет кратные мнимые корни: µ2± = −θ2. Если положить κ = ν2 (и
тогда θ = 2ν), то решение уравнения (42) имеет вид (здесь k = M/2ν)

v(x, y, z) = (x2 + y2 + z2 + ν2) exp
(

k arctg
2νx

(x2 + y2 + z2 − ν2)

)
×

×V

(
(x2 + y2 + z2 − ν2)2 + 4ν2x2

(x2 + y2 + z2 + ν2)2
, arctg

y

z
+ arctg

2νx

x2 + y2 + z2 − ν2

)
. (50)

На этом все возможные случаи первого варианта (A2 +B2 +C2 �= 0) исчерпываются.
Второй вариант (A = B = C = 0) также распадается на несколько случаев, в зави-

симости от значений констант.
Если D �= 0 и E2 + F 2 + G2 �= 0, то уравнение (40) растяжениями, поворотами и

сдвигами приводится к виду xvx + (y + θz)vy + (z − θy)vz = (1 − k)v, и его решение
описывается формулой

v(x, y, z) = x1−kV

(
x2

y2 + z2
, arctg

y

z
− θ lnx

)
. (51)

Если D = 0, но E2 + F 2 + G2 �= 0, то уравнение (40) приводится к уравнению вида
λvx + zvy − yvz = −kv, имеющему решение

v(x, y, z) = exp
(
−k arctg

y

z

)
V

(
y2 + z2, x − λ arctg

y

z

)
. (52)
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Если D �= 0, но E = F = G = 0, то уравнение (40) сдвигами и растяжениями
приводится к уравнению вида xvx + yvy + zvz = (1 − k)v, решением которого является
произвольная однородная функция от (x, y, z) степени 1 − k:

v(x, y, z) = V (x, y, z), V (tx, ty, tz) = t1−kV (x, y, z). (53)

Если D = E = F = G = 0, но H2 + I2 + J2 �= 0, то уравнение (40) приводится к
уравнению вида vx = −kv, которое имеет решением

v(x, y, z) = e−kxV (y, z), (54)

где V , как и ранее, — произвольная функция.
Наконец, в случае, когда ξ = η = ζ ≡ 0, уравнение (40) вырождается и дает M = 0,

никаких условий на функцию v(x, y, z) при этом не налагается, но соответствующая
группа симметрий сводится к тривиальной одномерной группе сдвигов по ψ.

Отметим, что формулы (44)–(54) (мы здесь привели их в уточненном, по сравнению
с [7], варианте, так как удалось, с одной стороны, найти полностью все интегралы, необ-
ходимые для выписывания этих формул, а с другой — удалось более компактно описать
решения, используя параметры λ, θ, κ) носят скорее демонстративный, чем утилитар-
ный характер, так как лишь иллюстрируют завершенность исследования. На самом
деле, как мы далее увидим, при анализе удобнее пользоваться не этими формулами, а
уравнением (40), которое их определяет.

11. Доказательство теоремы 3. Переход от уравнения Ли к определяющим уравне-
ниям здесь происходит так же, как и в теореме 1, поэтому мы будем просто использовать
уравнения (6)–(9). Для получения операторов касательной эквивалентности необходимо
в формулы для ξ, η, ζ, φ, ω подставить v = v(x, y, z). Обозначим функции с такой под-
становкой через ξ̃, η̃, ζ̃, φ̃ и ω̃ соответственно. Тогда уравнения (6)–(9) превращаются в
уравнения

ω̃ψ − vxξ̃ψ − vyη̃ψ − vz ζ̃ψ = 0, (6′)

ξ̃x = η̃y = ζ̃z = φ̃ψ +
ω̃

v
, (7′)

η̃x + ξ̃y = 0, ζ̃x + ξ̃z = 0, η̃z + ζ̃y = 0, (8′)

φ̃x = ξ̃ψ/v2, φ̃y = η̃ψ/v2, φ̃z = ζ̃ψ/v2. (9′)

Уравнения (7′)–(9′) совпадают (кроме последнего уравнения в (7′)) с системой (22)–(24),
так что мы можем просто воспользоваться результатами решения этой системы, при-
веденными в п. 8–9, согласно которым ξ̃, η̃, ζ̃, φ̃ определяются формулами (27)–(30) (в
зависимости от выбора семейства раздела II) или (41) (если рассматриваются семейства
раздела IV). Функция ω̃ тогда вычисляется из последнего уравнения (7′), и подстановка
этой функции в (6′) дает условие, удовлетворение которому окончательно определяет
конус касательных эквивалентностей.

Реализуя эту схему, отметим прежде всего, что для уравнений, не вошедших в раз-
делы I–III формулировки теоремы 5, коэффициенты ξ̃, η̃, ζ̃ операторов касательной эк-
вивалентности определяются формулами (41) и не зависят от ψ. Но тогда, в силу (9′),
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φ̃ зависит только от ψ, и функции φ̃, ω̃ определяются формулами (11)–(12). Это озна-
чает, что конус касательных эквивалентностей для таких уравнений просто совпадает с
алгеброй Ли общей группы эквивалентности. Поскольку для таких уравнений и группа
симметрий представляет собой двумерную подгруппу общей группы эквивалентности,
для них утверждение теоремы, хотя и тривиальным образом, но справедливо.

Рассмотрим теперь уравнения с функциями, перечисленными в разделах II–III фор-
мулировки теоремы 5. Для функций, не попадающих в раздел III, группа симметрий
является подгруппой общей группы эквивалентности, так что и для них необходимо до-
казать только то, что конус касательных эквивалентностей совпадает с общей алгеброй
эквивалентности. Для уравнений же, попадающих в раздел III и определяемых посред-
ством соотношений (31)–(38), группа симметрий «выходит за рамки» общей группы
эквивалентности, и здесь утверждение теоремы 3 носит содержательный характер.

Для каждого семейства раздела II решения уравнений (6′)–(8′) (кроме последне-
го уравнения (6′)) дают функции ξ̃, η̃, ζ̃, φ̃, определяемые соответственно формулами
(27)–(30), в которых значительная часть слагаемых уже принадлежит общей алгебре эк-
вивалентности. Поскольку конус касательных эквивалентностей наверняка не уже этой
алгебры, нам для доказательства утверждения теоремы достаточно показать, что сла-
гаемые, зависящие от ψ, либо порождают симметрии уравнения, либо входят в алгебру
общей группы эквивалентности.

В случае v = V (Px + Qy + Rz) такими слагаемыми являются (см. (27)) ξ̃ = Pθ(ψ),
η̃ = Qθ(ψ), ζ̃ = Rθ(ψ), φ̃ = θ′(ψ)S(Px + Qy + Rz) + φ̂(ψ). Тогда

ω̃ = −V (Px + Qy + Rz)[θ′′(ψ)S(Px + Qy + Rz) + φ̂′(ψ)],

и подстановка этих функций в условие (9′) дает уравнение

V (r)[θ′′′(ψ)S(r) + φ̂′′(ψ)] + V ′(r)θ′(ψ) = 0

(r = Px + Qy + Rz). Разделение переменных в этом уравнении приводит либо к пред-
положению θ′(ψ) = 0, тогда φ̂′′(ψ) = 0, и мы получаем элементы общей алгебры эквива-
лентности, либо к уравнениям

V ′(r)/V (r) = λS(r) + µ, (55)

θ′′′(ψ) + λθ′(ψ) = 0, φ̂′′(ψ) + µθ′(ψ) = 0. (56)

Поскольку уравнение (55) в точности совпадает с (31), мы оказываемся в одном из под-
семейств уравнений с шестимерной группой симметрий. В то же время, легко увидеть,
что решение (56) отличается от решения (32) (дающего элементы алгебры симметрий
уравнения) только на два слагаемых θ = const и φ = Mψ, дающие снова элементы общей
алгебры эквивалентности. Значит, для плоских слоений v(x, y, z) = V (Px + Qy + Rz)
утверждение теоремы справедливо.

Аналогично оказывается, что для сферических слоений мы либо получаемD′(ψ) = 0,
и конус касательных эквивалентностей совпадает с общей алгеброй эквивалентности, ли-
бо мы получаем уравнение (33) для V и S, ограничивающее нас уравнениями эйконала
с шестимерной группой симметрий, и уравнения для D(ψ) и φ(ψ), решения которых
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дают элементы либо алгебры симметрий уравнения, либо алгебры общей группы экви-
валентности. Тот же результат мы получаем и для остальных семейств разделов II и III
теоремы 5.

Для завершения доказательства теоремы 3 осталось обсудить случаи функций
(17)–(21). Здесь оказывается удобным не погружаться в громоздкие выкладки, а за-
метить, что поворотами, сдвигами и растяжениями пространства переменных (x, y, z)
(принадлежащими общей группе эквивалентности) можно привести любое уравнение с
функцией вида (17) к уравнению с v(x, y, z) ≡ 1, любое уравнение с функцией вида (18) к
уравнению с v(x, y, z) = x, и любое уравнение с функциями вида (19)–(21) к уравнениям
с функциями v(x, y, z) = x2+y2+z2−1, v(x, y, z) = x2+y2+z2+1 и v(x, y, z) = x2+y2+z2

соответственно. Уравнение с v(x, y, z) = x2 + y2 + z2 инверсией

(x̃, ỹ, z̃) = −(x, y, z)/(x2 + y2 + z2) (57)

приводится к уравнению с v(x, y, z) ≡ 1, уравнение с v(x, y, z) = x2+y2+z2−1 инверсией

(x̃, ỹ + 1, z̃) = 2
(x, y + 1, z)

x2 + (y + 1)2 + z2
(58)

приводится к уравнению с v(x, y, z) = x.
Уравнения же с v = 1, c v = x и с v = x2 + y2 + z2 + 1 не эквивалентны между

собой (правда, последние два эквивалентны в комплексном смысле, но мы будем го-
ворить только о вещественных преобразованиях). Это следует из вида явных решений
этих уравнений, приведенных в [7]: геометрия лучей здесь в первом случае оказывается
геометрией Евклида, во втором — геометрией Лобачевского, а в третьем — геометри-
ей Римана на трехмерной сфере (реализованной в трехмерном пространстве (x, y, z)),
а соответствующая группа симметрий — это группа конформных преобразований в че-
тырехмерном пространстве Лоренца с метрикой ds2 = dt2 − dl2, где dl2 — риманова
метрика однородного трехмерного пространства с нулевой (для v = 1), отрицательной
(для v = x) или положительной (для v = x2 + y2 + z2 + 1) гауссовой кривизной.

Таким образом, среди уравнений с 15-мерной группой симметрий у нас осталось ров-
но три представителя, попарно не эквивалентные между собой, приведение к которым
осуществляется преобразованиями общей группы эквивалентности. Но тогда для лю-
бого уравнения с 15-мерной группой симметрий суперпозиция любого преобразования,
устанавливающего эквивалентность его другому уравнению, и двух некоторых общих
преобразований эквивалентности дает симметрию этого уравнения. Значит, любое пре-
образование, преобразующее такое уравнение в эквивалентное ему, является суперпози-
цией общих преобразований эквивалентности и преобразования симметрии уравнения,
откуда, очевидно, следует утверждение теоремы.

Теорема 3 полностью доказана.

12. Доказательство теоремы 4 для уравнений с большой группой симметрий.
Для уравнений с 15-мерной группой симметрий из доказательства теоремы 3 следует,
что имеется ровно три класса. В первый входят уравнения с функцией скорости вида
(17) и (21), представителем класса является в зависимости от удобства либо v ≡ 1, либо
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v = x2+y2+z2. Во второй входят уравнения с функциями (18) и (19), с представителями,
тоже в зависимости от удобства v = x или v = x2 + y2 + z2 − 1. Наконец, в третий класс
эквивалентности входят уравнения с функциями (20), который представляет функция
v = x2 + y2 + z2 + 1.

Для уравнений с 4-мерной группой симметрий сразу можно указать на то, что рас-
тяжениями, вращениями и сдвигами (а также некоторыми переобозначениями) эти се-
мейства переводятся в семейства с функциями v(x, y, z) вида

v(x, y, z) = V (x), (59)

v(x, y, z) =
√

x2 + y2 + z2V

(
1
2

ln(x2 + y2 + z2)
)

, (60)

v(x, y, z) =
√

y2 + z2V
(
arctg

y

z

)
, (61)

v(x, y, z) =
√

(x2 + y2 + z2 + 1)2 − 4x2V

(
1
2

ln
(x − 1)2 + y2 + z2

(x + 1)2 + y2 + z2

)
, (62)

v(x, y, z) =
√

(x2 + y2 + z2 − 1)2 + 4x2V

(
arctg

x

1 − x2 − y2 − z2

)
, (63)

v(x, y, z) = (x2 + y2 + z2)V
(

x

x2 + y2 + z2

)
. (64)

Семейство (59) эквивалентно семейству (64), семейство (60) — семейству (62), а се-
мейство (61) — семейству (63) (мы далее не будем делать различия между эквивалентно-
стью уравнений и эквивалентностью функций v(x, y, z) в правой части этих уравнений).
Эквивалентность устанавливается с помощью инверсии (57) в первом случае, с помощью
инверсии

x̂ + 1 =
2(x + 1)

(x + 1)2 + y2 + z2
, ŷ =

2y

(x + 1)2 + y2 + z2
, ẑ =

2z

(x + 1)2 + y2 + z2

во втором и с помощью инверсии (58) — в третьем. Эти инверсии устанавливают со-
ответствие и между подсемействами соответствующих семейств, для которых группы
симметрий пяти- или шестимерны.

С другой стороны, алгебры Ли группы симметрий для уравнений (59)–(61) (полу-
ченные в [7]) попарно неизоморфны. Для семейства (59) алгебра Ли группы симметрий
имеет вид

E[z∂y − y∂z] + I∂y + J∂z + L∂ψ.

Пространственная составляющая этой алгебры трехмерна и содержит абелеву двумер-
ную подалгебру (идеал) сдвигов. Для семейства (60) алгебра Ли группы симметрий
имеет вид

(Gy − Fz)∂x + (−Gx + Ez)∂y + (Fx − Ey)∂z + L∂ψ,

пространственная часть которой является алгеброй вращений и не имеет никаких по-
далгебр. Наконец, для семейства (61) алгебра Ли группы симметрий имеет вид
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A[(x2 − y2 − z2)∂x + 2xy∂y + 2xz∂z] + D[x∂x + y∂y + z∂z] + H∂x + L∂ψ,

у этой алгебры пространственная часть имеет две двумерные подалгебры (растяже-
ние+ сдвиг и растяжение+инверсия), ни одна из них не является абелевой.

Поэтому разные семейства (59)–(61) не могут содержать эквивалентных элементов, и
остается найти, как действуют в каждом семействе те преобразования из общей группы,
которые оставляют это семейство инвариантным.

Для семейства (59) такие преобразования, как нетрудно убедиться, сводятся, помимо
преобразований симметрии, к растяжениям и сдвигам: условие инвариантности уравне-
ний vy = vz = 0 для преобразований, порождаемых алгеброй ξ∂x + η∂y + ζ∂z + vξx∂v,
приводит к соотношениям ξxyv − ξyvx = ξxzv − ξzvx = 0, что для ξ, η, ζ вида (41) дает
A = B = C = E = F = G = 0. Поэтому сечение этого семейства классом эквивалент-
ности состоит из функций, получаемых друг из друга умножением на константу самой
функции, и линейным преобразованием ее аргумента.

Аналогично для семейства (60) общие преобразования эквивалентности, действую-
щие в этом семействе, сводятся, помимо симметрий, к растяжениям пространственных
переменных и ψ, что для функции V (·) означает умножение ее на константу и сдвиг ее
аргумента. Для семейства же (61) среди общих преобразований эквивалентности, дей-
ствующих в этом семействе, только растяжения по ψ не являются симметриями для V (·).

Что касается подсемейств семейств (59)–(61), имеющих шестимерную группу сим-
метрий, то они, как уже говорилось, образованы единым образом: функция V (·) в них
является одной из шести следующих функций: V (r) ≡ w, V (r) = kr + h, V (r) = wekr,
V (r) = w ch(kr + h), V (r) = w sh(kr + h), V (r) = w cos(kr + h), где w, k, h — произволь-
ные константы. Поскольку преобразования эквивалентности, действующие в каждом
из семейств, различны, классы эквивалентности в подсемействах будут иметь разную
структуру.

В подсемействах семейства (59) класс эквивалентности содержит все функции оди-
накового типа независимо от значений констант w, k, h, таких классов ровно четыре
(случаи V (r) = const и V (r) = kr + h являются функциями вида (17) и (18) и имеют
15-мерную группу симметрий), и представителями в них являются v = ex, v = chx,
v = sh x и v = cos x.

В подсемействах семейства (60) в класс эквивалентности входят только функции
с одинаковыми k, так что представителями являются функции, определяемые (60) с
V (r) ≡ 1, V (r) = r, V (r) = ekr, V (r) = ch(kr), V (r) = sh(kr), V (r) = cos(kr) (в случае
экспоненты и гиперболических функций k �= ±1: при этих значениях k мы получаем
функции (17) и (19)–(21), определяющие уравнения эйконала с 15-мерной группой сим-
метрий).

В подсемействах же семейства (61) в класс эквивалентности входят только функции
с одинаковыми k и h, так что представителями этих классов оказываются функции,
определяемые формулой (61) с V (r) = 1, V (r) = r + h, V (r) = ekr, V (r) = ch(kr + h),
V (r) = sh(kr + h), V (r) = cos(kr + h) (в случае косинуса — при k �= 1, так как при k = 1
мы получаем функцию (18)).
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Подсемейство семейства (59), имеющее пятимерную группу симметрий, в общем ви-
де описывается формулой v = w(x + h)k, и распадается на классы эквивалентности с
представителями v = xk (где k �= 0, 1).

13. Индуцированная алгебра. Для семейств с двумерной группой симметрий алгеб-
ры симметрий всех семейств изоморфны друг другу, и поэтому, чтобы рассортировать
их по классам эквивалентности, необходимо проанализировать действие на этих семей-
ствах группы эквивалентности.

Нам будет удобно использовать следующее соображение. Пусть

P (x, y, z)vx + Q(x, y, z)vy + R(x, y, z)vz = S(x, y, z)v (65)

есть уравнение, определяющее одну из функций (44)–(54). Преобразование эквивалент-
ности переводит каждое из таких уравнений в другое уравнение того же вида. Преобра-
зование уравнения означает, естественно, преобразование его коэффициентов P, Q, R, S.
Поскольку эти коэффициенты являются линейными комбинациями фиксированных
функций, преобразование P,Q, R, S сводится к преобразованию коэффициентов этих
линейных комбинаций. Эти преобразования скалярных коэффициентов, генерирован-
ные преобразованиями эквивалентности, также образуют группу, которую мы назовем
индуцированной группой. Поскольку преобразования эквивалентности образуют груп-
пу Ли (т. е. эта группа параметризуема, по крайней мере локально), индуцированная
группа также является группой Ли и порождается некоторой алгеброй, которую мы
соответственно будем называть индуцированной. Оператор индуцированной алгебры,
порожденный оператором Ξ̄ алгебры эквивалентности, мы будем обозначать Ξ̄∗.

Лемма 2. Пусть ξ, η, ζ, ω зависят от x, y, z, v и оператор

Ξ̄ = ξ∂x + η∂y + ζ∂z + φ∂ψ + ω∂v,

оставляет инвариантным класс уравнений вида (65) с коэффициентами, зависящими
линейно от некоторого конечного набора констант. Тогда индуцированный оператор Ξ̄∗

удовлетворяет равенствам

Ξ̄∗U = [U, Ξ̄] + γ(x, y, z, v)U, (66)

Ξ̄∗S = −Ξ̄S +
Uω + S(vωv − ω)

v
+ γ(x, y, z, v)S, (67)

где U = P∂x + Q∂y + R∂z, а γ(x, y, z, v) — некоторая функция.

Замечание. Соотношения (66)–(67) являются частным случаем равенств

Ξ̄∗Ξ = [Ξ, Ξ̄] + γ(xi, u, ui, v)Ξ, (66′)

Ξ̄∗(Ξ(1)F ) = [Ξ(1), Ξ̄(1)]F + γ(xi, u, ui, v)Ξ(1)F, (67′)

для уравнения вида F (xi, u, ui) = v(xi) с произвольным элементом v(xi). Классифици-
рующая система уравнений в этом случае имеет вид

Ξv = Ξ(1)F,
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где Ξ — соответствующая алгебра симметрий исходного уравнения, а действие опера-
тора Ξ̄∗, порожденного оператором алгебры эквивалентности Ξ̄ исходного уравнения
определяется как раз (66′)–(67′).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (Леммы 2). Для индуцированного оператора имеет место равен-
ство

[Ξ̄∗ + Ξ̄(1)](Pvx + Qvy + Rvz − Sv) = 0,

выполненное всегда, когда выполнено (65). Раскрывая это равенство и учитывая, что
Ξ̄∗ действует только на коэффициенты P, Q,R (поскольку он действует на константы,
фигурирующие только в этих коэффициентах), а также что применение к P, Q, R опера-
тора Ξ̄(1) тождественно применению оператора Ξ̄ (так как коэффициенты не содержат
производных), получаем

vx[Ξ̄∗ +Ξ̄]P +vy[Ξ̄∗ +Ξ̄]Q+vz[Ξ̄∗ +Ξ̄]R+P Ξ̄(1)vx +QΞ̄(1)vy +RΞ̄(1)vz = v[Ξ̄∗ +Ξ̄]S +SΞ̄v.

Подстановка

Ξ̄(1)vx = ωx + ωvvx − vxξx − vyηx − vzζx,

Ξ̄(1)vy = ωy + ωvvy − vxξy − vyηy − vzζy,

Ξ̄(1)vz = ωz + ωvvz − vxξz − vyηz − vzζz,

Ξ̄v = ω

приводит к равенству

vx[Ξ̄∗ + Ξ̄]P + vy[Ξ̄∗ + Ξ̄]Q + vz[Ξ̄∗ + Ξ̄]R + Uω + Pωvvx + Qωvvy + Rωvvz −
− vxUξ − vyUη − vzUζ = v[Ξ̄∗ + Ξ̄]S + Sω,

которое должно быть выполнено всегда, когда выполнено (65). Для этого необходимо,
чтобы имела место пропорция

[Ξ̄∗ + Ξ̄]P + Pωv − Uξ

P
=

[Ξ̄∗ + Ξ̄]Q + Qωv − Uη

Q
=

=
[Ξ̄∗ + Ξ̄]R + Rωv − Uζ

R
=

v[Ξ̄∗ + Ξ̄]S + Sω − Uω

Sv
.

Уменьшая все члены пропорции на ωv и обозначая общее значение полученной пропор-
ции через γ(x, y, z, v), приходим к формулам

Ξ̄∗P = − Ξ̄P + Uξ + γ(x, y, z, v)P,

Ξ̄∗Q = − Ξ̄Q + Uη + γ(x, y, z, v)Q,

Ξ̄∗R = − Ξ̄R + Uζ + γ(x, y, z, v)R,

Ξ̄∗S = − Ξ̄S +
Uω + S(vωv − ω)

v
+ γ(x, y, z, v)S.

Последнее равенство есть в точности (67), а сумма первых трех, умноженных на ∂x, ∂y,
∂z соответственно, дает

Ξ̄∗P∂x +Ξ̄∗Q∂y +Ξ̄∗R∂z =U(ξ∂x +η∂y + ζ∂z)− Ξ̄(P∂x +Q∂y +R∂z)+γ(P∂x +Q∂y +R∂z),

что совпадает с (66). Лемма доказана.
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В (66)–(67) слагаемые, содержащие γ(x, y, z, v), порождают бесконечномерную груп-
пу умножений уравнения (65) на произвольную функцию, эта группа является симмет-
рией уравнения (65) и не индуцирована никакими преобразованиями, порожденными
алгеброй эквивалентности. На первый взгляд, эти слагаемые можно было бы просто
удалить (т. е. произвести факторизацию), получив, что «эффективное» действие ин-
дуцированной группы на коэффициенты уравнения (65) есть просто присоединенная
группа. Однако такой прием не вполне корректен: дело в том, что группа умножений
уравнения на произвольную функцию на самом деле может поглощать составляющие
некоторых элементов индуцированной алгебры. Поэтому нам придется оставить пока
(66)–(67) как необходимое условие для индуцированной группы, выделяя, исходя уже
из дополнительных соображений, из всех возможных γ(x, y, z, v) те, которые определяют
операторы индуцированной алгебры.

Лемма 3. Если ξv = ηv = ζv = 0,

ξx = ηy = ζz, ξy + ηx = ξz + ζx = ηz + ζy = 0, ω = v(ξx − φψ), φψ = m, (68)

Px = Qy = Rz, Py + Qx = Pz + Rx = Qz + Ry = 0, S = Px − M, (69)

то γ может быть только константой и уравнение (67) при этом приводится к виду

Ξ̄∗M = γM. (70)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Прежде всего, отметим, что, независимость от v не только
P, Q, R, но и ξ, η, ζ влечет независимость от v и коэффициента γ. Кроме того, в си-
лу ω = vωv (см. предпоследнее уравнение (68)) мы можем в уравнении (67) произвести
сокращения, приведя его к виду

Ξ̄∗S = −Ξ̄S + Uωv + γ(x, y, z)S. (71)

Дифференцируя равенство

Ξ̄∗P = −Ξ̄P + Uξ + γP

по x, получаем

Ξ̄∗Px = −ξxPx − ηxPy − ζxPz − Ξ̄Px + Pxξx + Qxξy + Rxξz + Uξx + γxP + γPx,

откуда с учетом (68)–(69)

Ξ̄∗Px = −Ξ̄Px + Uξx + γxP + γPx,

и вычитание из полученного равенства (71) дает в силу S = Px − M , ω = v(ξx − φψ)

Ξ̄∗M = −Ξ̄M + Uφψ + γM + γxP = γM + γxP (72)

(Ξ̄M = Uφψ = 0, так как M и φψ = m — константы, а операторы Ξ̄ и U содержат
дифференцирования только по x, y, z). Аналогично получаются и соотношения

Ξ̄∗M = γM + γyQ, Ξ̄∗M = γM + γzR. (73)
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Покажем, что (71)–(73) могут выполняться лишь для постоянной функции γ. Дей-
ствительно, в предположении противного P , Q, R не являются тождественными нулями,
и из соотношений (72)–(73) получаем значения градиента функции γ:

γx =
Ξ̄∗M − γM

P
, γy =

Ξ̄∗M − γM

Q
, γz =

Ξ̄∗M − γM

R
.

Условия совместности (с учетом Ξ̄∗M − γM �≡ 0) имеют вид

Py

P 2
=

Qx

Q2
,

Ry

R2
=

Qz

Q2
,

Pz

P 2
=

Rx

R2
,

что в силу (66) даёт Py = Qx = Rx = Pz = Qz = Ry = 0, т. е. P зависит только от x, Q —
только от y, а R — только от z. Но тогда из первого уравнения (69) немедленно следует,
что P = Dx + H, Q = Dy + I, R = Dz + J — линейные функции своих аргументов,
поэтому S = Px −M является константой, и из (71) получаем, что γ — полином степени
не выше второй.

Если D �= 0, то из (72)–(73) получаем, что функция Ξ̄∗M − γM , являющаяся нетри-
виальным (в силу γ �= const) полиномом степени не выше второй, делится на три монома
P = Dx+H, Q = Dy + I, R = Dz +J , что невозможно. Если же D = 0, то P — констан-
та, и в этом случае равенство (72) не может иметь места для полинома γ, отличного от
константы.

Итак, во всех случаях предположение γ �≡ const привело нас к противоречию. Значит,
γ не зависит от x, y, z, и уравнение (72) превращается в (70). Лемма доказана.

Для использования леммы 3 нам понадобится таблица коммутации для различных
составляющих алгебры конформных преобразований трехмерного пространства (табли-
ца 1).

В ней использованы следующие обозначения:

Ξ∞(A,B, C) = [A(x2 − y2 − z2) + 2Bxy + 2Cxz]∂x +

+ [B(y2 − x2 − z2) + 2Axy + 2Cyz]∂y + [C(z2 − x2 − y2) + 2Axz + 2Byz]∂z,

Ξ◦(E, F, G) = (Gy − Fz)∂x + (−Gx + Ez)∂y + (Fx − Ey)∂z,

Ξ∗ = x∂x + y∂y + z∂z, Ξ↑(H, I, J) = H∂x + I∂y + J∂z.

В этих обозначениях алгебра (10) конформных преобразований трехмерного простран-
ства имеет вид

Ξ∞(a, b, c) + dΞ∗ + Ξ◦(e, f, g) + Ξ↑(h, i, j),

а таблица содержит коммутаторы различных составляющих этой алгебры.

14. Конусы касательных эквивалентностей и алгебры симметрий для класси-
фицирующих уравнений с квадратичными коэффициентами. Как уже отме-
чалось, каждое семейство функций v(x, y, z) (задающих семейство уравнений эйконала)
определяется как общее решение линейного дифференциального уравнения, которое мы
будем называть классифицирующим :

P (x, y, z)vx + Q(x, y, z)vy + R(x, y, z)vz = (Px(x, y, z) − M)v. (74)
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Таблица 1. Коммутаторы элементов Алгебры Ли группы конформных преобразований трехмер-
ного пространства (в некоторых колонках, для экономии места, аргументы у Ξα расположены
столбцом)

[ , ] Ξ∞(a, b, c) Ξ∗ Ξ◦(e, f, g) Ξ↑(h, i, j)

Ξ∞

⎛⎜⎝A

B

C

⎞⎟⎠ 0 −Ξ∞

⎛⎜⎝A

B

C

⎞⎟⎠ Ξ∞

⎛⎜⎝Bg − Cf

Ce − Ag

Af − Be

⎞⎟⎠ −2Ξ◦

⎛⎜⎝Ci − Bj

Aj − Ch

Bh − Ai

⎞⎟⎠−

−2(Ah + Bi + Cj)Ξ∗
Ξ∗ Ξ∞(a, b, c) 0 0 −Ξ↑(h, i, j)

Ξ◦

⎛⎜⎝E

F

G

⎞⎟⎠ −Ξ∞

⎛⎜⎝Gb − Fc

Ec − Ga

Fa − Eb

⎞⎟⎠ 0 Ξ◦

⎛⎜⎝Fg − Gf

Ge − Eg

Ef − Fe

⎞⎟⎠ Ξ↑

⎛⎜⎝Fj − Gi

Gh − Eh

Ei − Fh

⎞⎟⎠

Ξ↑

⎛⎜⎝H

I

J

⎞⎟⎠ 2Ξ◦

⎛⎜⎝ cI − bJ

aJ − cH

bH − aI

⎞⎟⎠+

+2(aH + bI + cJ)Ξ∗

Ξ↑

⎛⎜⎝H

I

J

⎞⎟⎠ Ξ↑

⎛⎜⎝gI − fJ

eJ − gH

fH − eI

⎞⎟⎠ 0

Порождающий уравнение (74) оператор P∂x+Q∂y+R∂z мы, как и в предыдущем пункте,
будем обозначать через U . Коэффициенты классифицирующего уравнения P, Q,R яв-
ляются коэффициентами оператора симметрии соответствующего уравнения эйконала
(точнее, пространственной составляющей этого оператора) и имеют вид

P (x, y, z) = A(x2 − y2 − z2) + 2Bxy + 2Cxz + Dx + Gy − Fz + H,

Q(x, y, z) = B(y2 − x2 − z2) + 2Axy + 2Cyz − Gx + Dy + Ez + I,

R(x, y, z) = C(z2 − x2 − y2) + 2Axz + 2Byz + Fx − Ey + Dz + J

(75)

с некоторым (для каждого семейства — своим) набором констант. Для того, чтобы не
путать константы в коэффициентах классифицирующего уравнения с константами в
коэффициентах алгебры эквивалентности, мы будем обозначать константы в классифи-
цирующем уравнении прописными буквами, а константы в операторе эквивалентности —
строчными (как в (10)).

Анализируя группы эквивалентности и симметрий семейств раздела IV формули-
ровки теоремы 5, мы будем следовать схеме п. 10 и рассмотрим два основных варианта:
когда A2 + B2 + C2 �= 0 (коэффициенты классифицирующего уравнения квадратичные)
и когда A = B = C = 0 (коэффициенты линейные).

Поскольку в варианте, когда коэффициенты квадратичные, с помощью преобразо-
ваний, заведомо входящих в группу эквивалентности, уравнение (74) приводится к виду
(42), мы рассмотрим преобразования эквивалентности, действующие только на уравне-
ниях вида (42). В этом случае

U = Ξ∞(1, 0, 0) + Ξ◦(θ, 0, 0) + Ξ↑(κ, λ, 0), (76)

и для подалгебры преобразований эквивалентности, действующей на уравнениях ви-
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да (42), должно в силу лемм 2–3 выполняться

Ξ̄∗U = [U, Ξ̄] + γU.

Подставляя сюда (76) и

Ξ̄ = Ξ∞(a, b, c) + dΞ∗ + Ξ◦(e, f, g) + Ξ↑(h, i, j),

получаем, пользуясь таблицей 1, что

Ξ̄∗θ · Ξ◦(1, 0, 0) + Ξ̄∗κ · Ξ↑(1, 0, 0) + Ξ̄∗λ · Ξ↑(0, 1, 0) =

= −dΞ∞(1, 0, 0) + Ξ∞(0,−g, f) − 2hΞ∗ − 2Ξ◦(0, j,−i)−
−Ξ∞(0, θc,−θb) + Ξ◦(0,−θg, θf) + Ξ↑(0,−θj, θi)+

+2(aκ + bλ)Ξ∗ + 2Ξ◦(λc,−κc, κb − λa) + dΞ↑(κ, λ, 0) + Ξ↑(λg,−κg, κf − λe)+

+γΞ∞(1, 0, 0) + γθΞ◦(1, 0, 0) + γκΞ↑(1, 0, 0) + γλΞ↑(0, 1, 0),

откуда, приравнивая константы при одинаковых операторах, приходим к системе

γ = d, g + θc = 0, f + θb = 0; (77)

aκ + bλ − h = 0; (78)

Ξ̄∗θ = 2λc + γθ, 2j + θg + 2κc = 0, 2i + θf + 2κb − 2λa = 0; (79)

Ξ̄∗κ = dκ + λg + γκ, Ξ̄∗λ = −θj + λd − κg + γλ, θi + κf − λe = 0, (80)

которая дополняется уравнением (70).
Для того чтобы найти преобразования эквивалентности, оставляющие инвариант-

ным семейство уравнений вида (42), нам необходимо найти значения параметров, при
которых система (77)–(80) имеет решение. Эта система — дифференциально-алгебраи-
ческая: первое уравнение (79) и первые два уравнения (80) задают обыкновенные диф-
ференциальные уравнения (так как Ξ̄∗θ, Ξ̄∗κ и Ξ̄∗λ являются производными от θ, κ и
λ по групповому параметру), остальные уравнения — алгебраические.

Преобразования эквивалентности, оставляющие инвариантными то или иное семей-
ство классифицирующих уравнений (например, семейство (42)) образуют подгруппу, ко-
торую мы, в отличие от общей группы эквивалентности, будем считать частной группой
эквивалентности соответствующего семейства уравнений. Как и в случае уравнения
эйконала, помимо частной группы эквивалентности, отвечающей уравнению (42), мы
будем рассматривать и конус касательных эквивалентностей, отвечающий различным
семействам эквивалентных преобразований, не являющихся, вообще говоря, группами.
Отметим, что переход к семейству и подсемейству сужает не только соответствующую
группу эквивалентности, но и конус касательных эквивалентностей (так как мы рас-
сматриваем только преобразования, действующие на семействе или подсемействе), что
позволяет, постепенно «спускаясь» к подсемействам, привести ситуацию к случаю, когда
и частная алгебра эквивалентности, и конус касательных эквивалентностей вырожда-
ются в алгебру симметрий уравнения.
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Лемма 4. Частная группа эквивалентности для семейства уравнений (42) есть группа
растяжений.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для частной группы эквивалентности семейства соотношения
(77)–(80) должны быть выполнены для любых значений θ, κ, λ. Поэтому из тех урав-
нений (77)–(80), которые являются алгебраическими, следует, что все коэффициенты,
кроме d, обязаны быть нулями. Значит, группа эквивалентности семейства (42) есть
группа растяжений. При этом в системе (77)–(80) остается только три дифференциаль-
ных уравнения

Ξ̄∗θ = dθ, Ξ̄∗κ = 2dκ, Ξ̄∗λ = 2dλ,

которые означают, что при растяжении системы координат (x, y, z) коэффициенты так-
же подвергаются растяжениям. Действительно, из самого уравнения (42) легко увидеть,
что растяжение пространства переменных (x, y, z) в t раз приводит к умножению θ на
t, а κ и λ — на t2. Лемма доказана.

Конус касательных эквивалентностей для уравнений вида (42), не является суммой
алгебры эквивалентности и алгебры симметрий. Для определения этого конуса нам по-
надобится зафиксировать какие-то конкретные значения λ, θ, κ и решить алгебраиче-
скую часть системы (77)–(80) (поскольку дифференциальные соотношения не налагают
никаких дополнительных условий, а только определяют значения производных).

Нетрудно проверить, что существенное различие имеется для λ �= 0 и для λ = 0. Для
λ �= 0 выражение коэффициентов через a, b и c дает

Ξ̃ = a[Ξ∞(1, 0, 0) + θΞ◦(1, 0, 0) + Ξ↑(κ, λ, 0)]+

+b[Ξ∞(0, 1, 0) + Ξ◦(
θ(θ2 − 4κ)

2λ
,−θ, 0) + Ξ↑(λ, (

1
2
θ2 − κ), 0)]+

+c[Ξ∞(0, 0, 1) − θΞ◦(0, 0, 1) + (
1
2
θ2 − κ)Ξ↑(0, 0, 1)] + dΞ∗,

при этом

Ξ̃∗θ = θd + 2λc, Ξ̃∗κ = 2κd − λθc, Ξ̃∗λ = 2λd − 1
2
θ(θ2 − 4κ)c. (81)

Компоненты Ξ̃, содержащие a и b, являются симметриями классифицирующего урав-
нения (так как ни a, ни b не входят в уравнения (81)). Компонента, содержащая d, —
это алгебра группы эквивалентности. А вот компонента, содержащая c, не лежит ни в
алгебре симметрий, ни в алгебре эквивалентности. Как мы увидим далее, именно эта
компонента сыграет существенную роль в упрощении вида представителей классов эк-
вивалентности.

Если c = 0, а d �= 0, то система (81) имеет два инварианта 4κ/θ2 и λ/θ2 (в предполо-
жении, конечно, что θ �= 0). Если же, напротив, d = 0, а c �= 0, то мы получаем другую
пару инвариантов: λ2 − θ2κ и θ2 + 4κ. Наконец, если и c �= 0, и d �= 0, то у системы (81)
имеется единственный инвариант

λ2 − θ2κ

(θ2 + 4κ)2
,
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который естественно назвать абсолютным инвариантом. Поскольку абсолютный инва-
риант не меняется не только при действии группы эквивалентности, но и при действии
любых других преобразований, сохраняющих вид классифицирующего уравнения (42),
он оказывается классифицирующим параметром — уравнения с разным абсолютным
инвариантом лежат в разных классах эквивалентности.

То, что для семейства классифицирующих уравнений (42) конус касательных экви-
валентностей оказался шире чем сумма частной алгебры эквивалентности и алгебры
симметрий, оказывается, совсем не так уж плохо. Это позволяет за счет преобразова-
ний, не образующих группу, редуцировать эти уравнения к более простым. Оказывается,
случай λ �= 0 всегда можно редуцировать к случаю λ = 0.

Лемма 5. Любое решение системы

θ̇ = 2λ, κ̇ = −λθ, λ̇ = −1
2
θ(θ2 − 4κ) (82)

пересекает плоскость λ = 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Нетрудно проверить, что система (82) имеет интеграл θ2 + 4κ,
поэтому все пространство можно расслоить на параболические цилиндры θ2+4κ = 2C, и
спроецировать нашу систему с каждого из этих параболических цилиндров на плоскость
(λ, θ), выразив из уравнения цилиндра κ через θ и подставив его в (82). Получим

θ̇ = 2λ, λ̇ = −θ(θ2 − C),

ее решение дает уравнение фазовых траекторий

λ2 = −1
4
θ4 + C

1
2
θ2 + C1.

Проекции фазовых портретов на плоскость (λ, θ) для случаев C ≤ 0 и C > 0 изображены
на рис. 1 слева и справа соответственно.

λ λ

θ θ

Рис. 1. Проекции фазовых портретов на плоскость (λ, θ) для случаев C ≤ 0 (слева)
и C > 0 (справа)

Из этого рисунка видно, что для любого фиксированного C (т. е. для любого листа на-
шего слоения) траектории проекции системы (82) на плоскость (λ, θ) образуют замкну-
тые линии (правда, некоторые оказываются сепаратрисами особой точки λ = θ = 0), и
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что все они проходят в некоторый момент времени через прямую λ = 0. Это означа-
ет, что на каждом параболическом цилиндре прообразы этих траекторий — траектории
системы (82), проходят через плоскость λ = 0. Лемма доказана.

Из леммы 5 следует, что, задавая θ, λ, κ как функции некоторого параметра из си-
стемы (82) (сразу отметим, что выражаются они через этот параметр как эллиптические
функции) и рассматривая семейство преобразований, определяемых системой уравне-
ний

ẋ = 2xz, ẏ = 2yz − θz, ż = z2 − x2 − y2 + θy +
1
2
θ2 − κ

с найденными функциями θ, λ, κ, мы получим при том значении параметра, которое
отвечает λ = 0, отображение, преобразующее уравнение вида (42) с ненулевым λ в
уравнение (42) с нулевым λ. Ниже, в п. 16, будет указан другой способ построения
такого отображения — в виде суперпозиции семи конформных преобразований.

Преобразование, приводящее к случаю λ = 0, лежит в общей группе эквивалентно-
сти, поэтому мы можем далее сузить наши рассмотрения только на этот случай, вы-
бирая представителя только из этих уравнений. Кроме того, поскольку группа растя-
жений также осуществляет эквивалентное преобразование классифицирующего уравне-
ния, нам можно зафиксировать еще один из оставшихся параметров θ или κ, сведя все к
трем основным вариантам: κ = ±1, θ произвольное; κ = 0, θ = 1 и κ = θ = 0. Фиксация
случая λ = 0 позволяет нам сузить и конус касательных эквивалентностей (поскольку
сужается класс уравнений, в которые данное уравнение может быть преобразовано):
подстановка в систему λ = 0 и κ = const дает

γ = d, g + θc = 0, f + θb = 0, aκ − h = 0,

2j + θg + 2κc = 0, 2i + θf + 2κb = 0, dκ + γκ = 0,

θj + κg = 0, θi + κf = 0, Ξ̄∗θ = γθ.

Если κ = 1, а θ произвольно, то наша система редуцируется к

γ = d, g + θc = 0, f + θb = 0, a − h = 0,

2j + θg + 2c = 0, 2i + θf + 2b = 0, d + γ = 0,

θj + g = 0, θi + f = 0, Ξ̄∗θ = γθ,

откуда d = γ = 0, θ = const, и выражение g = −θc, f = −θb, h = a, i = (θ2/2 − 1)b,
2j = (θ2/2 − 1)c приводит к паре уравнений

θ(θ2 − 4)b = 0, θ(θ2 − 4)c = 0,

дающих дополнительное ветвление вариантов.
Если θ(θ2 − 4) �= 0, то b = c = 0, и конус касательных эквивалентностей сводится к

двумерной алгебре симметрий

Ξ̄ = a{Ξ∞(1, 0, 0) + Ξ↑(1, 0, 0)} + eΞ◦(1, 0, 0). (83)
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Если же θ = 0 или θ = ±2, то конус касательных эквивалентностей, по-прежнему
совпадая с алгеброй симметрий, будет уже четырехмерным пространством:

Ξ̄ = a{Ξ∞(1, 0, 0) + Ξ↑(1, 0, 0)} + b

{
Ξ∞(0, 1, 0) − θΞ◦(0, 1, 0) +

1
4
θ2Ξ↑(0, 1, 0)

}
+

+ eΞ◦(1, 0, 0) + c

{
Ξ∞(0, 0, 1) − θΞ◦(0, 0, 1) +

1
4
θ2Ξ↑(0, 0, 1)

}
. (84)

Если κ = 0, θ = 1, то система дает b = c = d = f = g = h = i = j = 0, и ко-
нус касательных эквивалентностей, все также совпадая с алгеброй симметрий, образует
двумерное пространство:

Ξ̄ = aΞ∞(1, 0, 0) + eΞ◦(1, 0, 0). (85)

Случай λ = θ = κ = 0 особый, так как здесь приходится отдельно обсуждать урав-
нение (70): во всех предыдущих случаях в силу γ = d = 0 это уравнение приобретало
вид Ξ̄∗M = 0, т. е. M оказывалось инвариантом, и симметрии левой части уравнения
автоматически оказывались симметриями всего уравнения. В случае же λ = θ = κ = 0
оказывается, что γ = d не обязано быть нулем, поэтому преобразования, порождае-
мые алгеброй Ξ̄ = dΞ∗, хотя и являются симметриями левой части классифицирующего
уравнения, будут не симметриями уравнения, а только лишь преобразованиями эквива-
лентности: они действуют на константу M в правой части уравнения (42), умножая ее
на ненулевое число. Следовательно, этот случай распадается на два: M �= 0 и M = 0.

Если M �= 0, то, действуя растяжениями и отражениями, можно прийти к случаю
M = 1, поэтому, налагая еще одно дополнительное ограничение (M = 1), мы обес-
печиваем выполнение условия d = γ = 0, и поскольку в силу остальных уравнений
f = g = h = i = j = 0, получаем, что конус касательных эквивалентностей образует
четырехмерное пространство, снова совпадающее с алгеброй симметрий

Ξ̄ = Ξ∞(a, b, c) + eΞ◦(1, 0, 0). (86)

Если же M = 0, то и конус касательных эквивалентностей, и алгебра симметрий
расширяются до размерности пять, включая в себя и растяжения:

Ξ̄ = Ξ∞(a, b, c) + dΞ∗ + eΞ◦(1, 0, 0). (87)

15. Случай классифицирующего уравнения с линейными коэффициентами.
Рассмотрим теперь случай A = B = C = 0. Тогда, подставляя в уравнение Ξ̄∗U =

= [U, Ξ̄] + γU оператор

U = DΞ∗ + Ξ◦(E, F,G) + Ξ↑(H, I, J),

получаем с помощью таблицы коммутаторов (таблица 1), что

Ξ̄∗{DΞ∗ + Ξ◦(E, F,G) + Ξ↑(H, I, J)} = γ{DΞ∗ + Ξ◦(E, F, G) + Ξ↑(H, I, J)}+

+[DΞ∗ + Ξ◦(E, F,G) + Ξ↑(H, I, J),Ξ∞(a, b, c) + dΞ∗ + Ξ◦(e, f, g) + Ξ↑(h, i, j)] =

= Ξ∞(Da, Db,Dc) − Ξ↑(Dh, Di,Dj) − Ξ∞(Gb − Fc, Ec − Ga,Fa − Eb)+
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+Ξ◦(Fg − Gf,Ge − Eg, Ef − Fe) + Ξ↑(Fj − Gi,Gh − Ej, Ei − Fh)+

+2(aH + bI + cJ)Ξ∗ + 2Ξ◦(cI − bJ, aJ − cH, bH − aI) + Ξ↑(H, I, J)+

+Ξ↑(gI − fJ, eJ − gH, fH − eI) + γ{DΞ∗ + Ξ◦(E, F,G) + Ξ↑(H, I, J)}.
Приравнивая коэффициенты при одинаковых операторах, приходим к следующей си-
стеме уравнений:

Da + Gb − Fc = 0, Db + Ec − Ga = 0, Dc + Fa − Eb = 0;

Ξ̄∗D = 2(aH + bI + cJ) + γD; Ξ̄∗E = Fg − Gf + 2cI − 2bJ + γE,

Ξ̄∗F = Ge − Eg + 2aJ − 2cH + γF, Ξ̄∗G = Ef − Fe + 2bH − 2aI + γG;

Ξ̄∗H = dH −Dh + Fj −Gi + gI − fJ + γH, Ξ̄∗I = dI −Di + Gh−Ej + eJ − gH + γI,

Ξ̄∗J = dJ − Dj + Ei − Fh + fH − eI + γJ.

Первые три уравнения образуют линейную однородную систему относительно (a, b, c)
с определителем D(D2 + E2 + F 2 + G2). Поэтому если D �≡ 0, то a = b = c = 0, и тогда
оказывается, что

Ξ̄∗D = γD, Ξ̄∗(E2 + F 2 + G2) = 2γ(E2 + F 2 + G2),

Ξ̄∗(EH + FI + GJ) = (d + 2γ)(EH + FI + GJ) − D(Eh + Fi + Gj),

так что выделенные в п. 10 случаи, разделяющие равенство или неравенство нулю
коэффициента D и E2 + F 2 + G2, а при D = 0 — равенство или неравенство нулю
EH + FI + GJ , оказываются наверняка в разных классах эквивалентности. Сужая рас-
смотрения на каждый из этих случаев и пользуясь тем, что в каждом случае мы уже
определили (п. 10) канонические уравнения, к которым в каждом из этих случаев урав-
нение приводится сдвигами, вращениями и растяжениями — преобразованиями, заве-
домо являющихся преобразованиями эквивалентности, мы будем далее рассматривать
преобразования эквивалентности, оставляющие инвариантными только канонические
классифицирующие уравнения, указанные в п. 10.

Случай D �= 0, E2 + F 2 + G2 �= 0 приводится к уравнению

xvx + (y + θz)vy + (z − θy)vz = (1 − M)v.

Для него D = 1, E = θ(�= 0), F = G = H = I = J = 0, и из нашей системы получаем
γ = 0, a = b = c = f = g = h = i = j = 0, Ξ̄∗θ = 0, Ξ̄∗M = 0, коэффициенты d и
e — произвольны. Значит, для этого уравнения θ и M являются инвариантами, а конус
касательных эквивалентностей совпадает с алгеброй симметрий

Ξ̄ = dΞ∗ + eΞ◦(1, 0, 0) (88)

и имеет размерность два.
ЕслиD = 0, E2+F 2+G2 �= 0, EH+FI+GJ �= 0, то каноническое классифицирующее

уравнение имеет вид
vx + zvy − yvz = −Mv,
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подставляя в нашу систему E = 1, H = 1, D = F = G = I = J = 0, получаем γ = 0,
a = b = c = d = f = g = i = j = 0, M оказывается инвариантом. Конус касательных
эквивалентностей совпадает с алгеброй симметрий и имеет, как и в предыдущем случае,
размерность два:

Ξ̄ = eΞ◦(1, 0, 0) + hΞ↑(1, 0, 0). (89)

В случае же, когда по-прежнему D = 0, E2 + F 2 + G2 �= 0, но EH + FI + GJ = 0,
каноническое классифицирующее уравнение уже имеет вид

zvy − yvz = −Mv,

и подстановка в систему E = 1, D = F = G = I = J = H = 0 дает γ = 0, b = c = f = g =
= i = j = 0, появляются две произвольные константы a и d, но M остается инвариантом,
так что конус касательных эквивалентностей снова совпадает с алгеброй симметрий, но
имеет уже размерность четыре:

Ξ̄ = aΞ∞(1, 0, 0) + dΞ∗ + eΞ◦(1, 0, 0) + hΞ↑(1, 0, 0). (90)

Если E = F = G = 0, но D �= 0, то каноническое классифицирующее уравнение
имеет вид

xvx + yvy + zvz = (1 − M)v,

и подстановка D = 1, E = F = G = H = I = J = 0 в наши уравнения приводит к
условиям γ = 0, a = b = c = h = i = j = 0, и мы получаем четырехмерную алгебру

Ξ̄ = dΞ∗ + Ξ◦(e, f, g). (91)

Наконец, если D = E = F = G = 0, но H2 + I2 + J2 �= 0, то каноническое классифи-
цирующее уравнение имеет вид

vx = −Mv,

для соответствующих значений констант (H = 1, остальные — нули) система уравнений
дает условия a = b = c = f = g = 0, d = −γ. Поскольку Ξ̄∗M = γM , оператор
Ξ̄ = dΞ∗ порождает преобразование эквивалентности, действие которого на константу
M является умножением. Поэтому полученное семейство уравнений подразделяется еще
на два случая, отвечающих M �= 0 и M = 0, в первом случае каноническим является
уравнение vx = v, конус касательных эквивалентностей совпадает с алгеброй симметрий
и образует четырехмерное пространство:

Ξ̄ = eΞ◦(1, 0, 0) + Ξ↑(h, i, j), (92)

а во втором случае каноническое уравнение vx = 0 имеет конусом касательных эк-
вивалентностей уже пятимерное пространство (все так же совпадающее с алгеброй
симметрий):

Ξ̄ = dΞ∗ + eΞ◦(1, 0, 0) + Ξ↑(h, i, j). (93)
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16. Соответствие семейств классифицирующих уравнений с квадратичными
и с линейными коэффициентами. В п. 14 мы из классифицирующих уравнений с
квадратичными коэффициентами выделили ряд канонических случаев, которые не эк-
вивалентны между собой (решения одного уравнения не могут быть преобразованы в
решения другого уравнения), для каждого из которых конус касательных эквивалент-
ностей совпал с алгеброй симметрий. Аналогичная сепарация произведена в п. 15 для
классифицирующих уравнений с линейными коэффициентами. Остается выяснить, мо-
гут ли уравнения с квадратичными коэффициентами быть эквивалентны тем или иным
уравнениям с линейными коэффициентами.

Оказывается, что уравнение вида (42)

(x2 − y2 − z2 + κ)vx + (2xy + θz + λ)vy + (2xz − θy)vz = (2x − M)v

можно привести к уравнению вида

(Dx+Gy−Fz +H)vx +(−Gx+Dy+Ez+I)vy +(Fx−Ey+Dz+J)vz = (D−M̃)v, (94)

если первое уравнение имеет особую точку, т. е. для некоторого (x, y, z) все коэффици-
енты уравнения обращаются в нуль. Эти значения x, y, z определяются, естественно, из
системы уравнений

x2 − y2 − z2 + κ = 2xy + θz + λ = 2xz − θy = 0,

решением которой является

x0 =
ν

2
, y0 = − λν

ν2 + θ2
, z0 = − λθ

ν2 + θ2
,

где ν — корень уравнения
(ν2 + 4κ)(ν2 + θ2) = 4λ2 (95)

(если ν = θ = 0 и κ ≥ 0, можно взять x0 = 0, y0 = −√
κ, z0 = 0; а при ν = θ = 0 и

κ < 0 — соответственно x0 =
√−κ, y0 = z0 = 0).

Уравнение (95) уже встречалось нам в виде уравнения (43) при анализе решений
уравнения (42) (только там вместо ν2 фигурировало µ). Это уравнение имеет веще-
ственные корни тогда и только тогда, когда λ2 − κθ2 ≥ 0.

При выполнении этого условия сдвиг системы координат в точку (x0, y0, z0) приводит
уравнение (42) к виду

(x2 − y2 − z2 + 2x0x − 2y0y − 2z0z)vx + (2xy + 2x0y + 2y0x + θz)vy+

+(2xz + 2x0z + 2z0x − θy)vz = (2x + 2x0 − M)v

(новые переменные здесь обозначены по-прежнему: (x, y, z)), а выполнение затем
инверсии

x̂ =
x

x2 + y2 + z2
, ŷ =

y

x2 + y2 + z2
, ẑ =

z

x2 + y2 + z2

приводит функцию v(x, y, z) к виду

v̂(x̂, ŷ, ẑ) = (x̂2 + ŷ2 + ẑ2)v
(

x̂

x̂2 + ŷ2 + ẑ2
,

ŷ

x̂2 + ŷ2 + ẑ2
,

ẑ

x̂2 + ŷ2 + ẑ2

)
,
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а уравнение, которому она удовлетворяет, — к виду

(2x0x+2y0y +2z0z +1)vx +(2x0y−2y0x−θz)vy +(2x0z−2z0x+θy)vz = (2x0 +M)v (96)

(здесь новые переменные x̂, ŷ, ẑ опять переобозначены через x, y, z).
Уравнение (96) позволяет явно увидеть соответствия между различными вариантами

уравнения (42) и различными вариантами уравнения (94).
Действительно, уравнение (96) имеет вид (94) с D = 2x0 = ν, E = −θ, F = −2z0 =

= 2λθ/(ν2 + θ2), G = 2y0 = −2λν/(ν2 + θ2), H = 1, I = J = 0. При этом, как видно,
существенным является, обращается ли в нульD = ν и E2+F 2+G2 = θ2+4λ2/(ν2+θ2) =
= θ2 + ν2 + 4κ. Условие ν �= 0, выполненное тогда и только тогда, когда λ2 − κθ2 > 0,
дает не только D �= 0, но и E2 + F 2 + G2 �= 0. В самом деле,

ν2 =
−θ2 − 4κ +

√
(θ2 + 4κ)2 + 16(λ2 − κθ2)

2
,

откуда

ν2 + θ2 + 4κ =
θ2 + 4κ +

√
(θ2 + 4κ)2 + 16(λ2 − κθ2)

2
> 0.

В случае ν = 0, но θ �= 0 получаемD = 0, E2+F 2+G2 �= 0, при этом свободный вектор
(H, I, J) = (1, 0, 0) не ортогонален вектору (E, F, G) = (−θ,−2z0, 2y0). Это означает, что
полученное уравнение приводится к виду λvx + zvy − yvz = −Mv.

Если же ν = θ = 0 (и тогда λ = 0), то при κ > 0, как уже говорилось, x0 = 0, y0 =
= −√

κ, z0 = 0, и в полученном уравнении так же, как и раньше,D = 0, E2+F 2+G2 �= 0,
но при этом полученный вектор (H, I, J) ортогонален (E, F,G), так что в этом случае
уравнение приводится уже к каноническому виду zvy − yvz = −Mv.

При тех же ν = θ = 0, но κ < 0 в силу x0 =
√−κ, y0 = z0 = 0 мы получаем случай

D �= 0, E = F = G = 0, а если ν = θ = κ = 0, то x0 = y0 = z0 = 0, и уравнение (42)
простой инверсией приводится к виду vx = Mv.

Подведем итог рассуждениям этого пункта. Во-первых, все случаи, когда классифи-
цирующее уравнение имеет особые точки, оказались сводимыми к классифицирующим
уравнениям с линейными коэффициентами. Во-вторых, поскольку все возможные слу-
чаи классифицирующих уравнений с линейными коэффициентами при этом оказались
исчерпанными, уравнения с квадратичными коэффициентами, не имеющие особых то-
чек, не могут быть сведены к уравнениям с линейными коэффициентами: иначе они
окажутся эквивалентными уравнениям, имеющим особую точку в квадратичной части.

Отметим, что приведенный здесь способ позволяет явно описать цепочку преобра-
зований, приводящих для уравнения с квадратичными коэффициентами случай λ �= 0
к случаю λ = 0: сначала осуществляется цепочка преобразований, приводящих уравне-
ние с λ �= 0 к линейному (сдвиг+инверсия), затем полученное уравнение приводится
к каноническому виду (сдвиг+поворот), а затем осуществляется обратное преобразо-
вание, но приводящее уже к случаю λ = 0 (сдвиг + инверсия + сдвиг). В результате
получается дробно-квадратичное преобразование с явно вычисляемыми коэффициента-
ми, однако автору не удалось представить эти коэффициенты в достаточно компактном,
обозримом виде.
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17. Завершение доказательства теоремы 4: классы эквивалентности уравне-
ний эйконала с двумерной группой симметрий. Используя результаты п. 14–16,
мы, наконец, можем полностью описать расслоение уравнений с двумерной группой
симметрий на классы эквивалентности, получив последнее утверждение теоремы 4. По
существу формулы, которые приведены в формулировке этой теоремы, — это формулы
решений соответствующих канонических уравнений, и необходимо только определить,
как на конкретное решение действуют симметрии (83)–(93) соответствующих уравнений.

Для случая уравнения с квадратичной правой частью мы используем только те фор-
мулы (44)–(50), которые отвечают случаю λ2 − θ2κ < 0, — это формулы (49) и (50), в
которых полагается λ = 0, что и дает формулу для первого семейства представителей
классов эквивалентности, приведенную в теореме 4. Нетрудно проверить, что симметрии
(83) действуют на функцию V (α, β) как сдвиги второго аргумента, что вместе с умно-
жением функции на множитель (порождаемым линейными преобразованиями ψ) дает
полное описание сечения множества решений классифицирующего уравнения классом
эквивалентности.

Формула для второго семейства представителей классов эквивалентности на самом
деле ничем не отличается от первой при ρ = 1/2, второй аргумент функции V приобре-
тает при этом вид

arctg
2xz + y(x2 + y2 + z2 − 1)
2xy − z(x2 + y2 + z2 − 1)

,

однако расширение, сравнительно с первым случаем, группы симметрий уравнения де-
лает более удобной формулу (V.2), так как в этой форме действие группы симметрий
на функцию V реализуется как группа вращений ее аргументов.

Остальные формулы — это формулы решений канонических классифицирующих
уравнений с линейными коэффициентами, перечисленные в конце п. 10. При этом слу-
чай (54) разбивается на два: λ �= 0, сводящийся к каноническому λ = 1, и λ = 0. Степень
однозначности определения функции V классом эквивалентности определяется, как и
выше, действием соответствующей группы симметрий (формулы (88)–(93)) классифи-
цирующего уравнения на функцию V (α, β).

Этим замечанием мы и завершаем доказательство теоремы 4.
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