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Àêòóàëüíîñòü òåìû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ êðèòåðèåâ ìå-

áèóñîâîñòè ñ ìèíèìàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ

îòîáðàæåíèé ïëîñêèõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ îáëàñòåé. Öåíòðàëüíûé îáú-

åêò èçó÷åíèÿ � ìåáèóñîâû ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå

� øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè-

êè: â òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, â ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè, â

òåîðèè êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé, â ìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè è ò.ä.

Âñòðå÷àåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìåáèóñîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé è â ïðèêëàäíûõ

îáëàñòÿõ, òàêèõ êàê, íàïðèìåð, îáùàÿ òåîðèÿ ãåííûõ ñåòåé, òåîðèÿ îá-

ðàáîòêè ñèãíàëîâ è ò.ï. (ñì. DP. Mandic1 ). Äèñêðåòíûå ïîäãðóïïû îá-

ùåé ãðóïïû ìåáèóñîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé � ìîäóëÿðíûå ãðóïïû, ôóêñîâû

ãðóïïû, êëåéíîâû ãðóïïû è èõ ðàçíîâèäíîñòè � ÿâëÿþòñÿ íà ïðîòÿæå-

íèè ìíîãèõ äåñÿòèëåòèé (íà÷èíàÿ ñ ðàáîò Ô. Êëåéíà è À. Ïóàíêàðå)

ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ è îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèé â òåîðèè

àâòîìîðôíûõ ôóíêöèé, â îáùåé òåîðèè ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé è òî-

ïîëîãèè ìíîãîîáðàçèé (â ÷àñòíîñòè, ñâÿçàííûõ ñ ãèïîòåçîé Ïóàíêàðå),

î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóò îãðîìíîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé è ìîíîãðàôèé, ïîñâÿ-

ùåííûõ ýòîìó íàïðàâëåíèþ. Íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèìè òðóäàìè Ô. Êëåé-

íà, Ý. Ãóðñà, Ð. Íåâàíëèííû, Ð.Ë. Ôîðäà, Â.Â. Ãîëóáåâà è äð. âàæíûé

âêëàä â ðàçâèòèå ýòèõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè âíåñëè ìîíîãðàôèè Ë. Àëü-

ôîðñà, À. Áåðäîíà, Ó. Òåðñòîíà, È. Êðà, Ñ.Ë. Êðóøêàëÿ, Â.È. ×óåøåâà,

Á.Í. Àïàíàñîâà è äð., à òàêæå ìíîãî÷èñëåííûå ñòàòüè ïî ýòîé ïðîáëåìà-

òèêå, çàíèìàþùèå äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè çàìåòíîå ìåñòî â îáùåì ïîòîêå

ìàòåìàòè÷åñêèõ ïóáëèêàöèé (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû Â.È. ×óåøåâà, À.Ä.

Ìåäíûõ, À.Â. Òåòåíîâà è äð.). Âàæíîñòü ìåáèóñîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé â
1Mandic DP.: The use of M�obius transformations in neural networks and signal processing. In: Neural

Networks for Signal Processing // Proceedings of the IEEE Workshop. 2000. Vol. 1. P. 185-194.
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òåîðèè ïðîñòðàíñòâåííûõ îòîáðàæåíèé ñâÿçàíà ñ òåì (òåîðåìà Ëèóâèë-

ëÿ), ÷òî ýòî åäèíñòâåííûå êîíôîðìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå

ðàçìåðíîñòè áîëüøå äâóõ; â îêîí÷àòåëüíîé ôîðìóëèðîâêå (áåç óñëîâèé

ãëàäêîñòè îòîáðàæåíèÿ) ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Þ.Ã. Ðåøåòíÿêîì.

Çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ íàõîæäåíèåì äîñòàòî÷íûõ ïðèçíàêîâ ìåáèóñî-

âîñòè (à òàêæå èçîìåòðè÷íîñòè èëè àôôèííîñòè) îòîáðàæåíèé ïðè ìè-

íèìàëüíûõ óñëîâèÿõ âîñõîäÿò ê êëàññè÷åñêèì ðàáîòàì Ê. Êàðàòåîäîðè

(1937), À.Ä. Àëåêñàíäðîâà (1950), Ô.Ñ. Áåêìàíà è Ä.À. Êâàðëèñà (1953).

Â îáùåé ïîñòàíîâêå äëÿ çàäàííîãî êëàññà F0 ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðà-

çîâàíèé (ìåáèóñîâûõ, èçîìåòðè÷åñêèõ, àôôèííûõ, ïîäîáèé è ò.ï.) ýòó

çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êëàññå F îòîá-

ðàæåíèé óêàçàòü òàêîå ñâîéñòâî P è ñåìåéñòâî T ïîäìíîæåñòâ èç

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ÷òî âûïîëíåíèå ñâîéñòâà P ó îãðàíè÷åíèÿ f |T

îòîáðàæåíèÿ f ∈ F íà êàæäîì ïîäìíîæåñòâå T ∈ T ÿâëÿåòñÿ äî-

ñòàòî÷íûì ïðèçíàêîì ïðèíàäëåæíîñòè îòîáðàæåíèÿ êëàññó F0. Â

ãåîìåòðèè íàèáîëåå èçâåñòíû ìèíèìàëüíûå ïðèçíàêè èçîìåòðè÷íîñòè

è ïîäîáèÿ (ñì. íàïðèìåð, ðàáîòû À.Ä. Àëåêñàíäðîâà î æåñòêîñòè âû-

ïóêëûõ òåë è Êîïûëîâà À.Ï. (2006) î åìêîñòíîì êðèòåðèè ïîäîáèÿ âû-

ïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ, ñòàòüè Áýêìàíà è Êâîðëèñà (1953), Êóçüìèíûõ

À.Â. (1997), Khamsemanan è Connelly (2002), îá èçîìåòðè÷íîñòè îòîá-

ðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ çàäàííûå ðàññòîÿíèÿ). Ðàçëè÷íûå ìèíèìàëüíûå

êðèòåðèè àôôèííîñòè, áåðóùèå íà÷àëî èç îñíîâíîé òåîðåìû àôôèííîé

ãåîìåòðèè, óñòàíîâëåíû, íàïðèìåð, â íåäàâíèõ ðàáîòàõ Áîãàòîãî Ñ.À.,

Áîãàòîé Ñ.È è Ôðîëêèíîé Î.Ä. (2001 - 2002)). Ãåîìåòðè÷åñêèì ìèíè-

ìàëüíûì ïðèçíàêàì àôôèííîñòè, èçîìåòðè÷íîñòè è ïîäîáèÿ ïîñâÿùåíû

ìîíîãðàôèè Â. Áåíöà (1994) è Æ. Ëåñòåðà (1995).

Â òåîðèè êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé èçâåñòíû ðàáîòû, â êîòî-
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ðûõ èçó÷àþòñÿ ïðèçíàêè ìåáèóñîâîñòè òîïîëîãè÷åñêèõ âëîæåíèé êîí-

òèíóóìîâ, âûðàæåííûå óñëîâèåì ñîõðàíåíèÿ ìîäóëåé ñåìåéñòâ êðèâûõ

â ïðîñòðàíñòâå, ñîåäèíÿþùèõ ïàðû ïîäìíîæåñòâ çàäàííîãî êîíòèíóó-

ìà. Ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, íåêîòîðûå ðàáîòû Àñå-

åâà Â.Â., Øëûêà Â.À., Ñû÷åâà À.Â., à òàêæå íåäàâíèå ðåçóëüòàòû À.Ï.

Êîïûëîâà (2006-2009).

Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèçíàêè ì¼áèóñîâîñòè, âîñõîäÿùèå ê èçâåñòíîé òåî-

ðåìå Êàðàòåîäîðè, óñòàíàâëèâàþùåé ìåáèóñîâîñòü îòîáðàæåíèÿ, ïåðåâî-

äÿùåãî ìàëûå îêðóæíîñòè â îêðóæíîñòè (áåç òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíî-

ñòè), òàêæå ñëóæàò îáúåêòîì èçó÷åíèÿ â ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîòàõ, ñïè-

ñîê êîòîðûõ îñîáåííî àêòèâíî ïîïîëíÿåòñÿ â ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëå-

òèÿ. Âñåâîçìîæíûå ìîäèôèêàöèè è îáîáùåíèÿ òåîðåìû Êàðàòåîäîðè â

ýòèõ ñòàòüÿõ ìîæíî îáúåäèíèòü ïîä îáùèì íàçâàíèåì, êàê ìåáèóñîâîñòü

îòîáðàæåíèé, ïåðåâîäÿùèõ ñôåðû â ñôåðû èëè â ïîäìíîæåñòâà ñôåð. Èç

ðàáîò òàêîãî ñîðòà ìîæíî íàçâàòü, íàïðèìåð, ðåçóëüòàòû Þ.Á. Çåëèí-

ñêîãî (1987), À.Ô. Áåðäîíà è Ä. Ìèíäà (2001), Ð. Õ¼ôåðà (1999), G. Yao

(2007-2008), B. Li è G. Yao (2009) è äð. Ïðèçíàêè ì¼áèóñîâîñòè, îñíî-

âàííûå íà ñîõðàíåíèè òåõ èëè èíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íà

çàäàííîì ñåìåéñòâå ÷åòûðåõòî÷å÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìîæíî îáúåäèíèòü

ïîä îáùèì íàçâàíèåì, êàê ÷åòûðåõòî÷å÷íûå êðèòåðèè ìåáèóñîâîñòè. Ê

ýòîìó íàïðàâëåíèþ, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííîìó ñ òåìîé äàííîé äèñ-

ñåðòàöèè, îòíîñèòñÿ îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ðàáîò 1994-2009 ãã., ñðåäè

êîòîðûõ ìîæíî íàçâàòü, ê ïðèìåðó, öèêë ðàáîò Õ. Õàðóêè è Ò. Ðàññèà-

ñà î ñîõðàíåíèè àïîëëîíèåâûõ ÷åòûðåõñòîðîííèêîâ (1998) è àïîëëîíèå-

âûõ ãåêñàãîíîâ (2000), î ñîõðàíåíèè ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ñ ôèêñèðîâàí-

íîé ñóììîé ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ (1994); ðàáîòû èõ ïîñëåäîâà-

òåëåé � P. Niamsup (2001), S. Bulut è Y. �Ozg�ur î ñîõðàíåíèè àïîëëîíèåâà
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ïÿòèóãîëüíèêà (2004) è àïîëëîíèåâà (2n − 1)-óãîëüíèêà (2005); ñòàòüè

Õ. Õàðóêè - T. Ðàññèàñà (1996) è Î. Êîáàÿñè (2007) î ñîõðàíåíèè àíãàð-

ìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì è äð. Âî âñåõ óïî-

ìÿíóòûõ ðàáîòàõ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èñïîëüçîâàíèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî

êðèòåðèÿ ìåáèóñîâîñòè (ðàâåíñòâî íóëþ ïðîèçâîäíîé Øâàðöà), ïðèíàä-

ëåæàùåãî Ë. Àëüôîðñó, è ñóùåñòâåííî ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå íåïðåðûâ-

íîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè îòîáðàæåíèé. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü àíàëî-

ãè÷íûå èññëåäîâàíèÿ äëÿ îòîáðàæåíèé â ãèïåðáîëè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

(ñì, íàïð. A. Ungar (2007), L. Jing (2006), Sh. Yang (2008), A. Fang (2006)).

è â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî (ñì. À.Ä. Àëåêñàíäðîâ (1950, 1974)).

Â ýòèõ ðàáîòàõ, îäíàêî, íå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè

ïîëó÷åííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ êðèòåðèåâ ìåáèóñîâîñòè, êîòîðûé ïðåäïî-

ëàãàåò âûõîä â áîëåå øèðîêèé êëàññ îòîáðàæåíèé � êâàçèêîíôîðìíûõ,

êâàçèñèììåòðè÷åñêèõ èëè êâàçèèçîìåòðè÷åñêèõ (áèëèïøèöåâûõ). Âàæ-

íîñòü ïðîáëåìû óñòîé÷èâîñòè â çàäà÷àõ ãåîìåòðèè è àíàëèçà ïðîäåìîí-

ñòðèðîâàíà â ìîíîãðàôèè Þ.Ã. Ðåøåòíÿêà (1982), êîòîðûì áûëè ïîëó-

÷åíû ôóíäàìåíòàëüíûå òåîðåìû óñòîé÷èâîñòè â êëàññå îòîáðàæåíèé ñ

îãðàíè÷åííûì èñêàæåíèåì. Óñòîé÷èâîñòü â êëàññå ëîðåíöåâûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ Ë.Ã. Ãóðîâà (1973-1977). Â êëàññå ïîäîáèé

îöåíêè óñòîé÷èâîñòè êâàçèèçîìåòðè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé áûëè ïîëó÷åíû

â ðàáîòàõ Ä.À. Òðîöåíêî (1986-1993).

Äëÿ ïëîñêèõ êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé êà÷åñòâåííàÿ òåîðåìà

óñòîé÷èâîñòè áûëà óêàçàíà Ì.À. Ëàâðåíòüåâûì (1954), à ïîëíîå ðåøå-

íèå ýòîé çàäà÷è ñ óêàçàíèåì êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê óñòîé÷èâîñòè áûëî

ïîëó÷åíî Ï.Ï. Áåëèíñêèì (1970) â êëàññå ïëîñêèõ êâàçèêîíôîðìíûõ è

êâàçèêîíôîðîðìíûõ â ñðåäíåì îòîáðàæåíèé. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå îá-

ùàÿ òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè êëàññîâ îòîáðàæåíèé ïîëó÷èëà â öèêëå ðàáîò
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À.Ï. Êîïûëîâà (ñì. åãî ìîíîãðàôèþ 1990 ã.) è åãî ó÷åíèêîâ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåí òàêæå âîïðîñ îá óñòîé÷è-

âîñòè ïîëó÷åííûõ êðèòåðèåâ ìåáèóñîâîñòè â êëàññå êâàçèêîíôîðìíûõ

àâòîìîðôèçìîâ ðèìàíîâîé ñôåðû.

Öåëü ðàáîòû

Ðàáîòà íàïðàâëåíà íà ðåøåíèå ñëåäóþùèõ ïÿòè îñíîâíûõ çàäà÷.

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî êðèòåðèé ìåáèóñîâîñòè, ïîëó÷åííûé Õ. Õàðó-

êè è Ò. Ðàññèàñ (1994) â êëàññå îäíîëèñòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé,

îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è â êëàññå ãîìåîìîðôèçìîâ áåç êàêèõ-ëèáî óñëî-

âèé äèôôåðåíöèðóåìîñòè.

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî ñîõðàíåíèå àíãàðìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ ñ

ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì ñëóæèò ïðèçíàêîì ìåáèóñîâîñòè â êëàññå ãî-

ìåîìîðôèçìîâ áåç êàêèõ-ëèáî óñëîâèé äèôôåðåíöèðóåìîñòè (óñèëåíèå

ðåçóëüòàòà Êîáàÿñè (2009), ïîëó÷åííîãî â êëàññå íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìûõ îòîáðàæåíèé).

Çàäà÷à 3. Ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ ñ ôèê-

ñèðîâàííûì çíà÷åíèåì çàìåíèòü áîëåå ñëàáûì óñëîâèåì ñîõðàíåíèÿ ñ

òî÷íîñòüþ äî êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ. Óñòàíîâèòü, ÷òî â êëàññå èíú-

åêòèâíûõ èçìåðèìûõ ïî Áîðåëþ îòîáðàæåíèé òàêîå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ

êðèòåðèåì ìåáèóñîâîñòè.

Çàäà÷à 4. Ïîêàçàòü, ÷òî ãîìåîìîðôèçì ðèìàíîâîé ñôåðû íà ñåáÿ,

ìàëî èçìåíÿþùèé ôèêñèðîâàííîå àíãàðìîíè÷åñêîå îòíîøåíèå, ÿâëÿåòñÿ

êâàçèêîíôîðìíûì è ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íóþ îöåíêó åãî êîýô-

ôèöèåíòà êâàçèêîíôîðìíîñòè.

Çàäà÷à 5. Âûáðàâ ïîäõîäÿùèé àíàëîã àíãàðìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ

÷åòâåðêè òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå, ïîëó÷èòü êðèòåðèé ìåáèóñîâîñòè îòîá-

ðàæåíèé ïðîñòðàíñòâåííûõ îáëàñòåé â òåðìèíàõ ñîõðàíåíèÿ èìè àíãàð-
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ìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííûõ ìåòî-

äîâ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé è êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, ìåáèóñî-

âîé ãåîìåòðèè, òåîðèè ìåðû è ìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè. Â ïåðâîé ãëàâå

ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ îñîáåííîñòè òîïîëîãèè ïëîñêîñòè, à òàêæå

ââåäåííîå â òåêñòå ïîíÿòèå òî÷êè íåâûïóêëîñòè íà ãðàíèöå îáëàñòè,

ïðèñïîñîáëåííîå ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Âî âòîðîé ãëàâå îñ-

íîâíîé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí ìåòîäîì ïåðåáîðà ëîãè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé,

ïðèìåíåíèåì îáùèõ ñâîéñòâ äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ñâîéñòâ

èçìåðèìûõ ïî Áîðåëþ îòîáðàæåíèé. Çäåñü æå, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 4, èñ-

ïîëüçîâàíû îñíîâíûå ôàêòû èç òåîðèè êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé.

Â òðåòüåé ãëàâå ïðèìåíÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå êðèòåðèè ìåáèóñîâîñòè,

îñíîâàííûå íà ñâîéñòâå ñîõðàíåíèÿ ñôåð ðàçìåðíîñòè n− 2 è èçâåñòíûå

ôàêòû îá èçìåðèìûõ ðåøåíèÿõ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Éåíñåíà

(èëè ýêâèâàëåíòíîãî åìó ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Êîøè).

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå ðåçóëüòàòû, âêëþ÷åííûå â äèññåðòàöèþ, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, çà èñ-

êëþ÷åíèåì âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé îá îñíîâíûõ ñâîéñòâàõ ìåáè-

óñîâûõ âëîæåíèé â �3.2 è ýëåìåíòàðíûõ ìîäèôèêàöèé èçâåñòíûõ êðè-

òåðèåâ àôôèííîñòè è ìåáèóñîâîñòè â �3.3. Àíàëîãè ýòèõ óòâåðæäåíèé,

ïî-âèäèìîìó, èìåþòñÿ â ëèòåðàòóðå, íî àâòîðó íå óäàëîñü îòûñêàòü ïîä-

õîäÿùóþ áèáëèîãðàôè÷åñêóþ ññûëêó.

Íîâèçíà îñíîâíîé òåîðåìû ïåðâîé ãëàâû � äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ

ì¼áèóñîâîñòè â òåðìèíàõ ñîõðàíåíèÿ ñóììû ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ

ïðàâèëüíûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ � ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòîò êðèòåðèé óñòà-

íîâëåí â êëàññå ãîìåîìîðôèçìîâ, òîãäà êàê àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò Í.
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Haruki è T. Rassias'à (1994) áûë ïîëó÷åí òîëüêî â ãîðàçäî áîëåå óçêîì

êëàññå êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé.

Íîâèçíà îñíîâíîé òåîðåìû âòîðîé ãëàâû � äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ

ìåáèóñîâîñòè â òåðìèíàõ ñîõðàíåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîìïëåêñíîãî ñî-

ïðÿæåíèÿ ôèêñèðîâàííîãî àíãàðìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ � çàêëþ÷àåò-

ñÿ â òîì, ÷òî îí ïîëó÷åí â êëàññå èíúåêòèâíûõ èçìåðèìûõ ïî Áîðå-

ëþ îòîáðàæåíèé, òîãäà êàê àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò O. Kobayashi (2009)

áûë óñòàíîâëåí òîëüêî â áîëåå óçêîì êëàññå êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé

è ïðè áîëåå îãðàíè÷èòåëüíîì óñëîâèè � ïîëíîì ñîõðàíåíèè ôèêñèðî-

âàííîãî àíãàðìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ. Òåîðåìà óñòîé÷èâîñòè êðèòåðèÿ

ìåáèóñîâîñòè, ïîëó÷åííàÿ â ýòîé æå ãëàâå, íå èìååò àíàëîãîâ â ðàáîòàõ,

ïîñâÿùåííûõ ãåîìåòðè÷åñêèì êðèòåðèÿì ìåáèóñîâîñòè, ÿâëÿåòñÿ íîâîé

êàê ïî ïîñòàíîâêå çàäà÷è, òàê è ïî ìåòîäèêå åå ðåøåíèÿ.

Òðè îñíîâíûå òåîðåìû òðåòüåé ãëàâû � êðèòåðèè ìåáèóñîâîñòè èíúåê-

òèâíûõ îòîáðàæåíèé ïðîñòðàíñòâåííûõ îáëàñòåé â òåðìèíàõ ñîõðàíåíèÿ

ôèêñèðîâàííîãî àíãàðìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ � òàêæå ÿâëÿþòñÿ íîâûìè

ïî ñàìîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è è íå èìåþò àíàëîãîâ â ðàáîòàõ ïî ãåîìåò-

ðè÷åñêèì ïðèçíàêàì ìåáèóñîâîñòè, ãäå â ïðîñòðàíñòâå ðàññìàòðèâàëîñü

ëèøü óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ àáñîëþòíîãî äâîéíîãî îòíîøåíèÿ, ÿâëÿþùååñÿ

áîëåå îãðàíè÷èòåëüíûì, ÷åì ñîõðàíåíèå àíãàðìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èìåþò òåîðåòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü è ìîãóò

áûòü ïîëåçíû ñïåöèàëèñòàì, ðàáîòàþùèì â îáëàñòè òåîðèè ôóíêöèé è

îòîáðàæåíèé, â êîíôîðìíîé ãåîìåòðèè, â òåîðèè ðèìàíîâûõ ïîâåðõíî-

ñòåé, â ìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè, â òåîðèè äèñêðåòíûõ ãðóïï ïðåîáðàçî-

âàíèé. ×àñòü ðåçóëüòàòîâ ñâÿçàíà ñ íîâîé ïðîáëåìàòèêîé è ìîæåò ñëó-

æèòü îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ïî ïðîáëåìå óñòîé÷èâîñòè
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ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ ìåáèóñîâîñòè. Âñå óòâåðæäåíèÿ è òåîðåìû â

òåêñòå äèññåðòàöèè ïðèâåäåíû ñ ïîëíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè èëè ñíàáæå-

íû ñîîòâåòñòâóþùèìè áèáëèîãðàôè÷åñêèìè ññûëêàìè. Ïîýòîìó ìàòåðè-

àëû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè îðãàíèçàöèè ñïåöêóðñîâ

ïî äîïîëíèòåëüíûì âîïðîñàì êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, ïðåäíàçíà÷åííûõ

äëÿ ìàãèñòðàíòîâ è àñïèðàíòîâ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü:

� íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà Ãîðíî-Àëòàéñêîãî

ãîñóíèâåðñèòåòà (ðóê-ëü äîöåíò Òåòåíîâ À.Â.);

�íà ñåìèíàðàõ ëàáîðàòîðèè òåîðèè ôóíêöèé Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè

èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ (ðóê-ëü ïðîôåññîð Ìåäíûõ À.Ä.);

� íà ñåìèíàðå îòäåëà óñëîâíî-êîððåêòíûõ çàäà÷ Èíñòèòóòà ìàòåìà-

òèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ (ðóê-ëü ÷ëåí-êîðð. ÐÀÍ Ðîìàíîâ Â.Ã.);

�íà ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé ÍÃÓ (ðóê-ëü ïðîôåññîð Ìåä-

íûõ À.Ä.);

�íà ñåìèíàðå ëàáîðàòîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñìåæíûõ

âîïðîñîâ àíàëèçà Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ

(ðóê-ëè ïðîôåññîðà Ôîêèí Ì.Â., Áåëîíîñîâ Â.Ñ.);

à òàêæå íà ìåæäóíàðîäíûõ è ðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèÿõ:

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæ-

äåíèÿ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà. Íîâîñèáèðñê, 2008;

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû àíàëèçà è

ãåîìåòðèè". Íîâîñèáèðñê, 2009;

� Ìåæäóíàðîäíàÿ Êàçàíñêàÿ íàó÷íàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ "Òåîðèÿ

ôóíêöèé, åå ïðèëîæåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû." Êàçàíü, 2009;
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� Øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó àíàëèçó. Ãîðíî-Àëòàéñê,

2010, 2011;

� International Congress of Mathematicians. Hyderabad, India, 2010.

Ïóáëèêàöèè

Ïî òåìå ïóáëèêàöèè ïîäãîòîâëåíî è îïóáëèêîâàíî 4 ñòàòüè â ðåöåí-

çèðóåìûõ æóðíàëàõ è 9 òåçèñîâ äîêëàäîâ ìåæäóíàðîäíûõ è ðîññèéñêèõ

êîíôåðåíöèé.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëè-

òåðàòóðû, íàñ÷èòûâàþùåé 74 íàèìåíîâàíèé. Êîìïüþòåðíûé íàáîð âû-

ïîëíåí ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà LATEX. Îáúåì ðàáîòû � 112 ñòðàíèö.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü è èñòîðèÿ èññëåäóåìûõ çàäà÷

è êðàòêî îõàðàêòåðèçîâàíî ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è îá îïèñà-

íèè ñâîéñòâà ì¼áèóñîâîñòè ãîìåîìîðôèçìà â òåðìèíàõ ñîõðàíåíèÿ ñóì-

ìû ïðîòèâîëåæàùèõ óãëîâ ñïåöèàëüíîãî êëàññà äîñòàòî÷íî ìàëûõ ÷å-

òûðåõóãîëüíèêîâ.

Â �1.1 èçëîæåíà èñòîðèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ýòîé çàäà÷è èç ðàáîò Haruki

è Rassias'à (1994 ã.) è ñòàòåé Niamsup'à (2000 ã.), â êîòîðûõ èçó÷àëèñü

îòîáðàæåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìûå îäíîëèñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿ-

ìè f(z), îáëàäàþùèå ñëåäóþùèì ãåîìåòðè÷åñêèì ñâîéñòâîì P(α) ñ ôèê-

ñèðîâàííûì 0 < α < 2π: åñëè ÷åòûðåõòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî z1, z2, z3, z4 â

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ òàêîâî, ÷òî

(i) òî÷êè z2, z4 ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé ÷åðåç

z1 è z3;

11



(ii) òî÷êè w2 = f(z2), w4 = f(z4) ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç w1 = f(z1) è w3 = f(z3) ;

(iii) ñóììà íåîðèåíòèðîâàííûõ óãëîâ ∠z1z2z3 è ∠z1z4z3 ðàâíà α,

òî ñóììà íåîðèåíòèðîâàííûõ óãëîâ ∠w1w2w3 è ∠w1w4w3 òîæå ðàâíà α.

Haruki è Rassias1 äîêàçàëè, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì 0 < α <

2π äëÿ ëþáîé îäíîëèñòíîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ñâîéñòâî P(α) ðàâ-

íîñèëüíî ì¼áèóñîâîñòè îòîáðàæåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìîãî ýòîé ôóíêöèåé.

Â ñâÿçè ñ ýòîé òåîðåìîé áûëà ïîñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî ðàâíîñèëüíîñòü ì¼áèóñîâîñòè è ëîêàëüíîãî

ñâîéñòâà P(α) èìååò ìåñòî äëÿ ãîìåîìîðôèçìîâ ïëîñêèõ îáëàñòåé áåç

êàêèõ-ëèáî ïðåäïîëîæåíèé îá èõ äèôôåðåíöèðóåìîñòè.

Â �1.2 ââåäåíà òåðìèíîëîãèÿ, ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ äëÿ

îñíîâíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ñâîéñòâ, èñïîëüçóåìûõ â ôîðìó-

ëèðîâêå è â äàëüíåéøåì äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé òåîðåìû ýòîé ãëàâû,

äàþùåé ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé âûøå çàäà÷è 1:

ÒÅÎÐÅÌÀ 1.2.3. Ïóñòü 0 < α < 2π è D � îáëàñòü â ðàñøèðåííîé

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C̄. Ãîìåîìîðôíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D íà

îáëàñòü â C̄ óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ P(α) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ì¼áèóñîâûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ðàçáèòî íà íåñêîëüêî ýòàïîâ, îôîðì-

ëåííûõ â âèäå îòäåëüíûõ ïàðàãðàôîâ è ðÿäà âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì.

Â �1.3 äîêàçàíû äâå ïðîñòûå ãåîìåòðè÷åñêèå ëåììû. Äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà îñíîâíîé òåîðåìû íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü íàëè÷èå êðóãîâîãî ñâîé-

ñòâà (ìàëûå îêðóæíîñòè ïåðåõîäÿò â ìàëûå îêðóæíîñòè) ó ãîìåîìîð-

ôèçìà ñî ñâîéñòâîì P(α). Ïîýòîìó ëåììà 1.3.1 ñ îïèñàíèåì ñèòóàöèè,

â êîòîðîé îáðàçîì êðóãîâîé äóãè ÿâëÿåòñÿ êðóãîâàÿ äóãà, èãðàåò êëþ÷å-
1Haruki H., Rassias T.M.: A new invariant characteristic property of m�obius transformations from

standpoint of conformal mapping // J. Math. Anal. Appl. 1994. Vol. 181. P. 320-327.
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âóþ ðîëü â äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèÿõ. Ëåììà 1.3.2 äàåò ãàðàíòèþ òîãî,

÷òî âñå âûïîëíÿåìûå â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ïîñòðîåíèÿ íå âûâîäÿò çà

ïðåäåëû îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èññëåäóåìîãî îòîáðàæåíèÿ.

Â �1.4. Ëåììà 1.4.1 óñòàíàâëèâàåò íàëè÷èå êðóãîâîãî ñâîéñòâà ó

ãîìåîìîðôèçìà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ P(α), â òîì ñëó÷àå, êîãäà

0 < α ≤ π. Ïîëó÷åíèå àíàëîãè÷íîãî ðåçóëüòàòà â ñëó÷àå, êîãäà π <

α < 2π, ïîòðåáîâàëî çíà÷èòåëüíî áîëüøèõ óñèëèé è äîïîëíèòåëüíûõ

ïîñòðîåíèé.

Â �1.5 äîêàçûâàåòñÿ ëåììà 1.5.1, ñìûñë êîòîðîé ñîñòîèò â òîì, ÷òî

â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè (ñâîéñòâî P(α) ïðè π < α < 2π) îáðàç

f(γ) äîñòàòî÷íî ìàëîé êðóãîâîé äóãè γ ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîëèíåéíûì

îòðåçêîì, ëèáî ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé ÷åðåç

êîíöû äóãè f(γ), è â ýòîì ñëó÷àå êîððåêòíî îïðåäåëåí ñåãìåíò ýòîé äóãè

� æîðäàíîâà îáëàñòü, çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó äóãîé f(γ) è åå õîðäîé. Äàëåå

ñëåäóåò ìíîãîêðàòíî èñïîëüçóåìàÿ â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ëåììà

1.5.3 (ëåììà î ìàëûõ õîðäàõ), ïîêàçûâàþùàÿ, ÷òî â òîé æå ñèòóàöèè

ëþáàÿ ïîääóãà äóãè f(γ) ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîëèíåéíûì îòðåçêîì, ëèáî

åå ñåãìåíò êîððåêòíî îïðåäåëåí è ñîäåðæèòñÿ â ñåãìåíòå äóãè f(γ).

Â �1.6 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå òî÷êè íåâûïóêëîñòè îòíîñèòåëüíî æîðäàíî-

âîé îáëàñòè, íà ãðàíèöå êîòîðîé ëåæèò ðàññìàòðèâàåìàÿ òî÷êà. Ýòî ïî-

íÿòèå íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî ïîíÿòèÿ âûïóêëîñòè êðèâîé è

èãðàåò ñëóæåáíóþ ðîëü. Îíî ïðèñïîñîáëåíî èñêëþ÷èòåëüíî ê ðåøåíèþ

ïîñòàâëåííîé çàäà÷è è èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî â äàííîé ãëàâå. Â ëåììå

1.6.2 ïîêàçàíî, ÷òî â îáðàçå äîñòàòî÷íî ìàëîé äóãè íà ãðàíèöå êðóãà

ëèáî âñå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè íåâûïóêëîñòè îòíîñèòåëüíî îáðàçà

ýòîãî êðóãà, ëèáî òàêèõ òî÷åê íåò âîîáùå. È îòñþäà âûâîäèòñÿ (ëåììà

1.6.3), ÷òî îáðàç äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðóæíîñòè íå ìîæåò èìåòü íè îä-
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íîé òî÷êè íåâûïóêëîñòè îòíîñèòåëüíî îáðàçà êðóãà, îãðàíè÷åííîãî ýòîé

îêðóæíîñòüþ.

Â �1.7. â ëåììå 1.7.1 óñòàíàâëèâàåòñÿ êðóãîâîå ñâîéñòâî ãîìåîìîð-

ôèçìà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ P(α) â ñëó÷àå π < α < 2π.

È, íàêîíåö, â çàêëþ÷èòåëüíîì �1.8 çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî îñ-

íîâíîé òåîðåìû: ëåììû 1.4.1 è 1.7.1 ïîçâîëÿþò ïðèìåíèòü èçâåñòíûé

ãåîìåòðè÷åñêèé êðèòåðèé ìåáèóñîâîñòè, ïðèíàäëåæàùèé Êàðàòåîäîðè:

îòîáðàæåíèå, ëîêàëüíî îáëàäàþùåå êðóãîâûì ñâîéñòâîì, ÿâëÿåòñÿ ì¼-

áèóñîâûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ îòîáðàæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ

àíãàðìîíè÷åñêîå îòíîøåíèå ÷åòâåðîê òî÷åê èç çàäàííîãî ñåìåéñòâà òåò-

ðàä ìåíÿåòñÿ îïðåäåëåííûì îáðàçîì (ñîõðàíÿåòñÿ èëè æå ñîõðàíÿåòñÿ ñ

òî÷íîñòüþ äî êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ).

Â �2.1 èçëîæåíû òå ðåçóëüòàòû ïðåäøåñòâåííèêîâ, íà îñíîâå êîòîðûõ

áûëè ïîñòàâëåíû çàäà÷è, ðåøàåìûå â ýòîé ãëàâå.

Â 1996 ãîäó Haruki è Rassias2 ïîêàçàëè, ÷òî îòîáðàæåíèå îáëàñòåé

â C̄, îñóùåñòâëÿåìîå îäíîëèñòíîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé, ÿâëÿåò-

ñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî

ïåðåâîäèò àïîëëîíèåâû òåòðàäû â àïîëëîíèåâû òåòðàäû, òî åñòü ñî-

õðàíÿåò ñâîéñòâî àïîëëîíèåâîñòè òåòðàä.

Â 2009 ãîäó Kobayashi3 çàìåòèë, ÷òî àïîëëîíèåâîñòü òåòðàäû ðàâíî-

ñèëüíà òîìó, ÷òî å¼ àíãàðìîíè÷åñêîå îòíîøåíèå ðàâíî (1± i
√
3)/2, è ïî-

ýòîìó ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ àïîëëîíèåâûõ òåòðàä ìîæíî òðàêòîâàòü êàê

óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ) àíãàðìî-

íè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì α = (1 + i
√
3)/2. Èì

2Haruki H., Rassias T.M.: A new characterictic of M�obius transformations by use of Apollonius points

of triangles // J. Math. Anal. Appl. 1996. Vol. 197. P. 14-22.
3Kobayashi O.: Apollonius points and anharmonic ratios // Tokyo Math. J. 2007. Vol. 30. No 1. P.

117-119.
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æå áûëî çàìå÷åíî, ÷òî òðåáîâàíèå àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè, îñóùåñòâ-

ëÿþùåé îòîáðàæåíèå, ìîæíî ñóùåñòâåííî îñëàáèòü, çàìåíèâ òðåáîâàíè-

åì ãëàäêîñòè êëàññà C1. Îáîáùàÿ ñèòóàöèþ, Kobayashi äîêàçàë, ÷òî â

êëàññå ãîìåîìîðôèçìîâ êëàññà ãëàäêîñòè C1 ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì

íåâåùåñòâåííîì α îòîáðàæåíèå ðåàëèçóåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöè-

åé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàç ëþáîé òåòðàäû ñ àíãàðìîíè÷å-

ñêèì îòíîøåíèåì α òàêæå èìååò àíãàðìîíè÷åñêîå îòíîøåíèå α.

Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå ñôîðìóëèðîâàíû òðè çàäà÷è, ðåøåíèþ êîòî-

ðûõ ïîñâÿùåíà âòîðàÿ ãëàâà.

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îò-

íîøåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì α ∈ C \ {0, 1} ñëóæèò êðèòåðèåì

ì¼áèóñîâîñòè â êëàññå ãîìåîìîðôèçìîâ áåç äîïîëíèòåëüíîãî òðåáîâàíèÿ

èõ ãëàäêîñòè.

Çàäà÷à 3. Çàìåíèì òðåáîâàíèå ñîõðàíåíèÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îòíî-

øåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì α áîëåå ñëàáûì óñëîâèåì R[α]: ïðè

ôèêñèðîâàííîì α ∈ C \ {0, 1} îáðàç ëþáîé òåòðàäû ñ àíãàðìîíè÷åñêèì

îòíîøåíèåì α åñòü òåòðàäà ñ àíãàðìîíè÷åñêèì îòíîøåíèåì α èëè ᾱ.

Â êàêîì íàèáîëåå øèðîêîì êëàññå îòîáðàæåíèé ïëîñêèõ îáëàñòåé (áåç

òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíîñòè) ýòî ñâîéñòâî R[α] ñëóæèò êðèòåðèåì ì¼áè-

óñîâîñòè îòîáðàæåíèÿ?

Åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì óñïåøíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 2 ÿâëÿåòñÿ

ïîñòàíîâêà âîïðîñà îá óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷åííîãî êðèòåðèÿ ì¼áèóñîâî-

ñòè, òî åñòü âîçíèêàåò

Çàäà÷à 4. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ì¼áèóñîâû îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ 1-êâàçè-

êîíôîðìíûìè, ïîêàçàòü, ÷òî ãîìåîìîðôèçì, ìàëî (íå áîëåå ÷åì íà ε)

èçìåíÿþùèé àíãàðìîíè÷åñêîå îòíîøåíèå ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì,

ÿâëÿåòñÿ êâàçèêîíôîðìíûì è ïîëó÷èòü âåðõíþþ îöåíêó åãî êîýôôèöè-
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åíòà êâàçèêîíôîðìíîñòè, ñòðåìÿùóþñÿ ê 1 ïðè ε → 0.

Â �2.2 ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå àíãàðìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ è îòìå-

÷àþòñÿ íåêîòîðûå åãî ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà. Ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå

îòîáðàæåíèÿ, èçìåðèìîãî ïî Áîðåëþ (áîðåëåâñêîãî îòîáðàæåíèÿ) è ââî-

äèòñÿ ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ñâîéñòâà R[λ] � ñîõðàíåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî

êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ òåòðàä ñ çàäàí-

íûì àíãàðìîíè÷åñêèì îòíîøåíèåì λ.

Ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëèðîâêè äâóõ îñíîâíûõ òåîðåì ýòîé ãëàâû:

ÒÅÎÐÅÌÀ 2.2.3. Ïóñòü ôèêñèðîâàíî λ ∈ C \ {0, 1}, è ïóñòü D �

îáëàñòü â C̄. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èíúåêòèâíîå èçìåðèìîå ïî Áîðåëþ îòîá-

ðàæåíèå f : D → C̄ áûëî ì¼áèóñîâûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

îíî îáëàäàëî ñâîéñòâîì R[λ].

Îòìå÷åíî, ÷òî â êëàññå èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé (áåç òðåáîâàíèÿ èç-

ìåðèìîñòè ïî Áîðåëþ) ýòà òåîðåìà íå âåðíà, è óêàçàíà ñîîòâåòñòóþùàÿ

ññûëêà íà ñóùåñòâóþùèé êîíòðïðèìåð.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà î ñóùåñòâåííîñòè òðåáîâàíèÿ èíúåêòèâíî-

ñòè, ïîíÿòèå àíãàðìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà íåîñîáûå

òåòðàäû � ÷åòâåðêè òî÷åê, íå ñîäåðæàùèå òðåõ ñîâïàäàþùèõ ýëåìåíòîâ.

Ñâîéñòâî R′[λ] çàêëþ÷àåòñÿ â ñîõðàíåíèè àíãàðìîíè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ

ó âñåõ òàêèõ òåòðàä ñ àíãàðìîíè÷åñêèì îòíîøåíèåì λ ̸= 0, 1,∞, îáðàçû

êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íåîñîáûìè òåòðàäàìè. Â ýòèõ òåðìèíàõ ñôîðìóëèðî-

âàíà

ÒÅÎÐÅÌÀ 2.2.5. Ïóñòü ôèêñèðîâàíî λ ∈ C \ {0, 1}, è ïóñòü D �

îáëàñòü â C̄. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : D → C̄ îáëàäàåò ñâîéñòâîì

R′[λ] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ëèáî ì¼áèóñîâûì îòîáðà-

æåíèåì, ëèáî ïîñòîÿííûì îòîáðàæåíèåì f ≡ const.

Èç ýòèõ òåîðåì òðèâèàëüíî âûòåêàþò óïîìÿíóòûå âûøå ðåçóëüòàòû
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Haruki, Rassias'à è Kobayashi.

Â �2.3 äîêàçàíû äâå ëåììû òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Ëåììà 2.3.1

ïîçâîëÿåò áîëåå ïîëíî èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ, çàëîæåííóþ â ñâîé-

ñòâå R[λ], à ëåììà 2.3.2 äàåò ãàðàíòèþ òîãî, ÷òî âûïîëíÿåìûå äàëåå

ïîñòðîåíèÿ íå âûâîäÿò çà ïðåäåëû îáëàñòè, â êîòîðîé çàäàíî èññëåäóå-

ìîå îòîáðàæåíèå.

Â �2.4 ïîìåùàåòñÿ íàèáîëåå òðóäî¼ìêèé ôðàãìåíò äîêàçàòåëüñòâà îñ-

íîâíîé òåîðåìû. Ïóòåì äåòàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ âñåõ ëîãè÷åñêè âîç-

ìîæíûõ âàðèàíòîâ óñòàíàâëèâàåòñÿ (ëåììà 2.4.4), ÷òî ïðè íåêîòîðûõ

äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ ñâîéñòâî R[λ] ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îòîá-

ðàæåíèå ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ∞ ∈ D óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñîõðàíå-

íèÿ ì¼áèóñîâûõ ñåðåäèí, òî åñòü R[1/2].

Â �2.5 ïðèâåäåíî îêîí÷àòåëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2.3. Ïî-

êàçûâàåòñÿ, ÷òî ñâîéñòâî R[λ] ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äîñòàòî÷íî ìàëûå

îêðóæíîñòè ïåðåõîäÿò â îêðóæíîñòè, è ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëü-

çîâàòü ãåîìåòðè÷åñêèé êðèòåðèé ì¼áèóñîâîñòè, ïðèíàäëåæàùèé Êàðà-

òåîäîðè.

Â �2.6 ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2.5.

Â �2.7. ðåøàåòñÿ çàäà÷à 4 îá óñòîé÷èâîñòè êðèòåðèÿ ì¼áèóñîâîñòè, ïî-

ëó÷åííîãî â òåîðåìå 2.2.3 â êëàññå ãîìåîìîðôèçìîâ ðàñøèðåííîé ïëîñ-

êîñòè íà ñåáÿ, ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ. Â ýòîì êëàññå îòîáðàæåíèé

ââîäèòñÿ ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 2.7.1. Ïóñòü çàäàíî α ∈ C\{0, 1}. Ñîõðàíÿþùèé îðè-

åíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì f : C̄ → C̄ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ R[λ; δ] ñ

0 ≤ δ < 1, åñëè äëÿ ëþáîé òåòðàäû z1, z2, z3, z4 ∈ C̄ ñ àíãàðìîíè÷åñêèì

îòíîøåíèåì λ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|[f(z1) : f(z2) : f(z3) : f(z4)]− λ| ≤ δ|λ|.
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Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îá óñòîé÷èâîñòè êðèòåðèÿ ì¼áèóñîâîñòè,

äàþùàÿ ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è 4:

ÒÅÎÐÅÌÀ 2.7.3. Ïóñòü äëÿ çàäàííîãî λ ∈ C \ {0, 1} ñîõðàíÿþùèé

îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì f : C̄ → C̄ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ R[λ; δ] ñ

0 ≤ δ < 1. Åñëè ïðè ýòîì

δ <
|1− λ|
2 + 8|λ|

.

òî îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ êâàçèêîíôîðìíûì ñ êîýôôèöèåíòîì êâàçè-

êîíôîðìíîñòè

K[f ] ≤ 1 + δ
2(1 + 4|λ|)
|1− λ|

+ 2

√
δ
1 + 4|λ|
|1− λ|

+ δ2
(
1 + 4|λ|
|1− λ|

)2

.

Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû,

ïîëó÷åííûå Àñååâûì Â.Â. äëÿ îòîáðàæåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

ìàëîãî èñêàæåíèÿ ì¼áèóñîâûõ ñåðåäèí.

Çàêëþ÷èòåëüíûé ïàðàãðàô ýòîé ãëàâû (�2.8) ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ

ñïðàâî÷íîãî õàðàêòåðà î ñâÿçè ïîíÿòèÿ àïîëëîíèåâîé òåòðàäû ñ îêðóæ-

íîñòÿìè Àïîëëîíèÿ.

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷å-

íèÿ êðèòåðèåâ ìåáèóñîâîñòè äëÿ îòîáðàæåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ á�îëüøåé

ðàçìåðíîñòè.

Â �3.1 ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ì¼áèóñîâà ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñøèðåí-

íîãî ïðîñòðàíñòâà R̄n (ðàçìåðíîñòè n ≤ 2) è áîëåå îáùåãî ïîíÿòèÿ ì¼-

áèóñîâà âëîæåíèÿ.

Èçâåñòíûé êðèòåðèé ì¼áèóñîâîñòè âëîæåíèé, âûðàæåííûé òðåáîâà-

íèåì ñîõðàíåíèÿ àáñîëþòíîãî äâîéíîãî îòíîøåíèÿ âñåõ òåòðàä èç îáëà-

ñòè îïðåäåëåíèÿ, äà¼ò àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå ì¼áèóñîâà âëîæåíèÿ,

êîòîðîå íåïîñðåäñòâåííî ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé îòîáðàæåíèé ïðîèçâîëü-

íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
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Â 2001 ãîäó Beardon è Minda4 äîêàçàëè, ÷òî ëþáîå èíúåêòèâíîå

îòîáðàæåíèå f : D → R̄n îáëàñòè D ⊂ R̄n, êîòîðîå ñîõðàíÿåò àá-

ñîëþòíîå äâîéíîå îòíîøåíèå ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì 1, ÿâëÿåòñÿ

ì¼áèóñîâûì âëîæåíèåì.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå f : D → R̄n îáëàñòèD ⊂ R̄n,

ïåðåâîäÿùåå ãèïåðñôåðû èç D â ïîäìíîæåñòâà ãèïåðñôåð, ÿâëÿåòñÿ ì¼-

áèóñîâûì âëîæåíèåì (ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû, äîêàçàííîé Þ.Á.

Çåëèíñêèì5 â 1987 ãîäó), ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî â êëàññå òîïîëî-

ãè÷åñêèõ âëîæåíèé êðèòåðèåì ì¼áèóñîâîñòè ñëóæèò ñîõðàíåíèå àáñî-

ëþòíîãî äâîéíîãî îòíîøåíèÿ ñ ëþáûì çàäàííûì ôèêñèðîâàííûì çíà-

÷åíèåì.

Ñòðåìëåíèå åù¼ áîëåå óìåíüøèòü ñåìåéñòâî òåõ òåòðàä, íà êîòîðûõ

âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðêà êðèòåðèÿ ì¼áèóñîâîñòè, è ïîëó÷åííûå íàìè òåî-

ðåìû â ãëàâå 2, ïîêàçûâàþùèå, êàê ýòà öåëü äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå ðàç-

ìåðíîñòè n = 2, ïðèâîäÿò ê ïîñòàíîâêå ñëåäóþùåé çàäà÷è.

Çàäà÷à 5. Îïðåäåëèâ ïîäõîäÿùèì îáðàçîì àíàëîã àíãàðìîíè÷åñêîãî

îòíîøåíèÿ äëÿ òåòðàä â ïðîñòðàíñòâå R̄n (êîìïëåêñíóþ õàðàêòåðèñòèêó

òåòðàä), ïîëó÷èòü êðèòåðèé ìåáèóñîâîñòè äëÿ âëîæåíèé f : D → R̄m

îáëàñòåé D ⊂ R̄n ïðè 2 ≤ n ≤ m â òåðìèíàõ ñîõðàíåíèÿ èìè àíãàðìî-

íè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì α.

Çäåñü ñåìåéñòâî òåòðàä ñ ôèêñèðîâàííûì àíãàðìîíè÷åñêèì îòíîøå-

íèåì α â îáùåì ñëó÷àå ìåíüøå, ÷åì ñåìåéñòâî òåòðàä ñ ôèêñèðîâàííûì

àáñîëþòíûì äâîéíûì îòíîøåíèåì |α|. Ïîýòîìó ðå÷ü èä¼ò î áîëåå òîí-

êîì êðèòåðèè ì¼áèóñîâîñòè, ÷åì ïðèâåäåííîå âûøå óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ
4Beardon A.F., Minda D.: Sphere-preserving maps in inversive geometry // Proc. Amer. Math. Soc.

2001. Vol. 130. No 4. P. 987-998.
5Çåëèíñêèé Þ.Á.: Îá èíâàðèàíòíûõ íà ïîäìíîæåñòâàõ îòîáðàæåíèÿõ // ¾Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé

è ñìåæíûå âîïðîñû àíàëèçà è òîïîëîãèè. Ñá. íàó÷í. òð.¿ � Êèåâ. Èí-ò ìàòåì. ÀÍ ÓÑÑÐ. 1987. C.

25-35.
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ôèêñèðîâàííîãî àáñîëþòíîãî äâîéíîãî îòíîøåíèÿ.

Â �3.2 ââîäèòñÿ íåîáõîäèìàÿ òåðìèíîëîãèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ïîíÿòèå ì¼-

áèóñîâà âëîæåíèÿ. Îòìå÷åíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ì¼áèóñîâûõ âëîæåíèé,

â òîì ÷èñëå ñâîéñòâî åãî ëîêàëüíîñòè.

Â �3.3 ïðèâåäåíû èçâåñòíûå êðèòåðèè àôôèííîñòè è ì¼áèóñîâîñòè

îòîáðàæåíèé è íåêîòîðûå èõ ýëåìåíòàðíûå îáîáùåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè

(óòâåðæäåíèå 3.3.6), óñòàíîâëåíà ìîäèôèêàöèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðå-

ìû Êàðàòåîäîðè â ñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêå: èíúåêòèâíîå îòîáðàæå-

íèå îáëàñòè D ⊂ R̄n â ïðîñòðàíñòâî R̄m ñ 3 ≤ n ≤ m ÿâëÿåòñÿ ì¼-

áèóñîâûì âëîæåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàçîì ëþáîé îáîá-

ù¼ííîé îêðóæíîñòè èç D ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííàÿ îêðóæíîñòü â R̄m.

Â �3.4 èç íåñêîëüêèõ âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ââåäåíèÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî

îòíîøåíèÿ â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, îáñóæäàåìûõ â ðàáîòå 1997 ã.

Cie�sli�nski6 , âûáèðàåòñÿ íàèáîëåå ïîäõîäÿùèé äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé

çàäà÷è:

Îïðåäåëåíèå 3.4.1, 3.4.2. Äëÿ òåòðàäû x1, x2, x3,∞ ⊂ R̄n ïîëàãàåì

q(x1, x2, x3,∞) : =
|x1 − x3|
|x2 − x3|

eiφ ,

ãäå φ ∈ [0, π] � íåîðèåíòèðîâàííûé óãîë ìåæäó âåêòoðàìè −−→x1x3 è
−−→x2x3.

Òîãäà ãëàâíûì àíãàðìîíè÷åñêèì îòíîøåíèåì òåòðàäû x1, x2, x3, x4 â

R̄n íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

q(x1, x2, x3, x4) := q(µ(x1), µ(x2), µ(x3),∞) ,

ãäå µ � ïðîèçâîëüíîå ì¼áèóñîâî ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó x4

â ∞.

Ïðîâåðÿåòñÿ êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ (íåçàâèñèìîñòü îò âû-

áîðà µ) è äîêàçûâàåòñÿ
6Cie�sli�nski J.: The cross ratio and Cli�ord algebras. // Adv. in Cli�ord algebras. 1997. Vol. 7. No 2.

P. 133-139.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 3.4.5. Ïóñòü n ≥ 3 è λ = α + iβ ñ β > 0. Áèåêòèâíîå

îòîáðàæåíèå f : R̄n → R̄n ÿâëÿåòñÿ ì¼áèóñîâûì ïðåîáðàçîâàíèåì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîõðàíÿåò ãëàâíîå àíãàðìîíè÷åñêîå îòíîøåíèå

ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì λ.

Â ýòîé òåîðåìå íå òðåáóåòñÿ íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f , íî â äî-

êàçàòåëüñòâå ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî îíî îñóùåñòâëÿåò

áèåêöèþ ïðîñòðàíñòâà íà ñåáÿ.

Â �3.5 ðàññìàòðèâàþòñÿ âëîæåíèÿ, çàäàííûå íà îáëàñòÿõ â ïîäïðî-

ñòðàíñòâå. Óñòàíîâëåíà

ÒÅÎÐÅÌÀ 3.5.1. Ïóñòü λ � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò 0 è

1. Ïóñòü D åñòü îáëàñòü â R̄n è f : D → R̄m (ãäå m ≥ n ≥ 3) � èíú-

åêòèâíîå èçìåðèìîå ïî Áîðåëþ îòîáðàæåíèå. Åñëè îáðàç ëþáîé òåòðà-

äû x1, x2, x3, x4 èç D ñ ãëàâíûì àíãàðìîíè÷åñêèì îòíîøåíèåì λ òàêæå

èìååò ãëàâíîå àíãàðìîíè÷åñêîå îòíîøåíèå λ, òî f ÿâëÿåòñÿ ì¼áèóñîâûì

âëîæåíèåì.

Â �3.6 � çàêëþ÷èòåëüíîì ïàðàãðàôå ýòîé ãëàâû, ðàññìîòðåí ñëó÷àé

íåâåùåñòâåííîãî λ, è â êëàññå òîïîëîãè÷åñêèõ âëîæåíèé äîêàçàí ñëåäó-

þùèé êðèòåðèé ì¼áèóñîâîñòè:

ÒÅÎÐÅÌÀ 3.6.1. Ïóñòü λ = |λ|eiφ, 0 < φ < π. Òîïîëîãè÷åñêîå

âëîæåíèå f : D → R̄n îáëàñòè D ⊂ R̄n (n ≥ 3) ÿâëÿåòñÿ ì¼áèóñîâûì

âëîæåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîõðàíÿåò ãëàâíîå àíãàðìî-

íè÷åñêîå îòíîøåíèå ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì λ.

Â äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ íåïðåðûâíîñòü è èíúåê-

òèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ, à òàêæå òî, ÷òî îáëàñòü D ëåæèò â ïðîñòðàíñòâå

òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî è ïðîñòðàíñòâî îáðàçà.

Â ñëó÷àå ÷¼òíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè îòîá-

ðàæåíèÿ ìîæíî ñóùåñòâåííî îñëàáèòü:
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ÒÅÎÐÅÌÀ 3.6.4. Ïóñòü çàäàíî λ = |λ|eiφ ñ 0 < φ < π. Åñëè n ≥ 2 �

÷¼òíîå ÷èñëî, òî ëþáîå èíúåêòèâíîå èçìåðèìîå ïî Áîðåëþ îòîáðàæåíèå

f : D → R̄n îáëàñòè D ⊂ R̄n ÿâëÿåòñÿ ì¼áèóñîâûì âëîæåíèåì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîõðàíÿåò ãëàâíîå àíãàðìîíè÷åñêîå îòíîøåíèå

ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì λ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè ê

ñëó÷àþ, ðàññìîòðåííîìó â òåîðåìå 2.2.5 âòîðîé ãëàâû.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðî-

ôåññîðó Àñååâó Â.Â. çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è âñåñòîðîííþþ ïîääåðæêó.
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