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ДИСКРЕТНЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ МНОГИХ
ПЕРЕМЕННЫХ И ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА∗

Цель настоящей работы — доказать, что любая целая дискретная аналитическая функция
нескольких комплексных переменных разлагается в сходящийся ряд Тейлора. В отличие от
непрерывного случая, указанное разложение не является единственным. В работе приводятся
необходимые и достаточные условия, при которых дискретный ряд Тейлора тождественно равен
нулю.

Ключевые слова: дискретная аналитическая функция, дискретный ряд Тейлора, аппрокси-
мация целыми функциями, взаимно-обратные комбинаторные тождества.

Введение

Введем следующие обозначения, необходимые нам в дальнейшем:

k = (k1, k2, . . . , kn), kj ∈ Z, j = 1, 2, . . . , n,

|k| = |k1| + |k2| + . . . + |kn|,

s = (s1, s2, . . . , sn), sj ∈ Z, j = 1, 2, . . . , n,

s+ = (max(s1, 0), max(s2, 0), . . . , max(sn, 0)),

s− = −(min(s1, 0), min(s2, 0), . . . , min(sn, 0)),

при этом s = s+ − s−, |s| = |s+| + |s−|

ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), ξj ∈ C, j = 1, 2, . . . , n,

ξk = ξ · k = ξ1 · k1 + ξ2 · k2 + . . . + ξn · kn,

∂(k)

∂ξk
=

∂(k)

∂ξk1
1 ∂ξk2

2 . . . ∂ξkn
n

,

x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn),

z = (z1, z2, . . . , zn), zj = xj + iyj , xj , yj ∈ Z, j = 1, 2, . . . , n,

ej = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), где 1 стоит на j-м месте,

x ≥ y равносильно набору неравенств x1 ≥ y1, x2 ≥ y2, . . . , xn ≥ yn,
x∑

s=y

=
x1∑

s1=y1

x2∑
s2=y2

. . .

xn∑
sn=yn

, где x ≥ y,

zk = zk1
1 zk2

2 . . . zkn
n ,
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G = (Z + iZ)n = {z = (z1, z2, . . . , zn), zj = xj + iyj , xj , yj ∈ Z, j = 1, 2, . . . , n},

G+ = {z ∈ G : x ≥ 0, y ≥ 0}.

Пусть комплекснозначная функция f(z) определена на единичном кубе из D, со-
держащем точки {z, z + ej , z + iej , z + (1 + i)ej , j = 1, 2, . . . , n}. Тогда f(z) называется
дискретной аналитической функцией на указанном кубе, если справедливы равенства

f(z + (1 + i)ej) − f(z)
i + 1

=
f(z + iej) − f(z + ej)

i − 1
(1)

или иначе

∂jf(z) = f(z) + if(z + ej) + i2f(z + (i + 1)ej) + i3f(z + iej) = 0, j = 1, 2, . . . , n. (2)

Дискретная аналитическая функция на G+ называется целой дискретной аналити-
ческой функцией. Множество всех таких функций обозначим через D(G+). Остовом
гипероктанта G+ назовем множество {k+ + ik−, k ∈ G}. Оно образовано всеми неот-
рицательными осями координат гауссова пространства G. Из указанных определений
непосредственно следует, что каждая функция из множества D(G+) однозначно опре-
деляется своими значениями на остове гипероктанта G+.

В пространстве D(G+) введем систему псевдостепеней {πk(z)}, k ≥ 0, определенных
равенствами

πk(z) = πk(x, y) =
∂(k)

∂ξk

∣∣∣
ξ=0

e(ξ, z), (3)

где

e(ξ, z) =
n∏

j=1

[
(1 + i)e

ξj
1+i − i

]xj
[
(1 − i)e

−ξj
1+i + i

]yj . (4)

В случае n = 1 система {πk(z)} введена в работе Д. Цайльбергера [7]. Для произволь-
ного k система {πk(z)} наследует многие свойства мономов zk. В частности, справедливы
соотношения ([2–5])

(A1) πk(0) = 0 для всех k, |k| > 0;

(A2) πk(z) = πk1(z1)πk2(z2) . . . πkn(zn), где k = (k1, k2, . . . , kn) и z = (z1, z2, . . . , zn);

(A3) πk(z + w) =
k∑

s=0

(
k

s

)
πs(z)πk−s(w), где

(
k

s

)
=

(
k1

s1

)(
k2

s2

)
. . .

(
kn

sn

)
;

(A4) π0(z) ≡ 1, для всех k, |k| > 0, πk(z) = zk + P|k|−1(x, y),

где P|k|−1 − многочлен от (x, y) степени ≤ |k| − 1;

(A5)
∞∑

|k|=0

akπk(z) ряд абсолютно сходится для всех z ∈ G+,

если ряд
∞∑

|k|=0

akξ
k сходится для всех ξ ∈ Cn.

Для случая n = 1 в работе [1] были установлены свойства

(A6) Для каждой дискретной целой аналитической функции f(z)
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существует целая функция F (z) =
∞∑

k=0

ak(
ξ

i + 1
)k такая, что

f(z) =
∞∑

k=0

akπk(z), z ∈ G+;

(A7)
∞∑

k=0

akπk(z) ≡ 0, z ∈ G+, если и только если F (n) = 0 для всех

n ∈ Z.

Цель настоящей работы — доказать, что любая целая дискретная аналитическая
функция нескольких комплексных переменных разлагается в сходящийся ряд Тейлора
по псевдостепеням πk(z).

§ 1. Голоморфные функции в C n, принимающие
заданные значения на целочисленной решетке

Основной результат данного параграфа составляет следующая теорема.

Теорема 1. Для любых целых чисел m1,m2, . . . ,mn определим числа am1m2...mn ∈ C.
Тогда существует целая функция F (ξ1, ξ2, . . . , ξn) такая, что F (m1,m2, . . . ,mn) =
= am1m2...mn .

Доказательство теоремы 1 основано на обобщении следующего результата Шеффе-
ра [6] на случай нескольких комплексных переменных:

Теорема 2. Для любой последовательности чисел a` ∈ C, ` = 0, 1, 2, . . . существует
бесконечно много целых функций ϕ(ξ) таких, что ϕ(`) = a`.

Далее в этом параграфе обозначим через N = {0, 1, 2, . . .} множество натуральных
чисел. Для целых n = 1, 2, . . . определим по индукции взаимно-однозначное отображение
Nn : Nn → N, полагая

N1(m1) = m1 для n = 1,
N2(m1,m2) = (m1+m2)(m1+m2+1)

2 + m1 для n = 2 и
Nn+1(m1,m2, . . . ,mn,mn+1) = N2(Nn(m1,m2, . . . ,mn),mn+1) для n > 1.

Отметим, что N2 : N2 → N — стандартная функция диагонального пересчета эле-
ментов множества N2.

Очевидно, что Nn(m1,m2, . . . ,mn) при mj ∈ C, j = 1, 2, . . . , n — полином степени не
выше 2n−1 по совокупности переменных, и, следовательно, является целой функцией.

Предварительно установим следующий многомерный аналог теоремы Шеффера.

Теорема 3. Для любых m1, . . . ,mn ∈N определим последовательность чисел am1...mn ∈
∈C. Тогда существует целая функция f(ξ1, . . . , ξn) такая, что f(m1, . . . ,mn) = am1...mn .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для любого набора (m1, m2, . . . ,mn) ∈ Nn определим чис-
ла ` ∈ N, ` = Nn(m1,m2, . . . ,mn) и положим a` = am1m2...mn . Пусть ϕ(ξ) — целая
функция из теоремы 2, удовлетворяющая равенствам ϕ(`) = a`, ` = 0, 1, . . . . Тогда
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f(ξ1, ξ2, . . . , ξn) = (ϕ ◦ Nn)(ξ1, ξ2, . . . , ξn) — целая функция, удовлетворяющая условиям
теоремы 3.

Для завершения доказательства теоремы 1 воспользуемся целой функцией

V (z) = (z + 1)2
∞∑

n=0

1
(n+1)2

sin π(z−n)
π(z−n) , построенной в [6]. Она, очевидно, обладает свой-

ствами

V (m) =

1, m = 0, 1, . . .

0, m = −1,−2, . . . .

Положим h(z) = (4z − 1)V (z − 1) − 2z . Тогда
h(m) = 2m − 1, m = 1, 2, . . . и
h(−m) = 2m, m = 0, 1, 2, . . . .

Другими словами, h осуществляет взаимно-однозначное отображение множества Z на N.
Для любого набора (m1,m2, . . . ,mn) ∈ Zn определим набор (h(m1), h(m2), . . . , h(mn)) ∈
Nn. По теореме 3 существует целая функция g ∈ A(Cn) такая, что

g(h(m1), h(m2), . . . , h(mn)) = am1m2...mn .

Тогда f(ξ) = (g ◦ h)(ξ), где ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) — искомая целая функция.

§ 2. Многомерная формула Тейлора для целой
дискретной аналитической функции

Основным результатом настоящей работы является следующая теорема.

Теорема 4. Пусть f(z) ∈ D(G+). Тогда найдётся целая F (ξ) =
∞∑

|k|=0

ak
ξk

(i+1)|k|
такая, что

f(z) =
∞∑

|k|=0

akπk(z), z ∈ G+.

Доказательство теоремы 4 основано на следующих двух результатах, также пред-
ставляющих самостоятельный интерес.

С каждым степенным рядом F (ξ) =
∞∑

|k|=0

ak
ξk

(i+1)|k|
ассоциируем дискретный ряд

f(z) =
∞∑

|k|=0

akπk(z).

Теорема 5. Пусть F (ξ) =
∞∑

|k|=0

ak
ξk

(i+1)|k|
такова, что F (ξ) ∈ A(C n). Тогда ассоцииро-

ванный ряд f(z) =
∞∑

|k|=0

akπk(z) сходится для всех z ∈ G+ и f(z) ∈ D(G+). Более того,

для любого z ∈ G+ справедливо равенство

f(z) =
x∑

s=−y

c(x, y, s)F (s), (5)

где

c(x, y, s) =
1

(2πi)n

∫
Γ

n∏
j=1

[(1 + i)ξj − i]xj [(1 − i)ξ−1
j + i]yj

ξ
sj+1
j

dξj , (6)

а Γ — остов любого полидиска, содержащего внутри 0.



42 О.А. Данилов, А.Д. Медных

Теорема 6. Пусть F, f те же, что и в теореме 5. Тогда для всех целых s ∈ Zn
+ спра-

ведливы равенства

F (s) = (1 − i)−|s|
s∑

k=0

n∏
j=1

(
sj

kj

)
(−i)kjf(k), (7)

F (−s) = (1 + i)−|s|
s∑

k=0

n∏
j=1

(
sj

kj

)
ikjf(ik). (8)

Предварительно доказывается

Лемма 1. Для каждого z = x + iy ∈ G+ справедливы равенства

πk(z) =
x∑

s=−y

c(x, y, s)
sk

(1 + i)|k|
, k ∈ Zn

+,

где коэффициенты c(x, y, s) определены формулой (6).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим лорановское разложение функции e(ξ, z) по псев-

достепеням ζk = ζk1
1 ζk2

2 . . . ζkn
n , где ζj = e

ξj
1+i . Имеем

e(ξ, z) =
n∏

j=1

[
(1 + i)e

ξj
1+i − i

]xj
[
(1 − i)e

−ξj
1+i + i

]yj

=

=
n∏

j=1

( xj∑
sj=−yj

c(xj , yj , sj)
)
ζ

sj

j =
x∑

s=−y

( n∏
j=1

c(xj , yj , sj)
)
ζs1
1 ζs2

2 . . . ζsn
n =

=
x∑

s=−y

( n∏
j=1

c(xj , yj , sj)
)
e

ξ1s1
1+i e

ξ2s2
1+i . . . e

ξnsn
1+i =

=
x∑

s=−y

( n∏
j=1

c(xj , yj , sj)
)
e

ξs
1+i =

x∑
s=−y

c(x, y, s)e
ξs
1+i =

x∑
s=−y

c(x, y, s)ζs,

(9)

где

c(x, y, s) =
n∏

j=1

c(xj , yj , sj). (10)

Следовательно, по определению получим

πk(z) =
d|k|

dξk
e(ξ; z)

∣∣∣
ξ=0

=
x∑

s=−y

c(x, y, s)
d|k|

dξk

(
e

ξs
1+i

)∣∣∣
ξ=0

=

=
x∑

s=−y

c(x, y, s)
∂k1

∂ξk1
1

∂k2

∂ξk2
2

. . .
∂kn

∂ξkn
n

( n∏
j=1

[(1 + i)e
ξj
1+i − i]xj [(1 − i)e

−ξj
1+i + i]yj

)∣∣∣
ξ=0

=

=
x∑

s=−y

c(x, y, s)
n∏

j=1

∂kj

∂ξ
kj

j

(
[(1 + i)e

ξj
1+i − i]xj [(1 − i)e

−ξj
1+i + i]yj

) ∣∣∣
ξj=0

=

=
x∑

s=−y

c(x, y, s)
n∏

j=1

( sj

1 + i

)kj

=
x∑

s=−y

c(x, y, s)
sk

(1 + i)|k|
.

(11)

Для доказательства теоремы 5 мы заметим, что поскольку F ∈ A(Cn), то степенной

ряд F (s) =
∞∑

|k|=0

ak

(
s

1+i

)k
сходится для каждого s, −y ≤ s ≤ x.
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По лемме 1

f(z) =
∞∑

|k|=0

akπk(z) =
∞∑

|k|=0

ak

[ x∑
s=−y

c(x, y, s)
(

s

1 + i

)k]
=

=
x∑

s=−y

c(x, y, s)
∞∑

|k|=0

ak
sk

(1 + i)|k|
=

x∑
s=−y

c(x, y, s)F (s).

При этом ассоциированный дискретный ряд сходится как конечная сумма
сходящихся рядов.

Дискретная аналитичность f(z) вытекает из линейности операторов Коши–Римана
∂j , j = 1, 2, . . . , n и дискретной аналитичности {πk(z)}, k ∈ Zn

+. Теорема 5 доказана.
Докажем теорему 6. Для каждого целого s ∈ Zn

+ имеем

ζs = ζs1
1 ζs2

2 . . . ζsn
n =

n∏
j=1

(1 + i)−sj [((1 + i)ζj − i) + i]sj =

= (1 + i)−|s|
n∏

j=1

( sj∑
kj=0

(
sj

kj

)
[(1 + i)ζj − i]kj i(sj−kj)

)
. (12)

Поскольку δs,r =
n∏

j=1
δsj ,rj и δsj ,rj = 1

2πi

∫
Γj

ζ
sj
j

ζ
rj+1

j

dζj , имеем

δs,r =
n∏

j=1

( 1
2πi

∫
Γj

ζ
sj

j

ζ
rj+1
j

dζj

)
=

=
n∏

j=1

1
2πi

∫
Γj

(1 + i)−sj

sj∑
kj=0

(
sj

kj

)
[(1 + i)ζj − i]kj i(sj−kj)

dζj

ζ
rj+1
j

=

=
n∏

j=1

(1 + i)−sj

sj∑
kj=0

i(sj−kj)

(
sj

kj

)( 1
2πi

∫
Γj

[(1 + i)ζj − i]kj

ζ
rj+1
j

dζj

)
=

=
n∏

j=1

(1 + i)−sj

sj∑
kj=0

i(sj−kj)

(
sj

kj

)
c(kj , 0, rj). (13)

Из формул (5), (6), (13) имеем

F (s) =
s∑

r=0

δs,rF (r) =
s∑

r=0

n∏
j=1

(1 + i)−sj

sj∑
kj=0

i(sj−kj)

(
sj

kj

)
c(kj , 0, rj)F (r) =

= (1 + i)−|s|
s∑

r=0

n∏
j=1

sj∑
kj=0

i(sj−kj)

(
sj

kj

)
c(kj , 0, rj)F (r) =

= (1 + i)−|s|
s∑

r=0

s∑
k=0

i(sj−kj)

(
sj

kj

)
c(kj , 0, rj)F (r) =

= (1 + i)−|s|
s∑

r=0

s∑
k=0

i(|s|−|k|)
(

s

k

)
c(k, 0, r)F (r) =

= (1 + i)−|s|
s∑

k=0

i(|s|−|k|)
(

s

k

) s∑
r=0

c(k, 0, r)F (r) =
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= (1 + i)−|s| i|s|
s∑

k=0

(−i)|k|
(

s

k

)
f(k) = (1 − i)−|s|

s∑
k=0

(−i)|k|
(

s

k

)
f(k). (14)

Аналогично,

ζ−s =
n∏

j=1

(1 − i)−sj [((1 − i)ζ−1
j + i) − i]sj =

= (1 − i)−|s|
n∏

j=1

sj∑
kj=0

(
sj

kj

)
[(1 − i)ζ−1

j + i)kj ](−i)sj−kj (15)

и

δ−sj ,rj =
1

2πi

∫
Γj

ζ
−sj

j

ζ
rj+1
j

dζj = (1 − i)−sj

sj∑
kj=0

(
sj

kj

)
c(0, kj , rj)(−i)sj−kj . (16)

Пусть s ∈ Zn
+. Используя рассуждения из (12), с помощью формул 5, 15 и 16

получим (8).
Следующая теорема есть обобщение теоремы 6 на случай произвольного s ∈ Zn.

Теорема 7. Пусть F, f те же, что и в теореме 5. Тогда для всех целых s ∈ Zn справед-
ливо равенство

F (s) = (1 − i)−|s+|(1 + i)−|s−|
s+∑

k+=0

s−∑
k−=0

(−i)|k
+|−|k−|

(
s+

k+

)(
s−

k−

)
f(k+ + ik−), (17)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Будем следовать схеме доказательства теоремы 6. Заметим, что

δs,r = δs+,r+ · δs−,r− .

В силу равенств (13), (16) имеем

δs+,r+ = (1 + i)−|s+|
s+∑

k+=0

i|s
+|−|k+|

(
s+

k+

)
c(k+, 0, r+),

δs−,r− = (1 − i)−|s−|
s−∑

k−=0

(−i)|s
−|−|k−|

(
s−

k−

)
c(0, k−, r−).

(18)

Откуда

δs,r = (1 + i)−|s+|(1 − i)−|s−| ×

×
s+∑

k+=0

s−∑
k−=0

i|s
+|−|k+|(−i)|s

−|−|k−|
(

s+

k+

)(
s−

k−

)
c(k+, 0, r+)c(0, k−, r−) =

= (1 − i)−|s+|(1 + i)−|s−|
s+∑

k+=0

s−∑
k−=0

(−i)|k
+|−|k−|

(
s+

k+

)(
s−

k−

)
c(k+, k−, r). (19)

По теореме 5 для всякого k ∈ Zn справедливо равенство

f(k+ + ik−) =
k+∑

r+=0

k−∑
r−=0

c(k+, k−, r)F (r). (20)
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Из полученных равенств вытекает

F (s) =
s∑

r=0

δs,rF (r) =
s+∑

r+=0

s−∑
r−=0

δs,rF (r) =

=
s+∑

r+=0

s−∑
r−=0

(1 − i)−|s+|(1 + i)−|s−|
s+∑

k+=0

s−∑
k−=0

(−i)|k
+|−|k−|

(
s+

k+

)(
s−

k−

)
c(k+, k−, r)F (r) =

=
s+∑

k+=0

s−∑
k−=0

(1 − i)−|s+|(1 + i)−|s−|(−i)|k
+|−|k−|

(
s+

k+

)(
s−

k−

) s+∑
r+=0

s−∑
r−=0

c(k+, k−, r)F (r) =

= (1 − i)−|s+|(1 + i)−|s−|
s+∑

k+=0

s−∑
k−=0

(−i)|k
+|−|k−|

(
s+

k+

)(
s−

k−

)
f(k+ + ik−).

Проводя рассуждения теоремы 7 в обратном порядке, мы получим следующее пред-
ложение.

Предложение 1. Пусть F ∈ A(Cn) и f(z) ∈ D(G+). Соотношение (17) верно для всех
s ∈ Zn тогда и только тогда, когда соотношение (20) выполнено для всех k ∈ Zn.

Теперь перейдем к доказательству теоремы 4.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть f(z) ∈ D(G+) — произвольная дискретная аналитиче-
ская функция. По интерполяционной теореме 1 существует целая аналитическая функ-
ция F (ξ) ∈ A(C n), значения которой на дискретной решетке Zn ⊂ C n определяются

формулой (17). Представим F (ξ) в виде степенного ряда F (ξ) =
∞∑

k=0

ak
ξk

(i+1)|k|
и рас-

смотрим ассоциированный с ним дискретный ряд f̂(z) =
∞∑

|k|=0

akπk(z). Покажем, что

f(z) = f̂(z) для всех z ∈ G+. Действительно, по теореме 5 и предложению 1 для лю-

бого z = k+ + ik−, где k ∈ Gn, имеем f(z) =
x∑

s=−y
c(x, y, s)F (s) = f̂(z). Таким образом,

дискретные аналитические функции f(z) и f̂(z) совпадают на остове гипероктанта G+.
В силу единственности аналитического продолжения они совпадают всюду на G+. Тео-
рема доказана.

Следствие. Пусть F (ξ) =
∞∑

k=0

ak
ξk

(i+1)|k|
— целая аналитическая функция. Тогда f(z) =

=
∞∑

k=0

akπk(z) ≡ 0, z ∈ G+, если и только если F (s) = 0 для каждого s ∈ Zn.

Замечание. Одномерный аналог теорем 4, 5 и 6 был получен ранее в работе [1].

В заключение авторы выражают свою искреннюю благодарность Е.Б. Медных за
большую помощь в подготовке настоящей работы к печати.
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