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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА РАЗРУШЕНИЯ ПЛОТИНЫ
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Работа посвящена исследованию методом SPH задачи о разрушении плотины при наличии
слоя жидкости в нижнем бьефе. Приводится описание метода SPH, численного алгоритма и
его тестирование на примере задачи о течении жидкости по наклонной плоскости. В работе
представлены результаты численного моделирования задачи о разрушении плотины, приводится
сравнение с экспериментальными данными.
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Введение

Постоянное совершенствование и развитие высокопроизводительных вычислитель-
ных систем в последние годы позволяет по-новому взглянуть на проблему описания сред,
дополняя компьютерным моделированием решение проблем, недоступных для аналити-
ческого решения. Основываясь на теоретических моделях, компьютерный эксперимент
осуществляется в результате проводимых численных расчетов, где сложность модели
может постоянно увеличиваться по мере развития и наращивания вычислительных мощ-
ностей с целью все более точного соответствия условиям экспериментальных исследова-
ний. Не имея возможности существовать независимо от аналитической теории, создаю-
щей расчетную модель, и эксперимента, обеспечивающего соответствие между моделью
и реальностью, компьютерное моделирование является важным звеном, объединяющим
теорию и эксперимент. На сегодняшний день стало возможным описывать математи-
ческие модели сложных задач и явлений, которые встречаются в различных областях
науки и техники, а также сократить временные затраты на получение численных резуль-
татов. Возможность создания достаточно точной модели некоторого процесса, а главное
ее разрешимость, позволяет во многих случаях отказаться от проведения дорогостоящих
опытов и определить состояние системы практически через любой промежуток времени.

При работе гидротехнических сооружений, в частности плотин, разрушение напор-
ного фронта гидроузлов является одним из самых опасных случаев аварий, приводя-
щих к существенным экономическим, экологическим и социальным последствиям. От
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точности предсказания параметров волны излива (измерение во времени глубины пото-
ка, скорости распространения течения, энергии волны, формы свободной поверхности
и т. д.) зависят оценки, связанные с определением времени распространения волны до
ближайших сооружений, необходимые для выбора размещения хозяйственных объек-
тов, разработки противопаводковых мероприятий, составления плана действий в случа-
ях прорыва, а также оценки последствий прохождения волны прорыва и последующей
экологической ситуации.

Применение физико-математических моделей, основанных на законах сохранения и
решении систем дифференциальных уравнений в частных производных, в практике гид-
родинамического моделирования сложных процессов, таких как разрушение плотины,
весьма ограничено, прежде всего, потому, что расчеты по таким моделям невозможно
адекватно обеспечить всеми необходимыми данными (тщательной схематизацией русла
или водосбора, начальными данными, граничными условиями, различными параметра-
ми процесса разрушения плотины и т. д.). Поэтому в таких случаях берется некоторая
упрощенная модель, достаточно точно описывающая рассматриваемое явление, и для
нее применяется расчетный метод.

В механике жидкости к одному из наиболее сложных для моделирования клас-
сов задач относятся задачи со свободными границами, сопровождающиеся ее сильно-
нелинейной деформацией. В качестве примеров можно привести: взаимодействие волн
с различными препятствиями, накат волны на наклонный берег, обрушение плотины
и образование движущейся волны, деформация пузырей в жидкости вблизи свобод-
ных и твердых границ и т. д. Ряд такого рода задач (в двумерной, осесимметричной
и пространственной постановках) был решен разновидностями методов граничных эле-
ментов [1]. Привлекательность данных методов обусловлена тем, что дискретизации
подвергается лишь граница области. Для реализации такой возможности требуется пе-
реход от исходной краевой задачи для дифференциальных уравнений, описывающих
некоторый процесс, к соотношениям, связывающим неизвестные функции на границе
области. Эти соотношения, по существу, представляют собой граничные интегральные
уравнения. Вместе с тем, если возникает необходимость отыскания решения в любой
внутренней точке, то это можно осуществить, используя известные значения функций
на границе области. В результате использования методов, построенных на основе гра-
ничных интегральных уравнений, размерность расчетной области понижается на еди-
ницу. Серьезным недостатком данных методов является то, что не представляется воз-
можным продолжать моделирование процесса распространения волны после изменения
связности расчетной области, например, процесс обрушения волны можно рассчитать
только до момента соприкосновения гребня волны с ее подошвой. Далее проводить рас-
чет становится невозможным в силу изменения связности области течения и перехлеста
границ. Указанными недостатками обладают также и многие разработанные сеточные
методы: конечных разностей, конечных элементов и контрольного объема.

В связи с описанными недостатками, в последнее время для решения современных
актуальных задач механики жидкости со свободными границами стали разрабатывать-
ся методы, позволяющие проводить расчеты течений с сильными деформациями границ
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расчетной области, допускающие изменение связности области расчета и перехлест ее
границ. Эти методы получили название «бессеточные», поскольку для их реализации
не требуется информация о связях между узлами, что позволяет избежать трудностей,
связанных с построением сетки, а также с необходимостью отслеживать на каждом вре-
менном шаге межузловые связи. К бессеточным относится метод сглаженных частиц в
гидродинамике SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics [2–4]), метод сглаженных частиц
для несжимаемых сред ISPH (Incompressible Smoothed Particle Hydrodynamics [5]), полу-
неявный метод движущихся частиц MPS (Moving Particles Semi-implicit [6]). К гибрид-
ным методам относится бессеточный метод конечных элементов MFEM (Meshless Finite
Element Method [7]), бессеточный метод естественных соседей NEM (Natural Element
Method [8; 9]). Подробный обзор и классификация бессеточных методов приводятся в
обзоре [10]. Сравнительное тестирование методов SPH и ISPH приведено в статье [11].

Вопросам моделирования процессов разрушения плотин посвящен целый ряд работ,
в том числе [12; 13]. Данная задача является нелинейной и очень сложной для иссле-
дований и поэтому использование метода SPH актуально в развитии теории описанной
проблемы.

§ 1. Основные уравнения динамики сплошной среды

Рассматривается движение ньютоновской вязкой сжимаемой жидкости в некоторой
области течения Ω, которое описывается уравнениями движения Навье–Стокса, урав-
нением неразрывности и каким-либо уравнением состояния:

ρ
dva

dt
= ρF a − ∂p

∂xa
+ µ

∂

∂xb
(T ab) (1)

dρ

dt
+ ρ div(v) = 0 (2)

p = p(ρ), (3)

где a, b = 1, 2, 3 — числовые индексы координат, va — компоненты вектора скорости,
F a — компоненты вектора внешних сил, p, ρ, µ — давление, плотность и коэффици-
ент динамической вязкости, T ab — компоненты тензора вязких напряжений. Система
(1)–(3) дополняется соответствующими граничными и начальными условиями.

§ 2. Описание метода SPH

Основная идея, которая закладывается в основу расчетного метода, состоит в дис-
кретизации сплошной среды конечным набором лагранжевых частиц, которые движутся
со скоростью потока и допускают произвольную связность между собой, что позволяет
отказаться от использования сеток и называть метод бессеточным.

В основе метода SPH лежит известная формула Дирака, согласно которой некоторая
функция A, заданная в точке r области, может быть представлена в виде интеграла от
этой функции A, взвешенной с дельта-функцией Дирака δ:

A(r) =
∫
Ω

A(r′)δ(r − r′)dr′. (4)
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Далее функция Дирака в (4) заменяется на некоторую дифференцируемую финит-
ную функцию W (функция ядра), обладающую следующими свойствами:

(1) Финитность (конечность носителя функции W ): |r − r′| ≤ 2h.

(2)
∫
Ω

W (r − r′, h)dr′ = 1 (свойство нормировки).

(3) lim
h→0

W (r − r′, h) = δ(r − r′).

Формула (4) с учетом описанных свойств функции W может быть переписана в виде

A(r) =
∫
Ω

A(r′)W (r − r′, h) dr′, (5)

где A — искомая функция (например давление или плотность), r — радиус-вектор точки
(частицы) наблюдения, h — носитель функции ядра W .

Интегралы в (5) заменяются конечной суммой по соседним частицам к наблюдаемой
частице с радиус-вектором r:

A(r) =
n∑

j=1

mj

ρj
AjW (r − rj , h), (6)

где mj , ρj , rj — масса, плотность и радиус-вектор j-й частицы соответственно, а n —
количество соседних или взаимодействующих с наблюдаемой частицей.

Для определения понятия «соседняя частица» в методе SPH вводится величина hi,
называемая сглаживающей длиной частицы i и определяющая ее радиус взаимодействия
с соседними частицами. Таким образом, две частицы i и j называются соседними или
взаимодействующими, если расстояние между ними не превосходит (hi + hj). Величина
hi определяет носитель функции W . На рис. 1 показано, что частицы i и j являются
взаимодействующими:

r0

hi

hj

Рис. 1. Взаимодействие частиц Рис. 2. Функция ядра

Обозначим точку наблюдения через i, тогда из (6) следует, что градиент искомой
функции для i-й частицы представляется следующей формулой:

∇Ai(r) =
n∑

j=1

mj

ρj
Aj∇W (ri − ri, h). (7)
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Формулы (6), (7) показывают, что суммирование характеристик происходит только
по соседним частицам. Для нахождения ближайших соседей на каждом временном ша-
ге был разработан эффективный алгоритм поиска, называемый методом динамической
сетки. Алгоритм метода, а также аналитическая и численная оценки скорости сходимо-
сти в зависимости от числа частиц приводятся в работе [14].

Функция ядра W в (6), (7) выполняет роль сглаживающей функции, ее вид пред-
ставлен на рис. 2. Для расчета задач методом SPH применяется ряд различных анали-
тических заданий функции W [15].

В данной работе для задания функции W применяется кубический сплайн Монага-
на [16]:

W (r, h) =
15

7πh2


2/3 − q2 + q3/2, 0 ≤ q ≤ 1
(2 − q)3 /6, 1 < q ≤ 2
0, q > 2,

(8)

где q = r/h.

§ 3. Модель несжимаемой жидкости

Изначально метод SPH применялся для моделирования сильно сжимаемых сред в
области астрофизических расчетов [2;3]. «Несжимаемость» или слабая сжимаемость мо-
жет быть достигнута путем выбора подходящего уравнения состояния для нахождения
давления. Для расчета течений жидкости со свободными границами, как правило, при-
меняется следующее уравнение состояния в форме Тэта, предложенное Монаганом [17]:

p = B

[(
ρ

ρ0

)γ

− 1
]

, (9)

где ρ0 — начальная плотность жидкости, γ = 7 — показатель адиабаты. Для задач со
свободными границами константа B выбирается по следующей формуле [17]:

B =
200ρ0g(H − y)

γ
, (10)

где g — ускорение свободного падения, H — начальная высота столба жидкости, y —
вертикальная координата частицы. В случае выбора константы B по формуле (10) плот-
ность частиц во время расчета отклоняется от начальной плотности ρ0 не более чем на
0,5–1%, что позволяет считать жидкость слабо сжимаемой.

§ 4. Дискретная система уравнений движения. Искусственная вязкость

Дискретизация уравнений (1), (2) с учетом приведенных аппроксимаций запишется
в виде [10]

dva
i

dt
= Fi −

n∑
j=1

( pi

ρ2
i

+
pj

ρ2
j

+ Πij

)
mj∇W a(ri − rj , hi) +

+
n∑

j=1

mj

dim∑
d=1

(µiT
i
da

ρi
+

µjT
j
da

ρj

)
∇W d(ri − rj , hj); (11)
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dρi

dt
=

dim∑
d=1

n∑
j=1

mj(vd
i − vd

j )∇W d(ri − rj , hj), (12)

где pi, ρi, µi — давление, плотность и коэффициент динамической вязкости i-й частицы
соответственно, dim — размерность задачи, T ab — тензор вязких напряжений, нормаль-
ные и касательные компоненты которого определяются по формулам

T i
aa =

n∑
j=1

mj

ρj

[
2 · (va

j − va
i )∇W a(ri − rj , hj) − (vb

j − vb
i )∇W b(ri − rj , hj)

]
, (13)

T i
ab =

n∑
j=1

mj

ρj

[
(va

j − va
i )∇W b(ri − rj , hj) − (vb

j − vb
i )∇W a(ri − rj , hj)

]
. (14)

Для дополнительной устойчивости метода SPH в правую часть уравнений движе-
ния Навье–Стокса добавляется дополнительный член Πij , называемый искусственной
вязкостью [16; 17]:

Πij =


µij(βµij − αc̄)

1
2(ρi + ρj)

,

dim∑
d=1

(vd
i − vd

j )(xd
i − xd

j ) < 0,

0, иначе

(15)

где

µij =
dim∑
d=1

h(vd
i − vd

j )(xd
i − xd

j )
(xd

i
− xd

j
) + ε2h2

, (16)

где ci — скорость звука i-й частицы, c̄ = 1
2(ci + cj), h = 1

2(hi + hj), α = 1, β = 1, ε = 0,1.
Необходимо отметить, что в проведенных расчетах искусственная вязкость имеет

тот же порядок, что и динамическая вязкость.

§ 5. Интегрирование системы уравнений

Для интегрирования обыкновенных дифференциальных уравнений (11), (12) по вре-
мени используется схема «предиктор–корректор» [18]:

«Предиктор»: {
ρn

i = ρ
n−1/2
i + (∆t/2)(dρn−1

i /dt);

vn
i = v

n−1/2
i + (∆t/2)(dvn−1

i /dt).
(17)

«Корректор»: 
ρ

n+1/2
i = ρ

n−1/2
i + ∆t(dρn

i /dt);

v
n+1/2
i = v

n−1/2
i + ∆t(dvn

i /dt);

xn+1
i = xn

i + ∆t(vn+1/2
i /dt).

(18)

Для первого шага по времени:
ρ
1/2
i = ρ0

i + (∆t/2)(dρ0
i /dt);

v
1/2
i = v0

i + (∆t/2)(dv0
i /dt);

x1
i = x0

i + ∆t(v1/2
i /dt).

(19)

Здесь для упрощения записи vi = vd
i , d = 1, 2, 3 — числовые индексы координат.
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Величина шага по времени выбирается исходя из условия Куранта [19]:

∆t ≤ C
min

i
(hi)

max
i

(ci + ‖vi‖)
, (20)

где C ∈ (0; 1) — постоянная Куранта. При расчетах использовалось C ∈ [0,25; 0,5].

§ 6. Постановка граничных условий

Как известно, для решения уравнений Навье–Стокса на твердых границах выстав-
ляется условие прилипания, т. е. vi|Г = 0.

В методе SPH твердая граница моделируется с помощью так называемых граничных
виртуальных частиц. Существует ряд способов представления твердой границы вирту-
альными частицами: частицы Монагана [16] и частицы Морриса [19].

Виртуальные частицы Монагана (рис. 3 (слева)) аппроксимируют твердую границу
одним слоем частиц. Они обладают всеми характеристиками среды — массой, плотно-
стью, давлением, энергией, но не участвуют в движении, т. е. не подчиняются урав-
нениям (1), (2). При этом эти частицы участвуют в суммировании характеристик по
соседним частицам. Также между внутренними частицами жидкости и граничными ча-
стицами Монагана задается потенциал взаимодействия. В методе сглаженных частиц
используется потенциал Леннарда–Джонса [18]:

U(r) =
D

r

[(r0

r

)12
−

(r0

r

)6
]

, (21)

где D = 5gh — глубина потенциальной ямы, r0 — расстояние, на котором обращается в
ноль потенциал взаимодействия. При r < r0 возникают силы отталкивания, в против-
ном случае — притяжения. Найденный потенциал включается в уравнение движения в
качестве дополнительной силы, которая в результате применения SPH-аппроксимаций
имеет вид

Ua
i =

n∑
j=1

D(xa
i − xa

j )
(r0/r)12 − (r0/r)6

r2
. (22)

Для упрощения потенциал (22) вычисляется только для сил отталкивания, а силами
притяжения при r > r0 пренебрегают.

Альтернативный способ задания граничных условий — виртуальные частицы Мор-
риса (рис. 3 (справа)), которые моделируют твердую границу несколькими слоями непо-
движных частиц. В отличие от частиц Монагана, эти частицы могут изменять свои ха-
рактеристики с течением времени. В данном случае задание потенциала взаимодействия
Леннарда–Джонса не требуется.

Кроме виртуальных частиц и потенциалов взаимодействия, существуют и другие
способы задания граничных условий, например, упругое отражение частиц от твердой
стенки с заменой вектора скорости вылетающей за пределы области частицы на проти-
воположный. Подобные методы используются крайне редко в силу их неэффективности.
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Рис. 3. Граничные частицы Монагана (слева), Морриса (справа)

§ 7. Тестовые расчеты

Тестирование метода SPH приводится в работе [20] на задаче о ламинарном тече-
нии жидкости в плоском канале (течение Пуазейля) и задаче о деформации жидкого
эллипса. В данной работе рассматривается тестовая задача о течении жидкости со сво-
бодной поверхностью по наклонной плоскости [21]. Это одна из немногих задач вязкой
жидкости, имеющих аналитическое решение.

Рассмотрим двумерное нестационарное ламинарное течение вязкой жидкости по на-
клонной бесконечной плоскости (рис. 4), которая движется за счет силы тяжести.

Пусть движение жидкости происходит в прямоугольной бесконечной области Ω, на-
клоненной под углом α к горизонтальной поверхности. Г1 является твердой границей,
на которой задается условие прилипания, Г2 — свободная поверхность, на которой за-
дается нулевое давление. Область жидкости считается бесконечной вдоль оси X, вдоль
оси Y имеет заданную высоту h. Во все время движения на жидкость действует сила
тяжести, а g — ускорение свободного падения, направленное вертикально по отношению
к горизонтальной поверхности.

Далее можно упростить постановку задачи, осуществив поворот координатных осей
так, чтобы ось X совпала с горизонтальной поверхностью. Считается, что скорость жид-
кости зависит только от вертикальной координаты, т. е. в данном случае от y: v = v(y).
Тогда действие силы тяжести заменится действием горизонтальной силы F , которая
представляет горизонтальную составляющую силы тяжести. В данном случае поста-
новка задачи изменится так, как показано на рис. 5.

Тогда уравнение движения и граничное условие в стационарном случае, с учетом
того, что F = g sinα, запишется в следующем виде:

0 = ν
∂2v

∂y2
+ g sinα, (23)

v|Г1 = 0, (24)

где ν — коэффициент кинематической вязкости.
Путем последовательного интегрирования уравнения (23) можно получить следую-
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Рис. 4. Схема течения в физической области
Рис. 5. Расчетная область, рассматрива-
емая в методе SPH

щее решение для скорости потока жидкости:

v(y) = −gz2 sinα

2ν
+ Ay + B, (25)

где A и B — константы интегрирования.
Если теперь учесть граничное условие (24), можно найти константу B. Продиффе-

ренцировав уравнение (25) по переменной y и учитывая условие (24), можно определить
константу A. В результате получится следующее выражение для стационарной скорости
потока:

v(y) = g(h − y

2
)y

sinα

ν
. (26)

Методом SPH решается нестационарное уравнение движения Навье–Стокса и ис-
следуется сходимость полученных результатов для скорости потока к аналитическому
стационарному решению (26). Тогда в области Ω уравнение движения запишется в виде

dv

dt
= ν

∂2v

∂y2
+ g sinα. (27)

Численная реализация метода SPH выглядит следующим образом: область течения
представляет квадрат, содержащий конечное число частиц, бесконечность канала ими-
тирована циклическим возвращением частиц, вышедших за пределы правой открытой
границы на левую, с сохранением приобретенных скоростей.

При расчетах задачи область Ω представляла собой квадрат со стороной L = 10−3 м;
величина g sinα = 10−4м/c2; коэффициент кинематической вязкости ν = 10−6 м2/с; шаг
по времени ∆t = 10−4c; ρ = 1000 кг/м3 — плотность жидкости.

Тестирование задачи проводилось для разного числа частиц области: 100, 225, 400,
625, 900, 1600, 2500, 3600, 4900. Твердая граница Г1 моделировалась как частицами
Монагана, так и частицами Морриса.

На рис. 6 представлены результаты выхода на стационарное решение, полученно-
го методом SPH для 2500 частиц с использованием частиц Морриса (точки — метод
SPH, сплошная линия — аналитическое решение (26)). По оси абсцисс откладывается
величина скорости, по оси ординат — высота столба жидкости.

Относительная погрешность проведенных расчетов (в процентах) от точного реше-
ния (26) для момента времени t = 4 c и различного числа частиц приведена в табл. 1.
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Рис. 6. Профиль скорости при t = 4 c

Вторая и третья строки табл. 1 соответствуют расчетам для граничных частиц Мона-
гана и Морриса соответственно.

Таблица 1

Число частиц 100 225 400 625 900 1600 2500 3600 4900
Частицы Монагана 30,4 16,3 9,8 6,7 4,25 2,88 2,56 2,38 2,24
Частицы Морриса 22,7 11,3 6,2 4,3 2,05 1,09 0,81 0,74 0,69

На основании сравнения приведенных в табл. 1 результатов можно сделать вывод,
что сила Леннарда–Джонса (21), учитываемая в уравнении Навье–Стокса при исполь-
зовании граничных частиц Монагана, вносит ощутимую погрешность в вычислении ха-
рактеристик среды. Поэтому принято решение в дальнейшем при расчетах использовать
граничные частицы Морриса.

Одним из недостатков метода SPH является то, что при решении задач со свободной
поверхностью на каждом временном шаге возникает такая ситуация, при которой части-
цы, лежащие на свободной поверхности, не обладают достаточным количеством соседей
для суммирования характеристик (в двумерном случае необходимо 12–20 соседей). Од-
ним из вариантов решения данной проблемы является искусственное увеличение сгла-
живающей длины h∗, для частиц, лежащих на свободной поверхности. Эмпирически на
различных расчетах было показано, что для частиц свободной поверхности необходи-
мо выбирать h∗ = 2h, что гарантирует необходимое число соседей и более корректное
вычисление характеристик на свободной поверхности.

С учетом этой модификации результаты для задачи о течении жидкости по наклон-
ной плоскости представлены в табл. 2, показывающей относительную погрешность рас-
четов для момента времени t = 4 c и различного числа частиц с граничными частицами
Морриса (для частиц свободной поверхности h∗ = 2h).
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Таблица 2

Число частиц 100 225 400 625 900 1600 2500 3600 4900
Частицы Морриса 16,4 8,1 4,0 2,1 1,12 0,32 0,22 0,155 0,12

Данная модификация также будет учитываться при дальнейших расчетах задач со
свободной поверхностью.

В случае рассмотренной выше задачи частицы свободной поверхности не меняют
своего положения относительно внутренних частиц жидкости во все время движения.
Поэтому, задав свободную поверхность в начальный момент времени, не требуется от-
слеживать ее положение в процессе расчета.

В прикладных задачах механики жидкости, связанных с обрушениями и перехлестом
границ расчетной области, необходимо на каждом временном шаге определять частицы,
лежащие на свободной поверхности. Поэтому был разработан, внедрен и протестирован
алгоритм поиска свободной границы, описанный в работе [22].

Суть данного алгоритма заключается в следующем. Известно, что каждая частица
обладает своей сглаживающей длиной hi, определяющей ее радиус взаимодействия с
окружением. Поэтому задача поиска граничных частиц сводится к задаче поиска гра-
ничных сфер (граничных кругов в двумерном случае), заданных координатами центра —
координатами частицы и радиусом — сглаживающей длиной hi. Если i-я сфера принад-
лежит объединению шаров, соответствующих другим сферам, то i-я частица является
внутренней; в противоположном случае — граничной. Также предполагается, что сосед-
ние сферы, т. е. сферы, пересекающие данную сферу, — известны для всех частиц (для
определения соседних частиц используется метод динамической сетки [14]).

i

h
i

i

h
i

Рис. 7. Частица i является внутренней Рис. 8. Частица i является граничной

Из рис. 8 видно, что если имеется внешняя дуга (часть окружности не покрывается
окружностями соседних частиц), то частица считается граничной, в противном случае
внутренней (рис. 7).

Результат работы описанного алгоритма приведен на рис. 9, где показан момент
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обрушения отраженной от твердой стенки волны (черные точки — частицы свободной
границы, серые точки — внутренние частицы области). Подробно данная задача описана
в работе [20].

Рис. 9. Определение свободной границы: момент обрушения волны

Рис. 10. Частицы области и свободной гра-
ницы

Рис. 11. Частицы свободной границы

Из рис. 10 и 11 видно, что внедренный алгоритм дает хорошую точность в определе-
нии свободной границы, что позволяет корректно выставлять на ней нулевое давление и
условие для сглаживающей длины h∗ = k ·h в общем случае (в расчетах использовалось
условие h∗ = 2h).

§ 8. Задача о разрушении плотины при наличии слоя жидкости
в нижнем бьефе

Рассматривается задача о разрушении плотины при наличии слоя жидкости в ниж-
нем бьефе. Общая постановка задачи представлена на рис. 12. Расчетная область со-
стоит из бассейна с ровным дном и твердыми границами Г1, заполненного однород-
ной вязкой сжимаемой жидкостью и разделенного в начальный момент времени тонкой
непроницаемой перегородкой, создающей перепад уровня жидкости (Г2 на рис. 12). В на-
чальный момент времени перегородка начинает равномерно двигаться вверх с заданной
скоростью, формирующийся при этом столб жидкости с нулевым начальным вектором
скорости начинает обрушаться под действием силы тяжести. Твердая граница Г1 мо-
делируется виртуальными частицами Морриса, на подвижной стенке Г2, заданы те же
граничные условия, но для моделирования используется один слой частиц Морриса.
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Рис. 12. Общая постановка задачи

В табл. 3 приведены значения параметров, которые использовались для расчета.

Таблица 3. Расчетные параметры задачи

Параметр Значение
Начальная плотность жидкости 1000 кг/м3
Скорость удаления перегородки 1,5 м/с
Коэффициент динамической вязкости 3,2·10−3 кг/м·с
Глубина жидкости в нижнем бьефе 1,8·10−2 м
Глубина жидкости в верхнем бьефе 0,15 м

Далее приводятся численные результаты расчета описанной задачи для различного
числа частиц области.
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Рис. 13. Разрушение плотины. 3672 частиц области. а) t = 0,156 c; б) t = 0,281 c; в) t = 0,343 c;
г) t = 0,406 c; д) t = 0,468 c; е) t = 0,531 c
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Рис. 14. Разрушение плотины. 8 366 частиц области. а) t = 0,156 c; б) t = 0,281 c; в) t = 0,343 c;
г) t = 0,406 c; д) t = 0,468 c; е) t = 0,531 c
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Рис. 15. Разрушение плотины. 15276 частиц области. а) t = 0,156 c; б) t = 0,281 c; в) t = 0,343 c;
г) t = 0,406 c; д) t = 0,468 c; е) t = 0,531 c

На рис. 13–15 показаны картины течений для 3 672, 8 366 и 15 276 частиц области
соответственно для различных моментов времени. Из приведенных рисунков видно ка-
чественное совпадение результатов при использовании различного числа частиц, что
подтверждает сходимость метода SPH. В момент времени t = 0,406 в жидкости образу-
ется полость, которая перемещается в процессе движения волны, но лишь при исполь-
зовании 15 276 частиц расчетной области удается наблюдать процесс ее перемещения
полностью (см. рис. 15).

Для подтверждения достоверности результатов расчета на рис. 16 приведено сопо-
ставление полученных картин течения с экспериментальными данными. Данные экспе-
римента были взяты из работы [23].

Данные картины течений также были сопоставлены с результатами, полученными
методом NEM в работе [12] (рис. 17).

Также в работе [23] приводятся оцифрованные данные эксперимента. На рис. 18
приводится наложение картин течения, полученных методом SPH с оцифрованными
экспериментальными данными.



Моделирование процесса разрушения плотины методом SPH 17

а) X

Y

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 10

0.1

а)

б) X
Y

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 10

0.1

б)

в) X

Y

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 10

0.1

в)

г) X

Y

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 10

0.1

г)

д) X

Y

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 10

0.1

д)

е) X

Y

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 10

0.1

е)

ж) X

Y

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 10

0.1

ж)

Рис. 16. Разрушение плотины. 8366 частиц области. Сравнение данных эксперимента (слева)
и SPH (справа). а) t = 0,156 c; б) t = 0,219 c; в) t = 0,281 c; г) t = 0,343 c; д) t = 0,406 c;
е) t = 0,468 c; ж) t = 0,531 c
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Рис. 17. Разрушение плотины. 8366 частиц области. Сравнение методов NEM (слева) и SPH
(справа): а) t = 0,156 c; б) t = 0,243 c; в) t = 0,281 c; г) t = 0,406 c; д) t = 0,468 c; е) t = 0,531 c
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Рис. 18. Разрушение плотины. 8366 частиц области. Сравнение с экспериментальными данными:
черные узлы — эксперимент, серые — результаты данной работы
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§ 9. Проверка законов сохранения

Далее для описанной задачи проверяется закон сохранения полной энергии. Учет
свойств вязкости и сжимаемости жидкости в методе SPH приводит к тому, что в рас-
сматриваемой системе частиц будут происходить необратимые процессы, сопровожда-
емые потерями механической энергии. Примером образования таких механических по-
терь могут служить потери на внутреннее трение в неидеальных жидкостных средах.
Тогда необходимо учитывать для записи закона сохранения полной энергии системы еще
один вид энергии — внутреннюю или так называемую термальную энергию, скорость
изменения которой определяется через тензор вязких напряжений [16]:

du

dt
=

1
2

µ

ρ

(
T ab

)2
− p

ρ
div(v̄). (28)

Или, учитывая SPH-аппроксимации, формула (28) перепишется в виде

dui

dt
=

1
2

µi

ρi

(
T ab

i

)2
− 1

2

[ dim∑
d=1

n∑
j=1

( pi

ρ2
i

+
pj

ρ2
j

)
mj(vd

j − vd
i )∇W d

r (ri − rj , hj)
]
. (29)

Выписав схему интегрирования (17)–(19) для выражения (29), можно определить
внутреннюю энергию частицы ui в любой момент времени.

Наконец, применяя известные выражения для определения кинетической и потенци-
альной энергии, а также учитывая найденные значения ui, можно определить полную
энергию системы:

E =
N∑

i=1

[
miv

2
i

2
+ migyi + ui

]
, (30)

где N — число частиц области.
В табл. 4 приводится относительная погрешность отклонения полной энергии систе-

мы в различные моменты времени в зависимости от количества частиц области.

Таблица 4. Отклонение полной энергии системы

N / tсек 0,156 c 0,281 c 0,343 c 0,406 c 0,468 c 0,531 c
3672 0,08% 0,65% 0,97 % 1,35% 1,6% 1,95%
8366 0,04% 0,48% 0,62 % 0,84% 0,92% 1,02%
15276 0,025% 0,3% 0,34 % 0,43% 0,49% 0,58%

Из табл. 4 видно, что при увеличении числа частиц расчетной области наблюдается
уменьшение отклонения полной энергии системы от начального значения.

Заключение

В данной работе описан метод сглаженных частиц SPH. Приводятся аппроксими-
рованные уравнения движения Навье–Стокса, неразрывности и внутренней энергии.
Описаны основные способы задания граничных условий и выписана схема интегрирова-
ния по времени. Результаты сравнения численных расчетов с аналитическим решением
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в задаче о течении жидкости по наклонной плоскости показывают достаточно высокую
степень точности разработанного метода SPH. Уменьшение относительной погрешности
с ростом числа расчетных частиц свидетельствует о сходимости метода. На рассмотрен-
ной задаче о разрушении плотины при наличии слоя жидкости в нижнем бьефе показана
применимость метода для задач со свободными границами, сопровождающихся проявле-
нием нелинейных эффектов. Сопоставление расчетов, полученных при решении задачи
о разрушении плотины при наличии слоя жидкости в нижнем бьефе, с эксперименталь-
ными данными (см. рис. 16, 18) указывает на высокую эффективность рассматриваемого
в работе метода.
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