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МНОГОСТАДИЙНОГО СИНТЕЗА ВЕЩЕСТВА∗

Рассматривается задача Коши для системы дифференциальных уравнений, возникающей
при моделировании многостадийного синтеза вещества. Изучаются свойства последней компо-
ненты решения, описывающей концентрацию конечного продукта синтеза, в зависимости от
параметра τ , характеризующего время протекания процесса синтеза. Устанавливается непре-
рывная зависимость от τ с указанием оценок на модуль непрерывности, доказывается равно-
мерная сходимость при τ → 0, при этом предельная функция является решением задачи Коши
для одного обыкновенного дифференциального уравнения.
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Введение

Рассмотрим следующую систему дифференциальных уравнений:

dx1

dt
= −n − 1

τ
x1 + g(xn),

dxi

dt
=

n − 1
τ

xi−1 −
n − 1

τ
xi, i = 2, . . . , n − 1,

dxn

dt
=

n − 1
τ

xn−1 − θxn,

(1)

где τ > 0, θ > 0, функция g(u) ограничена и удовлетворяет условию Липшица:

sup
u∈R

|g(u)| = G < ∞, |g(u1) − g(u2)| ≤ L|u1 − u2|.

Для системы (1) рассмотрим задачу Коши с нулевыми начальными условиями

x1|t=0 = . . . = xn|t=0 = 0. (2)

Система (1) возникает при моделировании многостадийного синтеза вещества без
ветвления [1–3]. Первое уравнение описывает закон инициации синтеза, последнее — за-
кон утилизации вещества, τ — суммарное время протекания процесса синтеза, xi(t, τ) —
концентрация вещества на i-й стадии процесса, xn(t, τ) — концентрация конечного про-
дукта синтеза. Целью данной работы является изучение свойств последней компоненты
xn(t, τ) решения задачи Коши (1), (2) в зависимости от параметра τ .

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Сибирского отделения Российской академии наук
(междисциплинарный проект № 107).

ISSN 1818-7897. Вестник НГУ. Серия: Математика, механика, информатика. 2009. Т. 9, вып. 3. C. 86–94
c© И.И. Матвеева, А.М. Попов, 2009



О свойствах решений одной системы 87

Следует отметить, что в [1] были изучены свойства xn(t, τ) при фиксированном зна-
чении параметра τ и неограниченном увеличении числа уравнений n. Была установлена
интересная связь между решениями систем обыкновенных дифференциальных уравне-
ний больших размеров и решениями дифференциальных уравнений с запаздывающим
аргументом. Именно, было показано, что имеет место равномерная сходимость

lim
n→∞

xn(t, τ) = x(t, τ), (3)

при этом предельная функция x(t, τ) является решением начальной задачи для уравне-
ния с запаздывающим аргументом

d

dt
x(t, τ) = −θx(t, τ) + g(x(t − τ, τ)), t > τ,

x(t, τ) = 0, t ∈ [0, τ ].

(4)

Отметим, что сходимость (3) была установлена на отрезке [0, T ], где T > τ такое, что

L

(
1 − e−θT

θ

)
< 1. (5)

Нас будет интересовать поведение xn(t, τ) в зависимости от параметра τ , при этом
число уравнений n считаем фиксированным. В настоящей работе мы устанавливаем
равномерную сходимость

lim
τ→0

xn(t, τ) = y(t), t ∈ [0, T ],

где T удовлетворяет неравенству (5), при этом получаем оценку на скорость сходимости.
Мы показываем, что предельная функция y(t) является решением задачи Коши для
обыкновенного дифференциального уравнения

dy

dt
= −θy + g(y), t > 0,

y|t=0 = 0.

(6)

Отметим, что при τ → 0 коэффициенты системы (1) неограниченно возрастают.
Поскольку параметр τ отвечает за время протекания процесса синтеза, то полученные
результаты дают эффективный метод для вычисления концентрации вещества, когда пе-
реход от одной к другой стадии синтеза происходит «почти мгновенно». Действительно,
вместо задачи Коши (1), (2) мы можем решать задачу Коши (6) для одного обыкновен-
ного дифференциального уравнения. Тогда в силу указанной сходимости y(t) ≈ xn(t, τ)
при τ ¿ 1. Доказательство этих результатов содержится в первом параграфе. Во втором
параграфе мы показываем, что для последних компонент xn(t, τ) решений задач Коши
вида (1), (2) имеет место равенство повторных пределов

lim
τ→0

lim
n→∞

xn(t, τ) = lim
n→∞

lim
τ→0

xn(t, τ).

Полученные результаты анонсированы в [4].
Авторы выражают глубокую благодарность проф. Г.В. Демиденко, д-ру биол. наук

В.А. Лихошваю за полезные дискуссии и проф. E. Mjolsness за интерес к задаче.
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§ 1. Свойства решения задачи Коши (1), (2)

В этом параграфе мы исследуем свойства последней компоненты xn(t, τ) решения
задачи Коши (1), (2) в зависимости от параметра τ . Нетрудно показать, что xn(t, τ)
является решением задачи Коши c нулевыми начальными данными для дифференци-
ального уравнения n-го порядка(

d

dt
+ θ

)(
d

dt
+

n − 1
τ

)n−1

xn =
(

n − 1
τ

)n−1

g(xn), t > 0,

x
(i)
n |t=0 = 0, i = 0, . . . , n − 1.

В силу формулы Коши (см., например: [5]), решение этой задачи представимо в виде

xn(t, τ) =

t∫
0

ψn(t − s, τ)g(xn(s, τ)) ds, (7)

где

ψn(t, τ) =
e−θt(

1 − θτ
n−1

)n−1 S(t, τ), S(t, τ) = 1 − e−ωt
n−2∑
k=0

(ωt)k

k!
, ω =

n − 1
τ

− θ. (8)

При доказательстве основных результатов работы мы будем использовать интегральное
уравнение (7).

Теорема 1. Пусть T удовлетворяет неравенству (5), n−1
θ > τ1 > τ2 > 0. Тогда имеет

место оценка

max
t∈[0,T ]

∣∣xn(t, τ1) − xn(t, τ2)
∣∣ ≤ C(τ1)

(
1 − L

1 − e−θT

θ

)−1
(τ1 − τ2), (9)

где C(τ1) =
G

(
2 − θτ1

n−1 − e−θT
)(

1 − θτ1
n−1

)n .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть xn(t, τ1) и xn(t, τ2) — решения задачи Коши (1), (2) при
τ = τ1 и τ = τ2 соответственно. В силу (7) для разности этих решений получаем

xn(t, τ1) − xn(t, τ2) =

t∫
0

ψn(t − s, τ1)g(xn(s, τ1)) ds −
t∫

0

ψn(t − s, τ2)g(xn(s, τ2)) ds =

=

t∫
0

(ψn(t − s, τ1) − ψn(t − s, τ2))g(xn(s, τ2)) ds +

+

t∫
0

ψn(t − s, τ1)(g(xn(s, τ1)) − g(xn(s, τ2))) ds = I1(t) + I2(t). (10)

Вначале проведем оценки для функции I1(t). Добавляя и отнимая функцию

t∫
0

e−θ(t−s)(
1 − θτ1

n−1

)n−1 S(t − s, τ2)g(xn(s, τ2)) ds,
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получаем

I1(t) =
(

1(
1 − θτ1

n−1

)n−1 − 1(
1 − θτ2

n−1

)n−1

) t∫
0

e−θ(t−s)S(t − s, τ2)g(xn(s, τ2)) ds +

+

t∫
0

e−θ(t−s)(
1 − θτ1

n−1

)n−1

(
S(t − s, τ1) − S(t − s, τ2)

)
g(xn(s, τ2)) ds = I1,1(t) + I1,2(t).

Очевидно, для функции I1,1(t) имеем

I1,1(t) =

θ
n−1(τ1 − τ2)

n−2∑
j=0

(
1 − θτ2

n−1

)n−2−j(1 − θτ1
n−1

)j

(
1 − θτ2

n−1

)n−1(1 − θτ1
n−1

)n−1

t∫
0

e−θ(t−s)S(t − s, τ2)g(xn(s, τ2)) ds.

Поскольку S(t, τj) < 1, j = 1, 2, и sup
u∈R

|g(u)| = G, то

∣∣I1,1(t)
∣∣ ≤ Gθ(τ1 − τ2)(

1 − θτ1
n−1

)n

t∫
0

e−θ(t−s) ds =
G(1 − e−θt)(
1 − θτ1

n−1

)n (τ1 − τ2).

Тогда для любого T > 0 имеем

max
t∈[0,T ]

∣∣I1,1(t)
∣∣ ≤ G(1 − e−θT )(

1 − θτ1
n−1

)n (τ1 − τ2). (11)

Рассмотрим функцию I1,2(t). В силу ограниченности функции g(u) получаем

∣∣I1,2(t)
∣∣ ≤ G(

1 − θτ1
n−1

)n−1

t∫
0

e−θ(t−s)
∣∣S(t − s, τ1) − S(t − s, τ2)

∣∣ ds. (12)

Обозначим последний интеграл через J(t). По определению

J(t) =

t∫
0

e−θ(t−s)

∣∣∣∣∣
n−2∑
k=0

e−ω1(t−s) (ω1(t − s))k

k!
−

n−2∑
k=0

e−ω2(t−s) (ω2(t − s))k

k!

∣∣∣∣∣ ds =

=

t∫
0

e−θξ

∣∣∣∣∣
n−2∑
k=0

e−ω1ξ (ω1ξ)k

k!
−

n−2∑
k=0

e−ω2ξ (ω2ξ)k

k!

∣∣∣∣∣ dξ.

Заметим, что под знаком модуля стоит неотрицательная функция. Действительно, най-

дем производную функции R(t, τ) =
n−2∑
k=0

e−ωt (ωt)k

k!
по τ :

∂R(t, τ)
∂τ

=
n − 1

τ2
e−ωt (ωt)n−2

(n − 2)!
t. (13)

Очевидно, она неотрицательна при t ≥ 0, τ > 0. Следовательно,

J(t) =

t∫
0

e−θξ(R(ξ, τ1) − R(ξ, τ2)) dξ =
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=

1∫
0

t∫
0

e−θξ dR(ξ, τ1λ + τ2(1 − λ))
dλ

dξ dλ =

1∫
0

t∫
0

e−θξ ∂R(ξ, τ)
∂τ

dξ

∣∣∣∣
τ=τ1λ+τ2(1−λ)

dλ(τ1−τ2).

В силу (8) и (13) имеем

J(t) =

1∫
0

[ t∫
0

(ω + θ)2

ω
e−(ω+θ)ξ (ωξ)n−1

(n − 1)!
dξ

∣∣∣∣
τ=τ1λ+τ2(1−λ)

]
dλ (τ1 − τ2) =

=

1∫
0

ωn−2

(ω + θ)n−2

[ (ω+θ)t∫
0

e−η ηn−1

(n − 1)!
dη

∣∣∣∣
τ=τ1λ+τ2(1−λ)

]
dλ (τ1 − τ2) =

=

1∫
0

ωn−2

(ω + θ)n−2

[
1 − e(ω+θ)t

n−1∑
k=0

(ω + θ)ktk

k!

∣∣∣∣
τ=τ1λ+τ2(1−λ)

]
dλ (τ1 − τ2).

Очевидно, при n ≥ 2 подынтегральная функция не превосходит единицы. Следователь-
но,

J(t) ≤ (τ1 − τ2).

Тогда из (12) для любого T > 0 получаем

max
t∈[0,T ]

∣∣I1,2(t)
∣∣ ≤ G(

1 − θτ1
n−1

)n−1 (τ1 − τ2). (14)

В силу (11) и (14) имеем

max
t∈[0,T ]

∣∣I1(t)
∣∣ ≤ G

(
2 − θτ1

n−1 − e−θT
)(

1 − θτ1
n−1

)n (τ1 − τ2). (15)

Рассмотрим функцию I2(t). По определению

|I2(t)| ≤
t∫

0

ψn(ξ, τ1)|g(xn(t − ξ, τ1)) − g(xn(t − ξ, τ2))| dξ.

Поскольку функция g(u) удовлетворяет условию Липшица, то

max
t∈[0,T ]

|I2(t)| ≤ L max
t∈[0,T ]

|xn(t, τ1) − xn(t, τ2)|
T∫

0

ψn(ξ, τ1) dξ. (16)

Нетрудно показать, что при любом n ≥ 2

T∫
0

ψn(ξ, τ1) dξ ≤ 1 − e−θT

θ
. (17)

Действительно, из определения (8) функции ψn(t, τ) имеем

ψn1(t, τ) < ψn2(t, τ), n1 > n2.

Следовательно, нам достаточно доказать (17) при n = 2. Очевидно,
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T∫
0

ψ2(ξ, τ1) dξ =
1

1 − θτ1

T∫
0

e−θξ(1 − e−ω1ξ) dξ =
1

1 − θτ1

(
1 − e−θT

θ
− 1 − e−(θ+ω1)T

θ + ω1

)
≤

≤ 1
1 − θτ1

(
1 − e−θT

θ
− 1 − e−θT

θ + ω1

)
=

ω1

(1 − θτ1)(θ + ω1)θ
(1 − e−θT ).

В силу (8) при n = 2
ω1

(1 − θτ1)(θ + ω1)θ
=

1
θ
.

Следовательно,
T∫

0

ψ2(ξ, τ1) dξ ≤ 1 − e−θT

θ
.

Используя (16) и (17), имеем

max
t∈[0,T ]

|I2(t)| ≤ L
1 − e−θT

θ
max

t∈[0,T ]
|xn(t, τ1) − xn(t, τ2)|.

Следовательно, в силу (10) получаем

max
t∈[0,T ]

|xn(t, τ1) − xn(t, τ2)| ≤ max
t∈[0,T ]

|I1(t)| + L
1 − e−θT

θ
max

t∈[0,T ]
|xn(t, τ1) − xn(t, τ2)|.

Поскольку T удовлетворяет неравенству (5), то

max
t∈[0,T ]

|xn(t, τ1) − xn(t, τ2)| ≤
(
1 − L

1 − e−θT

θ

)−1
max

t∈[0,T ]
|I1(t)|. (18)

Отсюда, используя (15), получаем (9).
Теорема доказана.

В силу полноты пространства C[0, T ] из теоремы 1 следует, что имеет место равно-
мерная сходимость

lim
τ→0

xn(t, τ) = y(t), 0 ≤ t ≤ T, (19)

при этом справедлива оценка на скорость сходимости

max
t∈[0,T ]

|xn(t, τ) − y(t)| ≤ C(τ)
(

1 − L
1 − e−θT

θ

)−1

τ, (20)

где

C(τ) =
G

(
2 − θτ

n−1 − e−θT
)

(
1 − θτ

n−1

)n , τ <
n − 1

θ
.

Действительно, переходя в (9) к пределу при τ2 → 0, получаем оценку (20).

Естественно возникает вопрос: Что можно сказать о дифференциальных свойствах
предельной функции y(t)? На этот вопрос отвечает следующая теорема.

Теорема 2. Пусть T > 0 удовлетворяет неравенству (5). Предельная функция y(t) яв-
ляется решением задачи Коши (6).
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как отмечалось в начале параграфа, для функции xn(t, τ) имеет
место интегральное соотношение (7):

xn(t, τ) ≡
t∫

0

ψn(t − s, τ)g(xn(s, τ)) ds.

В силу равномерной сходимости (19), переходя к пределу при τ → 0, для функции y(t)
получаем

y(t) ≡
t∫

0

e−θ(t−s)g(y(s)) ds, 0 ≤ t ≤ T.

Следовательно, y(t) является решением здачи Коши (6).
Теорема доказана.

§ 2. Свойства решения начальной задачи (4)

Во введении мы отмечали, что в работе [1] исследовались свойства решений за-
дач Коши вида (1), (2) при неограниченном увеличении количества уравнений n в си-
стеме (1). Было доказано, что последовательность {xn(t, τ)} равномерно сходится при
n → ∞ к функции x(t, τ) на отрезке [0, T ], где T удовлетворяет неравенству (5), при этом
предельная функция x(t, τ) является решением начальной задачи (4). В связи с этим
возникает ряд вопросов. Что можно сказать о поведении последовательности функций
{x(t, τ)}, определяемой сходимостью (3), при τ → 0? Существует ли предел? Если он
существует, то совпадает ли он с функцией y(t), определяемой сходимостью (19), каковы
его дифференциальные свойства? Ниже мы даем ответы на эти вопросы.

Теорема 3. Пусть T > 0 удовлетворяет неравенству (5). При τ → 0 последовательность
{x(t, τ)} равномерно сходится на отрезке [0, T ]

lim
τ→0

x(t, τ) = z(t),

при этом предельная функция z(t) является решением задачи Коши (6).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть функции x(t, τ1) и x(t, τ2) являются решениями началь-
ных задач вида (4) при τ1 и τ2 соответственно. Следовательно, они удовлетворяют ин-
тегральным тождествам

x(t, τ1) =

t−τ1∫
0

e−θ(t−s−τ1)g(x(s, τ1)) ds, τ1 ≤ t ≤ T,

x(t, τ2) =

t−τ2∫
0

e−θ(t−s−τ2)g(x(s, τ2)) ds, τ2 ≤ t ≤ T.

Для определенности будем считать τ1 > τ2.
Рассмотрим разность функций x (t, τ1) и x (t, τ2). При 0 ≤ t ≤ τ2, очевидно,

x(t, τ1) − x(t, τ2) ≡ 0. При τ2 < t ≤ τ1 по определению x(t, τ1) ≡ 0. Тогда

|x(t, τ1) − x(t, τ2)| =
∣∣∣ t−τ2∫

0

e−θ(t−s−τ2)g(x(s, τ2)) ds
∣∣∣ ≤ G|τ1 − τ2|.
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При τ1 < t ≤ T , используя условия на g(u), имеем

|x(t, τ1) − x(t, τ2)| ≤
∣∣∣ t−τ1∫

0

e−θ(t−s−τ1)(g(x(s, τ1)) − g(x(s, τ2)) ds
∣∣∣ +

+
∣∣∣ t−τ2∫
t−τ1

e−θ(t−s−τ2)g(x(s, τ2)) ds
∣∣∣ +

∣∣∣ t−τ1∫
0

g(x(s, τ2))(e−θ(t−s−τ1) − e−θ(t−s−τ2)) ds
∣∣∣ ≤

≤ L

t−τ1∫
0

e−θ(t−s−τ1) ds max
ξ∈[0,T ]

|x(ξ, τ1) − x(ξ, τ2)| + G|τ1 − τ2| +

+ G

t−τ1∫
0

(
e−θ(t−s−τ1) − e−θ(t−s−τ2)

)
ds =

= L
1 − e−θ(t−τ1)

θ
max

ξ∈[0,T ]
|x(ξ, τ1) − x(ξ, τ2)| + G|τ1 − τ2| +

+ G
(1 − e−θ(t−τ1)

θ
− e−θ(τ1−τ2) − e−θ(t−τ2)

θ

)
≤

≤ L
1 − e−θT

θ
max

ξ∈[0,T ]
|x(ξ, τ1) − x(ξ, τ2)| + 3G|τ1 − τ2|.

Отсюда получаем

max
t∈[0,T ]

|x(t, τ1) − x(t, τ2)| ≤ L
1 − e−θT

θ
max

t∈[0,T ]
|x(t, τ1) − x(t, τ2)| + 3G|τ1 − τ2|

или

max
t∈[0,T ]

|x(t, τ1) − x(t, τ2)| ≤ 3G
(
1 − L

1 − e−θT

θ

)−1
|τ1 − τ2|. (21)

Следовательно, последовательность {x(t, τ)} является фундаментальной в C[0, T ]. В си-
лу полноты пространства C[0, T ] последовательность {x(t, τ)} равномерно сходится:

lim
τ→0

x(t, τ) = z(t), 0 ≤ t ≤ T. (22)

Поскольку x(t, τ) удовлетворяет тождеству

x(t, τ) ≡
t−τ∫
0

e−θ(t−s−τ)g(x(s, τ)) ds, τ ≤ t ≤ T,

то, переходя к пределу при τ → 0, получаем

z(t) ≡
t∫

0

e−θ(t−s)g(z(t)) ds, 0 ≤ t ≤ T.

Следовательно, z(t) является решением задачи Коши (6).
Теорема доказана.

Следствие 1. Имеет место оценка

max
t∈[0,T ]

|x(t, τ) − z(t)| ≤ Cτ,

где C = 3G

(
1 − L

1 − e−θT

θ

)−1

.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Утверждение вытекает из оценки (21), если устремить τ2 к нулю.

Следствие 2. Имеет место соотношение

lim
τ→0

lim
n→∞

xn(t, τ) = lim
n→∞

lim
τ→0

xn(t, τ).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Функция y(t), определенная в (19), и функция z(t), определен-
ная в (22), являются решением задачи Коши (6). В силу единственности решения они
совпадают.
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