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В данной работе идеи Ю.Е. Аниконова о конструктивном методе решения обратных задач
прилагаются к решению обратной задачи для линейного дифференциального уравнения второго
порядка от одной пространственной переменной. В частности, получены представления для
решения и коэффициентов одномерного уравнения акустики.
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В работах Ю.Е. Аниконова [1–5] предложены и разработаны некоторые конструк-
тивные методы решения обратных задач математической физики. Одно из направлений
конструктивного метода заключается в построении из относительно простых уравне-
ний, имеющих явное решение, более сложных с существенно переменными коэффици-
ентами с целью дальнейшего одновременного определения решения и коэффициентов
более сложного уравнения, на основе полученной формулы и при наличии информации
в обратной задаче.

В данной работе идеи конструктивного метода решения обратных задач прилагаются
к решению обратной задачи для уравнения

∂2w

∂t2
= A(x)

∂2w

∂x2
+ B(x)

∂w

∂x
, (1)

где w = w(x, t), A = A(x), B = B(x), x, t ∈ R. Уравнения вида (1) находят широкое
применение при описании волновых процессов, например, в задачах акустики [6; 7].

Приведем формулы преобразования для решений и коэффициентов уравнений вто-
рого порядка. В самом общем виде формулы выписаны в работе [5], а нам они понадо-
бятся в следующем варианте.

Пусть функция F = F (y, t), y, t ∈ R, является решением уравнения
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∂t2
= α(y)

∂2F

∂y2
+ β(y)

∂F

∂y
+ σ(y)F. (2)

Введем функцию w = w(x, t) равенством

w = U(x)F (V (x), t), (3)

где U = U(x), V = V (x) — некоторые достаточно гладкие функции от переменной x.
Тогда, как показано в работе [5], функция w(x, t) удовлетворяет уравнению
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∂x
+ C(x)w, (4)

где коэффициенты A(x), B(x), C(x) определены формулами
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V ′2
, (5)
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(Все функции предполагаются дифференцируемыми достаточное число раз.)
Отметим, что формулы (5)–(7) задают преобразование эквивалентности на уравнени-

ях вида (2) и соответственно множество всех уравнений вида (2) разбивается на классы
эквивалентности относительно преобразований (5)–(7). Для того чтобы выделить класс
эквивалентных уравнений, в формулах (5)–(7) исключим производные функций U(x) и
V (x). Получим соотношение

16A(x)α(V )(C(x) − σ(V )) + 4(A(x)β2(V ) − α(V )B2(x)) +

+ 3(A(x)α
′2

(V ) − α(V )A
′2

(x)) + 4A(x)α(V )(A
′′
(x) − α

′′
(V )) +

+ 8A(x)(α(V )β
′
(V ) − α

′
(V )β(V )) − 8α(V )(A(x)B

′
(x) − A

′
(x)B(x)) = 0.

(Здесь штрих означает производную по аргументу x для коэффициентов A(x), B(x),
C(x) и по аргументу V для коэффициентов α(V ), β(V ) , σ(V )). Например, класс эк-

вивалентности волнового уравнения
∂2F

∂t2
=

∂2F

∂y2
(α = 1, β = 0, σ = 0) выделяется

соотношением

16AC − 4B2 − 3A
′2

+ 4AA
′′ − 8(AB

′ − A
′
B) = 0.

Рассмотрим для уравнения (1) следующую обратную задачу.
Определить решение w(x, t), x ≥ 0, −∞ < t < +∞, и коэффициенты A(x), B(x)

уравнения (1), если известно, что функция w удовлетворяет соотношениям

w|x=0 = η0(t),
∂w

∂x

∣∣∣∣
x=0

= η1(t), (8)

w|t=0 = w0(x), (9)

причем решение w(x, t) и коэффициенты A(x), B(x) получены по формулам (3), (5), (6)
из решения F = F (y, t) и коэффициентов α(y), β(y), σ(y) уравнения (2).

Справедлива

Теорема 1. Пусть 1) функция F = F (y, t) — решение задачи Коши
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F |y=0 = η0(t),
∂F

∂y

∣∣∣∣
y=0

= η1(t),

где коэффициенты α(y), σ(y) удовлетворяют условиям

α(0) 6= 0, σ(y) 6= 0.

2) функция V = V (x) — решение задачи Коши
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(10)

V |x=0 = 0, V
′ |x=0 = 1, (11)

где F0(y) = F (y, 0) 6= 0.
3) функция U = U(x) определена равенством

U(x) =
w0(x)

F0(V (x))
. (12)

Тогда функции w(x, t), A(x), B(x), определенные формулами (3), (5), (6), удовлетворяют
уравнению (1) и условиям (8), (9).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из определения функций U(x), V (x) следует, что

U(0) = 1, U
′
(0) = 0, V (0) = 0, V

′
(0) = 1.

Отсюда и из представления (3) получаем, что функция w(x, t) удовлетворяет условиям
(8), (9). Из того, что функция V (x) — решение уравнения (10) и из представления (12),
для U(x) непосредственными вычислениями находим, что в представлении (7) коэффи-
циент C(x) равен нулю. Теорема доказана.

Замечание 1. Если в уравнении (2) коэффициент σ(y) равен нулю, то из условий

U(0) = 1, U
′
(0) = 0

и соотношения C = 0 следует, что U = 1.

Действительно, при σ(y) = 0 соотношение C = 0 может быть переписано в виде

U
′′

=
U

′

α(V )V ′

(
α(V )

(
2V

′ U
′

U
+ V

′′

)
− β(V )(V

′
)2

)
.

Так как решение задачи Коши единственно, то U = 1 независимо от вида функции
V (x). В этом случае функция V (x) находится как решение функционального уравнения

F0(V (x)) = w0(x), V (0) = 0.
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Пример 1. На основе волнового уравнения

∂2F

∂t2
=

∂2F

∂y2

с учетом замечания получаем следующие формулы для представления решения и ко-
эффициентов обратной задачи.

Функции

w(x, t) =
1
2
(η0(t + V (x)) + η0(t − V (x))) +

1
2

∫ t+V (x)

t−V (x)
η1(ξ) dξ,

A(x) =
1

(V ′(x))2
, B(x) = − V

′′
(x)

(V ′(x))3
,

где V (x) — неявное решение уравнения

w0(x) =
1
2
(η0(V (x)) + η0(−V (x))) +

1
2

∫ +V (x)

−V (x)
η1(ξ) dξ, V (0) = 0,

удовлетворяют уравнению

∂2w

∂t2
= A(x)

∂2w

∂x2
+ B(x)

∂w

∂x

и соотношениям

w|x=0 = η0(t),
∂w

∂x

∣∣∣∣
x=0

= η1(t), w|t=0 = w0(x),

Пример 2. Если исходное уравнение (1) может быть записано в виде

c−2(x)
∂2w

∂t2
=
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∂x2
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′
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∂w
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, (13)

то коэффициенты A, B в (1) равны

A(x) = c2(x), B(x) = −ρ
′
(x)c2(x)
ρ(x)

.

В соответствии с равенствами (5), (6)

ρ(x) = exp
(
−

∫
1

UV ′
α(V )

(
β(V )UV

′2 − α(V )(2U
′
V

′
+ UV

′′
)
)
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)
, (14)

c(x) =

√
α(V )

V ′(x)
, (15)

где функция U = U(x) определена равенством

U(x) =
w0(x)

F0(V (x))
.

Уравнение (13) описывает распространение волн в среде. Функции w(x, t), c(x), ρ(x)
имеют реальный физический смысл давления, скорости распространения волны и плот-
ности среды. Поэтому формулы (14), (15), (3) позволяют моделировать физический про-
цесс распространение волн в среде с заданными начально-краевыми условиями (8), (9)
и делать выводы о физических параметрах среды.

Автор выражает благодарность Ю.Е. Аниконову за постановку задачи и обсуждение
полученных результатов.
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