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В работе рассматриваются краевые задачи в полупространстве для одного класса квази-
эллиптических систем. Предполагается, что краевые задачи удовлетворяют условию Лопатин-
ского. Устанавливается однозначная разрешимость краевых задач в некоторой шкале весовых
соболевских пространств. Получены достаточные условия разрешимости краевых задач. Приве-
ден пример краевой задачи, для которой возникающие условия разрешимости являются также
необходимыми.

Ключевые слова: квазиэллиптическая система, краевая задача, условие Лопатинского, весо-
вое соболевское пространство, условие разрешимости.

§ 1. Постановка задачи, формулировка теорем

В работе рассматриваются краевые задачи в R+
n = {x = (x′, xn) : x′ ∈ Rn−1, xn > 0}

для квазиэллиптических систем следующего вида:
{

L(Dx)U = F (x), x ∈ R+
n ,

B(Dx)U
∣∣
xn=0

= 0.
(1)

Сформулируем условия на матричные дифференциальные операторы L(Dx) и B(Dx).

Обозначим через lj,r(iη), bj,r(iη) элементы матриц L(iη), B(iη), являющихся символами

соответствующих матричных дифференциальных операторов.

Условие 1. Пусть матрица L(iη) имеет размер m × m, и ее элементы однородны отно-

сительно вектора α = (α1, . . . ,αn), 1/αj ∈ N , αn < 1, т. е. для любого c > 0 справедливы

равенства

lj,r(c
αiη) = clj,r(iη), j, r = 1, . . . ,m.

Условие 2. Равенство detL(iη) = 0, η ∈ Rn, имеет место тогда и только тогда, когда

η = 0.

Матричные операторы, удовлетворяющие условиям 1, 2, входят в класс квазиэллип-

тических операторов, введенных Л.Р. Волевичем [1].

Из условия 2 вытекает, что уравнение

detL(is, iλ) = 0, s ∈ Rn−1\{0} (2)
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не имеет вещественных корней по λ. Обозначим через µ число корней, лежащих в верх-

ней полуплоскости.

Условие 3. Пусть матрица B(iη) имеет размер µ×m, и ее элементы однородны относи-

тельно вектора α, т. е. для любого c > 0 существует вектор (β1, . . . ,βµ), 0 ≤ βj ≤ 1−αn,

такой, что справедливы равенства

bj,r(c
αiη) = cβjbj,r(iη), j = 1, . . . ,µ, r = 1, . . . ,m.

Условие 4. Краевая задача (1) удовлетворяет условию Лопатинского, т. е. краевая за-

дача на полупрямой




L(is,Dxn)v = 0, xn > 0,

B(is,Dxn)v
∣∣
xn=0

= ϕ, sup
xn>0

|v| < ∞ (3)

при s ∈ Rn−1\{0} однозначно разрешима для любой ϕ.

В дальнейшем будем использовать следующие обозначения:

l = (1/α1, . . . , 1/αn), |α| =
n∑

i=1

αi, 1 < p < ∞, 1/p + 1/p′ = 1, 〈x〉2 =
n∑

i=1

x
2/αi

i .

В работе устанавливается однозначная разрешимость краевых задач вида (1) в ве-

совых соболевских пространствах W l
p,σ(R+

n ), 1 < p < ∞, 0 ≤ σ ≤ 1, введенных в [2].

Согласно определению, W l
p,σ(R+

n ) — пополнение множества функций из C∞(R+
n ), рав-

ных нулю при больших |x|, по норме
∥∥u(x),W l

p,σ(R+
n )
∥∥ =

∑

0≤βα≤1

∥∥(1 + 〈x〉)−σ(1−βα)Dβ
x u(x), Lp(R

+
n )
∥∥.

Отметим, что W l
p,0(R

+
n ) = W l

p(R
+
n ).

Будем говорить, что вектор-функция U(x) =
(
U1(x), . . . , Um(x)

)T
принадлежит про-

странству

Wl

p,σ(R+
n ) =

m∏

1

W l

p,σ(R+
n ), 0 ≤ σ ≤ 1,

если каждая ее компонента U r(x) принадлежит W l
p,σ(R+

n ), и будем писать

∥∥U(x),Wl

p,σ(R+
n )
∥∥ =

m∑

r=1

∥∥U r(x),W l

p,σ(R+
n )
∥∥.

Будем писать также

Lp(R
+
n ) =

m∏

1

Lp(R
+
n ).

Повторяя рассуждения из работ [3; 4], нетрудно доказать следующую теорему о без-

условной разрешимости краевой задачи (1) в пространстве Wl
p,σ(R+

n ).

Теорема 1. Пусть |α| > 1 и |α|/p > σ > 1 − |α|/p′. Тогда краевая задача (1) имеет

единственное решение U(x) ∈ Wl
p,σ(R+

n ) для любой вектор-функции F (x) ∈ Lp(R
+
n ),

(1 + 〈x〉)σF (x) ∈ L1(R
+
n ), при этом справедлива оценка

∥∥U(x),Wl

p,σ(R+
n )
∥∥ ≤ c

(∥∥F (x),Lp(R
+
n )
∥∥+

∥∥(1 + 〈x〉)σF (x),L1(R
+
n )
∥∥)

с константой c > 0, не зависящей от F (x).
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Как следует из теоремы 1, однозначная разрешимость задачи (1) в пространстве

Wl
p,σ(R+

n ) имеет место при ограничениях на показатель σ степенного веса. Эти ограни-

чения являются существенными. В частности, при |α|/p < σ однородная задача может

иметь нетривиальные решения. Если σ ≤ 1−|α|/p′, то существуют краевые задачи, кото-

рые не имеют решений в Wl
p,σ(R+

n ) даже для финитных бесконечно дифференцируемых

F (x). В следующей теореме мы указываем условия на F (x), при которых краевая задача

(1) однозначно разрешима в пространстве Wl
p,σ(R+

n ) при σ ≤ 1 − |α|/p′.

Теорема 2. Пусть |α| > 1 и αn − |α|/p′ < σ ≤ 1 − |α|/p′. Тогда для любой вектор-

функции F (x) ∈ Lp(R
+
n ), удовлетворяющей условиям

(1 + 〈x〉)d+αmaxF (x) ∈ L1(R
+
n ), d = 1 − |α|/p′, αmax = max{α1, . . . ,αn},

∫

R+
n

xνF (x) dx = 0 для всех мультииндексов ν таких, что αν ≤ d − σ,
(4)

краевая задача (1) имеет единственное решение U(x) ∈ Wl
p,σ(R+

n ), при этом справед-

лива оценка

∥∥U(x),Wl

p,σ(R+
n )
∥∥ ≤ c

(∥∥F (x),Lp(R
+
n )
∥∥+

∥∥(1 + 〈x〉)d+αmaxF (x),L1(R
+
n )
∥∥
)

(5)

с константой c > 0, не зависящей от F (x).

Замечание 1. Теорема 2 обобщает ряд результатов из [3; 5]. Отметим, что при σ = 0 в

анизотропном случае (αi 6= αj) эта теорема усиливает соответствующий результат из [3].

Замечание 2. Из работы [6] следует, что при выполнении достаточно жесткого условия

на граничный оператор
∫

Γ

B(is, iλ)L−1(is, iλ) dλ ≡ 0, s ∈ Rn−1, 〈s〉 = 1, (6)

где L−1(is, iλ) — обратная матрица к L(is, iλ), Γ — контур в комплексной плоскости,

охватывающий все корни уравнения det L(is, iλ) = 0, краевая задача (1) безусловно

разрешима в Wl
p(R

+
n ), 1 − αn − |α|/p′ < 0 ≤ 1 − |α|/p′. Однако если (6) не выполнено,

то, как показывают примеры, условия ортогональности на правую часть системы вида

(4) близки к необходимым для разрешимости в Wl
p,σ(R+

n ) при σ ≤ 1 − |α|/p′. В § 4 мы

приводим пример такой краевой задачи.

§ 2. Построение приближенного решения краевой задачи

Опишем конструкцию приближенного решения задачи (1), построенную в [4]. Она

основана на использовании интегрального представления функций f(x′) ∈ Lp(Rn−1),

полученного С.В. Успенским [7; 8]:

f(x′) = lim
k→∞

(2π)1−n

k∫

1/k

v−1

∫

Rn−1

∫

Rn−1

exp (i(x′ − y′)s)G(svα′
)f(y′) ds dy′dv, (7)
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где

G(s) = 2N〈s〉2N exp (−〈s〉2N ), α′ = (α1, . . . ,αn−1), 〈s〉2 =

n−1∑

i=1

s
2/αi

i ,

предел понимается в смысле сходимости в Lp(Rn−1). Натуральное число N можно вы-

брать сколь угодно большим.

Определим контурные интегралы

J+(s, xn) =
1

2π

∫

Γ+(s)

exp (ixnλ)

a(is, iλ)
dλ, J−(s, xn) = − 1

2π

∫

Γ−(s)

exp (ixnλ)

a(is, iλ)
dλ,

где контур Γ+(s) охватывает все корни уравнения (2), лежащие в верхней полуплоско-

сти, а контур Γ−(s) — корни, лежащие в нижней полуплоскости; a(is, iλ) = det L(is, iλ).

Пусть {ω1(s, xn), . . . ,ωµ(s, xn)} — канонический базис краевой задачи (3), т. е. каж-

дая вектор-функция ωj(s, xn) является решением (3) с единичным граничным вектором

ϕ = ej, j-я компонента которого равна 1.

Для любой вектор-функции F (x) ∈ Lp(R
+
n )∩L1(R

+
n ), используя интегральное пред-

ставление (7), введенные контурные интегралы, определим приближенное решение кра-

евой задачи (1), следуя [4], как

Uk(x) = (2π)(1−n)/2

k∫

1/k

v−1

∫

Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
)ω(s, xn) dsdv, (8)

где вектор-функция ω(s, xn) является решением краевой задачи для обыкновенных

дифференциальных уравнений с параметром s ∈ Rn−1\{0}:




L(is,Dxn)ω = F̃ (s, xn), xn > 0,

B(is,Dxn)ω|xn=0 = 0, sup
xn>0

|ω| < ∞.
(9)

Здесь F̃ (s, xn) — преобразование Фурье вектор-функции F (x′, xn) относительно x′. По-

скольку выполнено условие Лопатинского, то краевая задача (9) однозначно разрешима.

Ее решение можно представить в виде

ω(s, xn) = L̃(is,Dxn)RF̃ (s, xn) +

µ∑

j=1

ϕj(s)ωj(s, xn), (10)

где L̃(is, iλ) — взаимная матрица к L(is, iλ),

RF̃ (s, xn) =

xn∫

0

J+(s, xn − yn)F̃ (s, yn) dyn +

∞∫

xn

J−(s, xn − yn)F̃ (s, yn) dyn,

ϕj(s) = −Bj(is,Dyn)L̃(is,Dyn)RF̃ (s, yn)
∣∣
yn=0

,

Bj(is,Dyn) = (bj,1(is,Dyn) . . . bj,m(is,Dyn)).

Из предыдущих рассуждений вытекает, что
{

L(Dx)Uk(x) = Fk(x), x ∈ R+
n ,

B(Dx)Uk(x
′, xn)

∣∣
xn=0

= 0,
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где

Fk(x) = (2π)1−n

k∫

1/k

v−1

∫

Rn−1

∫

Rn−1

exp (i(x′ − y′)s)G(svα′
)F (y′, xn) ds dy′dv.

Следовательно, в силу (7) вектор-функцию Uk(x) можно рассматривать в качестве при-

ближенного решения краевой задачи (1). Таким образом, для доказательства теоремы 2

нам нужно провести оценки Uk(x) в норме Wl
p,σ(R+

n ).

Далее нам понадобятся следующие леммы. Доказательство этих лемм нетрудно про-

вести, пользуясь рассуждениями из [8. Гл. 4].

Лемма 1. При s ∈ Rn−1\{0}, j = 0, . . . , 1/αn − 2, имеют место тождества

∫

R

exp (iξnxn)(iξn)j+1lr,l(is, iξn) dξn = 2π
(
θ(xn)Dj+1

xn
L̃r,l(is,Dxn)J+(s, xn) +

+ θ(−xn)Dj+1
xn

L̃r,l(is,Dxn)J−(s, xn)
)

, r, l = 1, . . . ,m,

где lr,l(is, iξn) — элементы матрицы L−1(is, iξn), L̃r,l(is, iξn) — элементы матрицы

L̃(is, iξn), θ(xn) — функция Хевисайда.

Лемма 2. Для любого c > 0 справедливы соотношения

L̃r,l(is,Dxn)J+(s, xn) = c1−αnL̃r,l(c
α′

is,Dyn)J+(cα′
s, yn)

∣∣
yn=c−αnxn

,

L̃r,l(is,Dxn)J−(s, xn) = c1−αnL̃r,l(c
α′

is,Dyn)J−(cα′
s, yn)

∣∣
yn=c−αnxn

,

ωr
j(s, xn) = cβjωr

j(c
α′

s, c−αnxn), r, l = 1, . . . ,m, j = 1, . . . ,µ,

ωr
j(s, xn) — компоненты вектор-функции ωj(s, xn).

Лемма 3. При xn > 0 и s ∈ Rn−1\{0} для любых γn, κ = (κ1, . . . , κn−1) справедливы

оценки

|Dκ

s (Dγn
xn

L̃r,l(is,Dxn)J+(s, xn))| ≤ c〈s〉(γn+1)αn−κα′−1 exp (−δxn〈s〉αn),

|Dκ

s (Dγn
xn

L̃r,l(is,Dxn)J−(s,−xn))| ≤ c〈s〉(γn+1)αn−κα′−1 exp (−δxn〈s〉αn),

|Dκ

s Dγn
xn
ωr

j(s, xn)| ≤ c〈s〉γnαn−κα′−βj exp (−δxn〈s〉αn), r, l = 1, . . . ,m, j = 1, . . . ,µ,

где c, δ > 0 — константы.

§ 3. Доказательство теоремы 2

Рассмотрим вектор-функцию Uk(x) из (8) и представим ее в следующем виде:

Uk(x) = U0,k(x) +

µ∑

j=1

Uj,k(x), (11)

где

U0,k(x) = (2π)(1−n)/2

k∫

1/k

v−1

∫

Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
)L̃(is,Dxn)R F̃ (s, xn) dsdv,
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Uj,k(x) = (2π)(1−n)/2

k∫

1/k

v−1

∫

Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
)ϕj(s)ωj(s, xn) dsdv.

Установим оценки вектор-функций U0,k(x), Uj,k(x) в норме пространства Wl
p,σ(R+

n ).

В дальнейшем будем считать, что показатель N в определении функции G(s) доста-

точно большой.

Лемма 4. Пусть F (x) ∈ Lp(R
+
n )∩L1(R

+
n ). Тогда для вектор-функции U0,k(x) при βα =

= 1 имеет место оценка

∥∥Dβ
x U0,k(x),Lp(R

+
n )
∥∥ ≤ c

∥∥F (x),Lp(R
+
n )
∥∥,

где c > 0 — константа, не зависящая от F (x), k, причем при k1, k2 → ∞ имеет место

сходимость ∥∥Dβ
x U0,k1(x) − Dβ

x U0,k2(x),Lp(R
+
n )
∥∥→ 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. См. в работе [4].

Лемма 5. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда для вектор-функции U0,k(x) при

1 > βα ≥ 0 имеет место оценка

∥∥(1 + 〈x〉)−σ(1−βα)Dβ
x U0,k(x),Lp(R

+
n )
∥∥ ≤ c

(∥∥F (x),Lp(R
+
n )
∥∥+

+
∥∥(1 + 〈x〉)−σβα+d+αmaxF (x),L1(R

+
n )
∥∥
)
, (12)

где c > 0 — константа, не зависящая от F (x), k, причем при k1, k2 → ∞ имеет место

сходимость

∥∥(1 + 〈x〉)−σ(1−βα)
(
Dβ

x U0,k1(x) − Dβ
x U0,k2(x)

)
,Lp(R

+
n )
∥∥→ 0. (13)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Основной трудностью при установлении нужной оценки явля-

ется случай, когда |β| = 0. Остановимся на нем подробней.

Рассмотрим j-ю компоненту вектор-функции U0,k(x)

U j
0,k(x) = (2π)(1−n)/2

k∫

1/k

v−1

∫

Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
)

m∑

r=1

L̃j,r(is,Dxn)RF̃ r(s, xn) ds dv,

j = 1, . . . ,m. Разобьем функцию U j
0,k(x) на два слагаемых:

U j
0,k(x) = Φ1,k(x) + Φ2,k(x), (14)

где

Φ1,k(x) = (2π)(1−n)/2
m∑

r=1

1∫

1/k

v−1

∫

Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
)L̃j,r(is,Dxn)RF̃ r(s, xn) ds dv,

Φ2,k(x) = (2π)(1−n)/2
m∑

r=1

k∫

1

v−1

∫

Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
)L̃j,r(is,Dxn)RF̃ r(s, xn) ds dv.
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Поскольку σ ≥ 0, рассуждая, как и при доказательстве леммы 5 из [9], пользуясь при

этом леммами 2, 3, нетрудно получить оценку

∥∥(1 + 〈x〉)−σΦ1,k(x), Lp(R
+
n )
∥∥ ≤ c1

m∑

r=1

∥∥F r(x), Lp(R
+
n )
∥∥ (15)

с константой c1 > 0, не зависящей от F (x) и k.

Рассмотрим функцию Φ2,k(x). Продолжим вектор-функцию F (x) нулем при xn < 0.

Обозначим через F̂ (η) преобразование Фурье вектор-функции F (x) относительно x. Вос-

пользуемся тождеством

L̃(is,Dxn)RF̃ (s, xn) ≡ (2π)−1/2

∫

R

exp (ixnξn)L−1(is, iξn)F̂ (s,ξn) dξn

для s ∈ Rn−1\{0} (доказательство см. в работе [4]). Тогда Φ2,k(x) перепишется в виде

Φ2,k(x) = (2π)−n/2
m∑

r=1

k∫

1

v−1

∫

Rn

exp (ixη)G(svα′
)lj,r(iη)F̂ r(η) dη dv,

где η = (s,ξn), lj,r(iη) — элементы матрицы L−1(iη). Поскольку вектор-функция F (x)

удовлетворяет условиям (4), пользуясь леммой Адамара, нетрудно получить следующее

представление F̂ (η):

F̂ (η) =
∑

ν:
αν≤d−σ

cν

∑

q:

αν+αq>d−σ

ηνηq

∫

Rn

[ 1∫

0

. . .

1∫

0

λ|ν|λ
2
|ν|−1 . . . λ

|ν|
1 ×

× exp (−iλ|ν|+1 . . . λ1ηy) dλ|ν|+1 . . . dλ1

]
(−i)|ν|+1yνyqF (y) dy,

где суммирование ведется по всем мультииндексам ν = (ν1, . . . ,νn) таким, что выпол-

няются неравенства αν ≤ d − σ < αν + αmax, и по всем q таким, что αν + αq > d − σ,

cν > 0 — некоторые постоянные. Воспользуемся этим представлением для оценки функ-

ции Φ2,k(x). Применяя неравенство Минковского, оценку вида

〈x − λy〉(1 + 〈x〉)−1 ≤ a(1 + 〈λy〉)

и неравенство Юнга, имеем

∥∥(1 + 〈x〉)−σΦ2,k(x), Lp(R
+
n )
∥∥ ≤ c2

m∑

r=1

∑

ν:
αν≤
≤d−σ

∑

q:
αν+αq>

>d−σ

∥∥(1 + 〈y〉)σyνyqF
r(y), L1(R

+
n )
∥∥×

×
k∫

1

v−1

1∫

0

. . .

1∫

0

∥∥∥∥〈x〉−σ

∫

Rn

exp (ixη)G(svα′
)ηνηql

j,r(iη) dη, Lp(R
+
n )

∥∥∥∥ dλ1 . . . dλ|ν|+1 dv.

Введем обозначения

Kν,q(v, x′, xn) =

∫

Rn

exp (ixη)G(svα′
)ηνηql

j,r(iη) dη.
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Поскольку имеют место равенства

Kν,q(v, x′, xn) = v1−|α|−αν−αqKν,q(1, x
′v−α′

, xnv−αn),

то, сделав замену zi = xiv
−αi , i = 1, . . . , n, получим

∥∥(1 + 〈x〉)−σΦ2,k(x), Lp(R
+
n )
∥∥ ≤ c2

m∑

r=1

∑

ν:
αν≤
≤d−σ

∑

q:
αν+αq>

>d−σ

k∫

1

v−1+d−σ−αν−αq dv ×

×
∥∥〈z〉−σKν,q(1, z

′, zn), Lp(R
+
n )
∥∥∥∥(1 + 〈x〉)σxνxqF

r(x), L1(R
+
n )
∥∥.

Для доказательства оценки

‖(1 + 〈x〉)−σΦ2,k(x), Lp(R
+
n )‖ ≤ c3

m∑

r=1

‖(1 + 〈x〉)d+αmaxF r(x), L1(R
+
n )‖ (16)

с константой c3 > 0, не зависящей от F (x), k, достаточно показать, что

‖〈z〉−σKν,q(1, z
′, zn), Lp(R

+
n )‖ ≤ c < ∞. (17)

В силу условий леммы |α|/p > σ. Также из условий леммы имеем, что d − σ < 1 − αn,

следовательно, в (17) νn < 1/αn−1. Проводя аналогичные рассуждения, что и в лемме 20

[3. § 3], нетрудно показать, что если в определении функции G(s) взять показатель N

достаточно большим, то, пользуясь леммами 1, 3, получим оценку (17).

Из (14)–(16) будем иметь требуемое неравенство (12) при |β| = 0. Доказательство

сходимости (13) проводится аналогично. Лемма доказана.

Лемма 6. Пусть F (x) ∈ Lp(R
+
n ) ∩ L1(R

+
n ). Тогда для вектор-функции Uj,k(x), j =

= 1, . . . ,µ, при βα = 1 имеет место оценка

‖Dβ
x Uj,k(x),Lp(R

+
n )‖ ≤ c‖F (x),Lp(R

+
n )‖,

где c > 0 — константа, не зависящая от F (x), k, причем при k1, k2 → ∞ выполнено

‖Dβ
x Uj,k1(x) − Dβ

x Uj,k2(x),Lp(R
+
n )‖ → 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. См. в работе [4].

Лемма 7. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда для вектор-функции Uj,k(x),

j = 1, . . . ,µ, при 1 > βα ≥ 0 справедлива оценка

∥∥(1 + 〈x〉)−σ(1−βα)Dβ
x Uj,k(x),Lp(R

+
n )
∥∥ ≤ c

(∥∥F (x),Lp(R
+
n )
∥∥+

+
∥∥(1 + 〈x〉)−σβα+d+αmaxF (x),L1(R

+
n )
∥∥), (18)

где c > 0 — константа, не зависящая от F (x), k, причем при k1, k2 → ∞ выполнено

∥∥(1 + 〈x〉)−σ(1−βα)
(
Dβ

x Uj,k1(x) − Dβ
x Uj,k2(x)

)
,Lp(R

+
n )
∥∥→ 0. (19)
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Разобьем вектор-функцию Uj,k(x) из (11) на два слагаемых:

Uj,k(x) = (2π)(1−n)/2

1∫

1/k

v−1

∫

Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
)ϕj(s)ωj(s, xn) ds dv +

+ (2π)(1−n)/2

k∫

1

v−1

∫

Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
)ϕj(s)ωj(s, xn) dsdv = U1,j,k(x) + U2,j,k(x). (20)

Оценим U1,j,k(x). Поскольку σ ≥ 0, то, рассуждая, как и при доказательстве леммы

9 из [5], получим

∥∥(1 + 〈x〉)−σU1,j,k(x),Lp(R
+
n )
∥∥ ≤ c

∥∥F (x),Lp(R
+
n )
∥∥, (21)

где константа c > 0 не зависит от F (x) и k.

Рассмотрим вектор-функцию U2,j,k(x). В силу определения функции ϕj(s), однород-

ности элементов матриц L(iη), B(iη) вектор-функцию U2,j,k(x) можно переписать как

U2,j,k(x) =
m∑

r=1

Vr,j,k(x), (22)

где

Vr,j,k(x) = (2π)(1−n)/2

k∫

1

v−1

∫

Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
)

∞∫

0

Wj,r(s, zn)F̃ r(s, zn) dznωj(s, xn) ds dv,

Wj(s, zn) = (Wj,1(s, zn), . . . ,Wj,m(s, zn)) = −Bj(is,Dyn)L̃(is,Dyn)J−(s, yn − zn)
∣∣
yn=0

. По-

скольку вектор-функция F (x) удовлетворяет условиям (4), то, используя лемму Адама-

ра, функцию

∞∫

0

Wj,r(s, zn)F̃ r(s, zn) dzn можно представить в виде

∞∫

0

Wj,r(s, zn)F̃ r(s, zn) dzn =

∞∫

0

Wj,r(s, zn)
∑

ν=(ν′,0):

α′ν′≤d−σ

cνsν′

1∫

0

. . .

1∫

0

λ
|ν′|
1 λ

|ν′|−1
2 . . . λ|ν′| ×

×
∑

q 6=n:

α′ν′+αq>d−σ

sqD
ν′

ξ Dξq
F̃ r(ξ, zn)

∣∣∣
ξ=λ|ν′|+1...λ1s

dλ|ν′|+1 . . . dλ1 dzn +

+
∑

ν:
αν≤d−σ,

αν+αn>d−σ

cνsν′

∞∫

0

zνn
n

1∫

0

. . .

1∫

0

λνn

1 λ
νn−1
2 . . . λνn ×

× znDνn+1
yn

Wj,r(s, yn)
∣∣∣
yn=λνn+1...λ1zn

[
Dν′

s F̃ r(s, zn)
]∣∣∣

s=0
dλνn+1 . . . dλ1dzn, (23)

где cν > 0 — некоторые постоянные. Используя (23), перепишем Vr,j,k(x) следующим

образом:

Vr,j,k(x) = I1,r,k(x) + I2,r,k(x), (24)

где
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I1,r,k(x) = (2π)1−n

k∫

1

v−1

∫

Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
) ×

×
∞∫

0

Wj,r(s, zn)

{ ∑

ν′:
α′ν′≤d−σ

cν

∑

q 6=n:

α′ν′+αq>d−σ

sν′
sq ×

×
∫

Rn−1

[ 1∫

0

. . .

1∫

0

λ|ν′|λ
2
|ν′|−1 . . . λ

|ν′|
1 exp (−iλ|ν′|+1 . . . λ1z

′s) dλ|ν′|+1 . . . dλ1

]
×

× (−i)|ν
′|+1z′ν

′
zqF

r(z′, zn) dz′
}

dznωj(s, xn) ds dv,

I2,r,k(x) = (2π)1−n

k∫

1

v−1

∫

Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
)

{ ∑

ν:
αν≤d−σ,

αν+αn>d−σ

cνsν′ ×

×
∫

R+
n

[ 1∫

0

. . .

1∫

0

zνn+1
n Dνn+1

yn
Wj,r(s, yn)

∣∣∣
yn=λνn+1...λ1zn

λνn

1 λ
νn−1
2 . . . λνn dλνn+1 . . . dλ1

]
×

× (−i)|ν
′|z′ν

′
F r(z′, zn) dz

}
ωj(s, xn) ds dv.

Поскольку σ ≥ 0 и |α|/p > σ, то, проводя для I1,r,k(x), I2,r,k(x) аналогичные рассуждения

из доказательства леммы 20 [3. § 4], пользуясь леммами 2, 3, получим

∥∥(1 + 〈x〉)−σI1,r,k(x),Lp(R
+
n )
∥∥ ≤ c

∥∥(1 + 〈x〉)d+αmaxF r(x), L1(R
+
n )
∥∥, (25)

∥∥(1 + 〈x〉)−σI2,r,k(x),Lp(R
+
n )
∥∥ ≤ c

∥∥(1 + 〈x〉)d−σ+αmaxF r(x), L1(R
+
n )
∥∥. (26)

В силу (20)–(22), (24)–(26) получим требуемую оценку (18) при |β| = 0. Аналогично

устанавливается оценка при 0 < βα < 1, а также сходимость (19). Лемма доказана.

Доказательство теоремы вытекает непосредственно из только что доказанных лемм.

Из лемм 4–7 следует, что для любой вектор-функции F (x) ∈ Lp(R
+
n ), удовлетворяющей

условиям (4), вектор-функция Uk(x) = U0,k(x) +
µ∑

j=1
Uj,k(x) принадлежит Wl

p,σ(R+
n ),

αn − |α|/p′ < σ ≤ 1 − |α|/p′, при этом выполняется оценка

∥∥Uk(x),Wl

p,σ(R+
n )
∥∥ ≤ c

(∥∥F (x),Lp(R
+
n )
∥∥+

∥∥(1 + 〈x〉)d+αmaxF (x),L1(R
+
n )
∥∥
)

с константой c > 0, не зависящей от F (x), k, и

∥∥Uk1(x) − Uk2(x),Wl

p,σ(R+
n )
∥∥→ 0 при k1, k2 → ∞.

Отсюда следует, что последовательность вектор-функций {Uk(x)} фундаментальна в

пространстве Wl
p,σ(R+

n ). Поэтому в силу полноты Wl
p,σ(R+

n ) существует вектор-функция

U(x) ∈ Wl
p,σ(R+

n ) такая, что

∥∥Uk(x) − U(x),Wl

p,σ(R+
n )
∥∥→ 0 при k → ∞.
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Кроме того для U(x) выполнена оценка (5). Полученная вектор-функция U(x) являет-

ся решением краевой задачи (1). Нетрудно установить единственность задачи (1), сле-

дуя [8; 9].

§ 4. Пример

В качестве примера, иллюстрирующего теоремы 1, 2 и показывающего, что условия

на F (x) по существу, рассмотрим вторую краевую задачу теории упругости для системы

уравнений Навье [10]: {
L(Dx)U = F (x), x ∈ R+

3 ,

B(Dx)U
∣∣
x3=0

= 0,
(27)

где

L(Dx) =




µ△ + (λ + µ)D2
x1

(λ + µ)D2
x1x2

(λ + µ)D2
x1x3

(λ + µ)D2
x1x2

µ△ + (λ + µ)D2
x2

(λ + µ)D2
x2x3

(λ + µ)D2
x1x3

(λ + µ)D2
x2x3

µ△ + (λ + µ)D2
x3


 ,

B(Dx) =




µDx3 0 µDx1

0 µDx3 µDx2

λDx1 λDx2 (λ + 2µ)Dx3


 ,

U(x) =
(
U1(x), U2(x), U3(x)

)T
, F (x) =

(
F 1(x), F 2(x), F 3(x)

)T
, λ, µ — постоянные Ламе,

µ > 0, 3λ + 2µ > 0, △ — оператор Лапласа по x.

Операторы L(Dx) и B(Dx) удовлетворяют условиям 1–4, сформулированным в § 1.

Оператор L(Dx) — эллиптический, для него detL(iη) = −µ2(λ+2µ)|η|6, вектор однород-

ности α = (1/2, 1/2, 1/2), β1 = β2 = β3 = 1/2. Нетрудно проверить, что рассматриваемая

краевая задача удовлетворяет условию Лопатинского.

Из теоремы 1 следует однозначная разрешимость краевой задачи (27) в пространстве

W2
p,σ(R+

3 ), 0 ≤ σ ≤ 1, 3
2p − 1

2 < σ < 3
2p , для любой вектор-функции F (x) ∈ Lp(R

+
3 ),

(1 + |x|2)σF (x) ∈ L1(R
+
3 ). Отсюда, учитывая, что пространство W 2

p,σ(R+
3 ) при σ = 0

совпадает с соболевским пространством W 2
p (R+

3 ), получаем безусловную разрешимость

краевой задачи в W2
p(R

+
3 ) при p > 3.

Вопрос о разрешимости задачи (27) в W2
p(R

+
3 ) при p ≤ 3 является более сложным.

Отметим, что поскольку

(2π)−1

∫

Γ

B(is, iλ)L−1(is, iλ) dλ =




1 0 0

0 1 0

0 0 −1


, s ∈ R2, |s| = 1,

то условие (6) не выполнено. Достаточные условия разрешимости в этом случае даются

в теореме 2 в виде условий ортогональности F (x) некоторым полиномам. В частности,

для разрешимости в W2
p(R

+
3 ) при 3/2 < p ≤ 3 требуются условия

∫

R+
3

F j(x) dx = 0, j = 1, 2, 3. (28)
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Ниже мы покажем, что эти условия являются и необходимыми для разрешимости в

W2
p(R

+
3 ) при 3/2 < p ≤ 2.

Предположим, что для некоторой вектор-функции F (x) ∈
3∏
1

C∞
0 (R+

3 ), не удовлетво-

ряющей условию (28), краевая задача (27) имеет решение U(x) ∈ W2
p(R

+
3 ), 3/2 < p ≤ 2.

В силу неравенства Хаусдорфа–Юнга для каждой компоненты вектор-функции U(x)

имеет место оценка

‖‖Ũ r(s, x3), Lp′(R2)‖, Lp(R
+)‖ ≤ c1‖U r(x), Lp(R

+
3 )‖, r = 1, 2, 3, (29)

где Ũ r(s, x3) — частичное преобразование Фурье по (x1, x2) функции U r(x1, x2, x3). При

s ∈ R2\{0} вектор-функция Ũ(s, x3) является решением краевой задачи




L(is,Dx3)Ũ = F̃ (s, x3), x3 > 0,

B(is,Dx3)Ũ
∣∣
x3=0

= 0, sup
x3>0

|Ũ | < ∞.

Поскольку для краевой задачи выполнено условие Лопатинского, следовательно, ее ре-

шение можно представить в виде (10). Преобразуем последнее слагаемое в (10). Тогда

Ũ(s, x3) примет вид

Ũ(s, x3) =

x3∫

0

L̃(is,Dx3)J+(s, x3−y3)F̃ (s, y3) dy3 +

∞∫

x3

L̃(is,Dx3)J−(s, x3−y3)F̃ (s, y3) dy3+

+
3∑

j=1

∞∫

0

ωj(s, x3)Wj(s, y3)F̃ (s, y3) dy3,

где Wj(s, y3) = −Bj(is,Dz3)L̃(is,Dz3)J−(s, z3 − y3)
∣∣
z3=0

.

Рассмотрим вектор-функцию Ũ(s, x3) при x3 ≥ a = max
r

{
diam(suppF r(x))

}
. В случае

x3 ≥ a вектор-функция F (x) = 0, и вектор-функция Ũ(s, x3) представима в виде

Ũ(s, x3) =

∞∫

0

(
L̃(is,Dx3)J+(s, x3 − y3) +

3∑

j=1

ωj(s, x3)Wj(s, y3)
)
F̃ (s, y3) dy3.

При x3 > 0, s ∈ R2\{0} определим матрицу

Ω(s, x3, y3) = L̃(is,Dx3)J+(s, x3 − y3) +

3∑

j=1

ωj(s, x3)Wj(s, y3).

Тогда

Ũ r(s, x3) =

∞∫

0

3∑

l=1

Ωr,l(s, x3, y3)F̃
l(s, y3) dy3,

где Ωr,l(s, x3, y3) — элементы матрицы Ω(s, x3, y3).

Используя представление Ũ r(s, x3), оценку (29), имеем

∥∥∥
∥∥∥

∞∫

0

3∑

l=1

Ωr,l(s, x3, y3)F̃
l(s, y3) dy3, Lp′(0 < |s| < 1)

∥∥∥, Lp(x3 > 2a)
∥∥∥ ≤ c2

∥∥U r(x), Lp(R
+
3 )
∥∥.
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Воспользуемся равенством

∞∫

0

Ωr,l(s, x3, y3)F̃
l(s, y3) dy3 =

∞∫

0

Ωr,l(s, x3, y3)
[
F̃ l(s, y3) − F̃ l(0, y3)

]
dy3 +

+

∞∫

0

[
Ωr,l(s, x3, y3) − Ωr,l(s, x3, 0)

]
F̃ l(0, y3) dy3 + Ωr,l(s, x3, 0)

∞∫

0

F̃ l(0, y3) dy3.

В силу неравенства Минковского получим

∥∥∥
∥∥∥

3∑

l=1

Ωr,l(s, x3, 0)

∞∫

0

F̃ l(0, y3) dy3, Lp′(0 < |s| < 1)
∥∥∥, Lp(x3 > 2a)

∥∥∥ ≤

≤ c2

∥∥U r(x), Lp(R
+
3 )
∥∥+

+
∥∥∥
∥∥∥

3∑

l=1

∞∫

0

Ωr,l(s, x3, y3)
[
F̃ l(s, y3) − F̃ l(0, y3)

]
dy3, Lp′(0 < |s| < 1)

∥∥∥, Lp(x3 > 2a)
∥∥∥+

+
∥∥∥
∥∥∥

3∑

l=1

∞∫

0

[Ωr,l(s, x3, y3) − Ωr,l(s, x3, 0)] F̃
l(0, y3) dy3, Lp′(0 < |s| < 1)

∥∥∥, Lp(x3 > 2a)
∥∥∥ =

= c2

∥∥U r(x), Lp(R
+
3 )
∥∥+ I1 + I2.

Проведем оценку I1, I2. Повторяя рассуждения из доказательства теоремы 10 работы [3],

получим при p > 3/2 неравенства I1 ≤ c3(a), I2 ≤ c4(a). Используя эти оценки, условие

U(x) ∈ Lp(R
+
3 ), будем иметь

∥∥∥
∥∥∥

3∑

l=1

Ωr,l(s, x3, 0)

∫

R+
3

F l(y) dy, Lp′(0 < |s| < 1)
∥∥∥, Lp(x3 > 2a)

∥∥∥ ≤ c5 < ∞. (30)

Из определения матрицы Ω(s, x3, 0) следует, что она является решением краевой

задачи для обыкновенных дифференциальных уравнений с параметром s ∈ R2\{0}:




L(is,Dx3)Ω = 0, x3 > 0,

B(is,Dx3)Ω
∣∣
x3=0

= Ψ, sup
x3>0

‖Ω‖ < ∞,

где Ψ =
(

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

)
. Отсюда нетрудно получить, что

Ω(s, x3, 0) = e−|s|x3 ×

×




1
2µ

s2
1

|s|2
x3 + λ

2µ(λ+µ)
s2
1

|s|3
− 1

µ|s|
1
2µ

s1s2
|s|2

x3 + λ
2µ(λ+µ)

s1s2
|s|3

− i
2µ

s1
|s|x3 + i

2(λ+µ)
s1
|s|2

1
2µ

s1s2

|s|2
x3 + λ

2µ(λ+µ)
s1s2

|s|3
1
2µ

s2
2

|s|2
x3 + λ

2µ(λ+µ)
s2
2

|s|3
− 1

µ|s| − i
2µ

s2
|s|x3 + i

2(λ+µ)
s2

|s|2

i
2µ

s1
|s|x3 + i

2(λ+µ)
s1

|s|2
i

2µ
s2
|s|x3 + i

2(λ+µ)
s2

|s|2
x3
2µ

+ λ+2µ

2µ(λ+µ)
1
|s|


 .

Введем обозначения

Vr(a, ε) =
∥∥∥
∥∥∥

3∑

l=1

Ωr,l(s, x3, 0)

∫

R+
3

F l(y) dy, Lp′(0 < |s| < ε)
∥∥∥, Lp(x3 > 2a)

∥∥∥,

0 < ε < 1, r = 1, 2, 3. (31)
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В силу (30) Vr(a, ε) < ∞. Из явного вида матрицы Ω(s, x3, 0) получаем следующие ра-

венства:

Ωr,l(s, x3, 0) = cΩr,l(cs, c
−1x3, 0), r, l = 1, 2, 3, c > 0.

Используя эти равенства, будем иметь

Vr(c a, c−1ε) = c(3/p−1)Vr(a, ε), r = 1, 2, 3.

По определению Vr(a, ε) ≥ 0, r = 1, 2, 3. Докажем, что найдется Vj(a, ε) > 0. Пред-

положим противное, пусть все Vr(a, ε) = 0, r = 1, 2, 3. Учитывая определение Vr(a, ε), в

силу неотрицательности подынтегрального выражения эти условия эквивалентны

Ω1(s, x3, 0)g
1 + Ω2(s, x3, 0)g

2 + Ω3(s, x3, 0)g
3 = 0, x3 > 2a, 0 < |s| < ε,

где Ωl(s, x3, 0) — l-й столбец матрицы Ω(s, x3, 0), gl =
∫

R+
3

F l(y) dy, l = 1, 2, 3. Поскольку

detΩ(s, x3, 0) = e−|s|x3 λ+3µ

4µ3(λ+µ)
1

|s|3
6= 0, следовательно, g1 = g2 = g3 = 0, противоречие,

т. е. существует Vj(a, ε) > 0.

Выбирая c > 1, получим Vj(c a,c−1ε)
Vj(a,ε) ≥ 1. С другой стороны, поскольку 0 < Vj(a, ε) ≤

≤ c5 < ∞, то из определения (31) вытекает lim
c→∞

Vj(c a, c−1ε) = 0 — противоречие. По-

лученное противоречие показывает на необходимость условий ортогональности (28) для

разрешимости краевой задачи (27) в W2
p(R

+
3 ) при 3/2 < p ≤ 2.

Автор выражает благодарность Г. В. Демиденко за постановку задачи и внимание к

работе.
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