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ПОСТРОЕНИЕ И АНАЛИЗ КОМПЛЕКСНОЙ МОДЕЛИ

СЕРДЕЧНО-СОСУДИСТОЙ СИСТЕМЫ ЧЕЛОВЕКА, ВКЛЮЧАЯ

БИОФИЗИЧЕСКИЕ И БИОХИМИЧЕСКИЕ БЛОКИ∗

Объектами исследования данной работы являются процессы, происходящие в кровеносной
системе человека. В работе рассматриваются три модели сердечно-сосудистой системы челове-
ка, которые представлены системами алгебро-дифференциальных уравнений. Основной целью
работы является численный анализ этих моделей, а также поиск возможности их сопряжения,
интегрирования в одно целое.

В итоге была получена комплексная модель сердечно-сосудистой системы человека, которая
позволяет проследить динамику изменения артериального давления, потока крови и площади
сечения в течение достаточно большого промежутка времени (несколько недель!) в каждой
точке каждой артерии человека, страдающего различными патологиями кровеносной системы.
Комплексная модель позволяет рассчитать широкий спектр состояний и патологий, что дает
возможность в биологии и медицине детально изучать различные заболевания кровеносной си-
стемы человека.
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Введение

В биологии и медицине ярко выражена тенденция к математическому моделирова-

нию процессов, происходящих в организме человека. В частности, в одной из основных

физиологических систем — системе кровообращения. Актуальность моделирования кро-

веносной системы не вызывает сомнений, поскольку на сегодняшний день гипертония

стоит на первом месте по смертности среди болезней в развитых странах. Не удиви-

тельно, что для поиска возможности излечения больных от этой и других болезней кро-

веносной системы создано множество моделей. В работе рассматриваются три модели,

построенные на основе различных физических, биологических и химических законов:

модель Карааслана [1], модель Солодянникова [2] и гидродинамическая модель [3]. И на

их основе строится комплексная модель сердечно-сосудистой системы человека. Основ-

ными задачами данной работы являются:

1) получение систем уравнений моделей Карааслана и Солодянникова;

2) реализация моделей Карааслана и Солодянникова в виде пакетов прикладных

программ;
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3) проведение тестовых расчетов, моделирование различных патологий и состоя-

ний, выявление параметров, оказывающих основное влияние на величину артериального

давления;

4) поиск возможностей объединения моделей Карааслана и Солодянникова с гид-

родинамической моделью с целью получения комплексной модели сердечно-сосудистой

системы.

§ 1. Модель Карааслана

Модель Карааслана [1] и ее предшественники — модели Гайтона [4] (1972 г.), Утам-

синга [5] (1985 г.) и Колемана-Холла [6] (1992 г.) описывают долговременные физиоло-

гические процессы, регулирующие артериальное давление. В них детально изучена роль

почки и почечных гормонов. Далее (рис. 1) приведена схема блоков модели Карааслана.

Закрашенные области на ней изображают почку и сердце. Прямоугольниками представ-

лены блоки модели. Каждый блок — это отдельный процесс, описываемый уравнениями

биологических или химических законов. Связи между блоками показаны стрелочками

(сплошные стрелки — стимуляция блока, пунктирные — подавление).

Всего в модели насчитывается 36 блоков, 61 алгебраическое и 8 дифференциальных

уравнений. Эти уравнения содержат 85 параметров и констант, значения которых были

получены в ходе анатомических исследований. Система дифференциальных уравнений

имеет следующий вид:





dx1

dt
= f1 =

0,008

1 + 0,196x−1,607
3

− 0,0053 − Φu,

dx2

dt
= f2 = vasf − 10−5x2,

dx3

dt
= f3 =

Nadhs − x3

Tcdh
,

dx4

dt
= f4 = 0,75

{daauto

dt
− 0,667 · 10−4(x4 − 1)

}
,

dx5

dt
= f5 = 0,2

Pra

dt
− 0,7 · 10−4x5,

dx6

dt
= f6 = Φsodin − Φu−sod,

dx7

dt
= f7 =

(Nrs − x7)

Tr
,

dx8

dt
= f8 =

(Nals − x8)

Tal
.

Здесь x1 — объем внеклеточной жидкости, x2 — васкулярность (характеристика упруго-

сти сосудистых стенок), x3 — обезразмеренная концентрация антидиуретического гор-

мона, x4 — активность барорецепторов, x5 — эффект давления в правом предсердии

на нормализованную скорость секреции антидиуретического гормона, x6 — содержа-

ние соли в крови, x7 — обезразмеренная концентрация ренина, x8 — обезразмеренная

концентрация альдостерона в крови. Величины, входящие в правые части уравнений:

Φu — выходной поток жидкости из крови, vasf — скорость увеличения васкулярности,
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Nadhs — нормализованная скорость секреции антидиуретического гормона, aauto — ак-

тивность автономной нервной системы, Pra — давление в правом предсердии, Φu−sod —

отток соли из крови, Φsodin — приток соли в кровь, Nrs — нормализованная скорость

секреции ренина, Nals — нормализованная скорость секреции альдостерона. Все вышепе-

речисленные величины являются функциями времени и связаны между собой системой

алгебраических уравнений модели Карааслана. Tr и Tal — некоторые постоянные.

Рис. 1. Схема блоков модели Карааслана. Номера блоков указаны в круглых скобках

Пусть x = (x1, x2, . . . , x8) — вектор неизвестных, f = (f1, f2, . . . , f8) — вектор пра-

вых частей дифференциальных уравнений, u = (Φu, vasf , Nadhs, aauto, Pra,Φu−sod,Φsodin,

Nrs, Nals), g(x, u) — система алгебраических уравнений модели. Тогда система уравне-

ний модели Карааслана может быть записана в виде

dx

dt
= f(x, u), x(0) = x0, t ≥ 0, (1)

g(x, u) = 0. (2)

Начальные условия для этой системы: x0
1 = 14,2 л; x0

2 = 1,1; x0
3 = 1,225; x0

4 = 0,992;

x0
5 = 0; x0

6 = 2027 мЭк; x0
7 = 0,921; x0

8 = 0,914 (см. [1]). Эти данные определены с по-

мощью анатомических исследований. Именно такие значения переменных x1, x2, . . . , x8

характеризуют кровеносную систему здорового, взрослого человека.

Численное решение задачи (1), (2) было реализовано с помощью пакета программ

BioUML. BioUML1 — Biological Universal Modeling Language — это интегрированный

расширяемый пакет программ, созданный с использованием языка программирования

Java. При этом использовался метод Рунге–Кутта в сочетании с методом Ньютона для

определения на каждом шаге интегрирования компонент вектора u из системы (2) в

зависимости от компонент вектора x.

В результате работы программы были получены графики зависимости переменных

модели от времени. Далее был проведен ряд экспериментов для проверки работоспособ-

1http://www.biouml.org
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ности модели. Было рассмотрено влияние начальных значений параметров на значение

артериального давления с целью выявления причин гипертонии (рис. 2).

Рис. 2. Влияние относительной активности почечного симпатического нерва на среднее артери-

альное давление

Также была смоделирована солевая диета. В эксперименте входной поток соли Φsodin

варьировался следующим образом: сначала задавалось нормальное потребление соли

(0,126 моль/мин), затем через два дня потребление соли скачком увеличивается при-

мерно в 2 раза, еще через три с половиной дня потребление соли скачком падает почти

до нуля (рис. 3):

Φsodin =





0,126, 0 ≤ t < 3000,

0,26, 3000 ≤ t < 8000,

0,02, t ≥ 8000.

Здесь значение Φsodin представлено в молях в минуту, время t измеряется минутами.

Были получены графики, показывающие динамику изменения объема крови, концен-

трации ренина и почечной симпатической нервной активности (рис. 4).

0 5000 10000 15000

0,25

0,20

0,15

0,10

0,05

0,00

Время, мин

П
р
и

то
к
 с

о
л
и

, 
м

о
л
ь
/м

и
н

Рис. 3. Динамика поступления соли натрия
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Рис. 4. Динамика изменения объема крови, концентрации АДГ и концентрации ренина
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§ 2. Модель Солодянникова

С механической точки зрения система кровообращения модели Солодянникова [2]

представляет собой сложную гидродинамическую систему, включающую сердце, раз-

ветвленную сеть труб и резервуаров — артериальных, венозных и капиллярных сосудов.

Система кровообращения может находиться в качественно различных состояниях (фа-

зах). Можно выделить две основные фазы: сокращение желудочков и изгнание крови

(систола j = 1), пассивное и активное расслабление желудочков и заполнение их кровью

(диастола j = 2). Вместе с тем наличие системы клапанов означает наличие в систе-

ме пороговых нелинейностей. Математической идеализацией такого объекта является

динамическая система класса дифференциальных уравнений, когда в различных фазах

объект описывается разными системами уравнений при j = 1 и j = 2.

В основу моделирования были положены четыре основных контура управления:

контур управления величиной ударного выброса (закон Франка–Стерлинга); контур

управления тканевым метаболизмом, необходимый для поддержания требуемого значе-

ния кровотока через капилляры; контур нейрогуморального управления, требуемый для

поддержания частоты сердечных сокращений на необходимом уровне; контур управле-

ния длительностью систолы.

Анализируя биохимические и механические законы описанных контуров управления,

получаем две системы уравнений для каждой фазы.

Для систолы 



dx1
i

dt
= X1

i (x1, A), i = 1, . . . , 5,

dx1
k

dt
= 0, k = 6, . . . , 9,

dt1

dt
= 1.

(3)

И для диастолы 



dx2
i

dt
= X2

i (x2, A), i = 1, . . . , 5,

dx2
k

dt
= 0, k = 6, . . . , 9,

dt2

dt
= 1.

(4)

Здесь xj
i (t) — значение j-й переменной на i-й фазе (i = 1, . . . , 9; j = 1, 2), x1(t) =

= (x1
1(t), x

1
2(t), . . . , x

1
9(t)), x2(t) = (x2

1(t), x
2
2(t), . . . , x

2
9(t)), A = (A1, . . . , A30) — набор пара-

метров. Переменными систем уравнений (3), (4) являются: x1 = γH — нейрогумораль-

ный фактор; x2 = BO2 — содержание кислорода в венозной крови; x3 = DO3 — кисло-

родный долг; x4 = Vg — объем желудочка; x5 = Va — объем артерий; x6 = Pc — систоли-

ческое внутрижелудочковое давление. Также в (3), (4) присутствуют дополнительные

переменные: x7 «запоминает» значение переменной x1 в момент 2–1-перехода (1 — систо-

ла, 2 — диастола); x8 «запоминает» значение x4 в момент 2–1-перехода; x9 «запоминает»

значение переменной времени в момент 1–2-перехода. Дополнительные переменные ис-

пользуются только для реализации переходов систола–диастола или диастола–систола,
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поэтому их значения в течение каждой фазы остаются неизменными. t1, t2 — перемен-

ные времени в первой и второй фазах.

Начальные значения переменных: x1(0) = 1,1 1/с; x2(0) = 0, 14%; x3(0) = 0 мл O2;

x4(0) = 156 мл; x5(0) = 360 мл; x6(0) = 125 мм рт. ст.; x7(0) = 0 1/с; x8(0) = 0 мл;

x9(0) = 0 с; t1(0) = t2(0) = 0 с (см. [2]). Эти значения представляют собой средние

значения искомых величин для здорового взрослого человека. В начале каждой фазы

по значениям переменных c предыдущей фазы для системы ставится задача Коши.

Правые части систем (3), (4) Xj
i (i = 1, . . . , 5 — номер уравнения в каждой фазе;

j = 1, 2 — номер фазы) имеют вид

X1
1 (x,A)

A12A13

x5
(A16 + A3x1 + A4x3)(ϕ1(x,A) −ϕ2(x,A)) −

− A12A14(ϕ1(x,A) − A28) − A12x1;

X2
1 (x,A) ≡ X1

1 (x,A);

X1
2 (x,A)A1(A22 − x2)(A16 + A3x1 + A4x3)(ϕ1(x,A) −ϕ2(x,A)) − A1A15;

X2
2 (x,A) ≡ X1

2 (x,A);

X1
3 (x,A) − A2

A1
X1

2 (x,A);

X2
3 (x,A) ≡ X1

3 (x,A);

X1
4 (x,A)A17(ϕ1(x,A) − x6);

X2
4 (x,A)(A18 + A7A15 + A10A28 + A6ϕ2(x,A)(ϕ2(x,A) −ϕ3(x,A));

X1
5 (x,A)A17(x6 −ϕ1(x,A)) − (A16 + A3x1 + A4x3)(ϕ1(x,A) −ϕ2(x,A));

X2
5 (x,A) − (A16 + A3x1 + A4x3)(ϕ1(x,A) −ϕ2(x,A)),

где

PAϕ1(x,A) = A20x5 − (A8A20 + A9A19)x1 + A9x1x5 − A8A9x2 − A19A20;

PBϕ2(x,A) = (A11A23 − A11A30)x1 − A11x1x4 − A11x1x5 − A21x4 −
− A4x5 + A21(A23 − A30);

PDϕ3(x,A) = A29(A24(x4 − A26)
2 + A25(x4 − A26)).

Здесь PA, PB , PD — артериальное, венозное и диастолическое внутрижелудочковое

давления соответственно.

Правые части систем (3), (4) содержат 30 параметров A1 − A30. Каждый параметр

характеризует некоторое индивидуальное свойство организма и может быть измерен.

Для реализации переходов от описания систолы (см. (3)) к описанию диастолы (см.

(4)) и обратно необходимо также задать значения параметров S1, S2, S3 и значения

инотропных коэффициентов сердца — k = (k1, k2).

Условия 1–2-перехода имеют вид

s12(x
1, k) = x1

4 − (1 − k1)x
1
8 − k2 = 0.

Причем в момент перехода переменные преобразуются согласно уравнениям скользящих
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движений: 



x2
i = x1

i , i = 1, . . . , 8,

x2
9 = t1,

t2 = 0.

Условия перехода от описания системой (4) (диастола) к описанию системой (3) (сис-

тола) имеют вид

s21(x
2, t2) = t2 − 1

x2
7

+ x2
9 = 0.

В момент этого перехода переменные преобразуются следующим образом:





x1
i = x2

i , i = 1, . . . , 5,

x1
6 = x2

6 + S1(x
2
9 − T 0

S),

x1
7 = x2

1,

x1
8 = x2

4,

x2
9 = 0,

t1 = 0,

где T 0
S = T 0

S(x2) = S2

x2
7
− S3(1 − k1).

Численное решение системы модели Солодянникова было получено с помощью мето-

да Рунге–Кутта [7] на языке программирования MATLAB7. Далее были смоделированы

кардиогенный шок (рис. 5) и физическая нагрузка (рис. 6).

Кардиогенный шок — это острая левожелудочковая недостаточность крайней степе-

ни тяжести, развивающаяся при инфаркте миокарда. Уменьшение ударного и минут-

ного объема крови при шоке настолько выражено, что не компенсируется повышением

сосудистого сопротивления, вследствие чего резко снижаются артериальное давление и

системный кровоток, нарушается кровоснабжение всех жизненно важных органов. Мо-

делирование этой ситуации осуществлялось уменьшением инотропного коэффициента

k1 от значения 0,6 до 0,3 на шестидесятой секунде эксперимента.

Под увеличением физической нагрузки понимается механическая работа мускула-

туры, ведущая к усилению процессов обмена, что приводит к увеличению потребления

организмом кислорода. Физическая нагрузка моделировалась увеличением потребности

тканей в кислороде: На двадцатой секунде эксперимента значение параметра A15 было

увеличено в семь раз.

§ 3. Комплексная модель гемодинамики

Помимо описанных моделей нам в дальнейшем потребуется гидродинамическая мо-

дель [3], описывающая работу артериальной части кровеносной системы человека и гид-

родинамические процессы, происходящие в сосудистом русле. Эта модель включает в

себя описание 55 основных артерий тела человека (рис. 7). Артерии характеризуют-

ся собственными параметрами, такими как длина, поперечное сечение, удаленность от

сердца и эластичность стенок.
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Рис. 5. Динамика артериального давления при кардиогенном шоке

Рис. 6. Динамика артериального давления при физической нагрузке

Рис. 7. Схема 55 артерий человека — «артериальное древо» — из гидродинамической модели
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Данная модель позволяет рассчитать поток крови и площадь сечения в каждой точке

каждого из 55 сосудов, а также давление крови в любой точке этих сосудов. При проведе-

нии численных расчетов с гидродинамической моделью остро стоял вопрос об описании

зависимости давления от времени в первом сосуде на выходе из сердца. Проблема была

успешно решена с помощью моделей Карааслана и Солодянникова. В результате реа-

лизована комплексная модель гемодинамики: к управляющим контурам модели Соло-

дянникова добавлена почечная регуляция модели Карааслана, а модель артериального

резервуара дополнена гидродинамической моделью (рис. 8).

Рис. 8. Схема комплексной модели гемодинамики, созданной на основе моделей Карааслана,

Солодянникова и гидродинамической модели

Таким образом, постановка задачи для комплексной модели гемодинамики следую-

щая. С помощью моделей Карааслана и Солодянникова получить зависимость давления

крови от времени на выходе из сердца и подать эту функцию давления в качестве вход-

ного параметра в гидродинамическую модель. В результате мы сможем проследить ди-

намику изменения артериального давления, потока крови и площади сечения в течение

достаточно большого промежутка времени (несколько недель!) в каждой точке каждой

артерии человека, страдающего различными патологиями кровеносной системы.

Рис. 9. Динамика среднего артериального давления путешественника. 1 — отправная точка;

2 — приход в оазис; 3 — уход из оазиса; 4 — дополнительная точка для исследования при

тахикардии

Чтобы более наглядно проиллюстрировать возможности данной модели, рассмотрим

пример. Представим себе человека, идущего по пустыне под палящим солнцем. Испа-

рение забирает из тела в два раза больше влаги, чем выводится обычно. У путника

ограничен запас воды, поэтому он пьет 30% от обычного потребления воды. После трех

дней пути странник приходит к оазису, где напивается воды (пьет в четыре раза боль-
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ше, чем обычно) и отдыхает в тени два дня (потоотделение становится обычным), после

чего снова отправляется в путь.

На графике (рис. 9) изображена динамика среднего артериального давления у наше-

го путника за весь период путешествия. Хорошо видно, что после трех дней пути (4300

мин) среднее давление сильно падает до 70 мм рт. ст. Затем за 2 дня вырастает выше

нормы — до 120 мм рт. ст., а затем снова падает.

Допустим, путник страдал тахикардией (патологический симптом, характеризую-

щийся увеличением частоты сердечных сокращений в покое от 90 ударов в минуту).

Для моделирования этой патологии длина каждого сердечного цикла в модели Соло-

дянникова задавалась равномерно распределенным на отрезке (0,8 с; 1,6 с) случайным

числом. График, отражающий динамику артериального давления в этом случае, при-

веден на рис. 10.

Рис. 10. График артериального давления страдающего тахикардией человека

Проследим динамику изменения артериального давления в середине первого (вос-

ходящая ветвь аорты) и тринадцатого (правая внешняя сонная артерия) сосудов (см.

рис. 8) в течение путешествия, т. е. в точках 1–4 (см. рис. 9). Для этого, в соответствии

со значениями среднего давления в этих точках, понизим давление, полученное при мо-

делировании тахикардии, на выходе из сердца в точке 2 (см. рис. 9) на 30% и в точке 4

на 12%; а в точке 3 повысим давление на выходе из сердца на 20%. В точке 1 давление

остается неизменным. Полученные зависимости давления от времени подадим на вход в

гидродинамическую модель. Графики давлений в интересующих нас сосудах во время

эксперимента представлены на рис. 11.

Автор статьи выражает благодарность д-ру физ.-мат. наук, профессору А.М. Блохи-

ну и канд. физ.-мат. наук Э.А. Бибердорф за научные консультации в ходе выполнения

работы; зав. лабораторией КТИ ВТ Ф.А. Колпакову за предоставление вычислительных

средств; инженеру-программисту КТИ ВТ Р.Н. Шарипову за помощь по биологическим

вопросам, а также Т.И. Леоновой за обсуждения и внимание к работе.
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Рис. 11. Динамика давления в середине правой внешней сонной артерии (более темная линия) в

сравнение с давлением в середине восходящей ветви аорты (более светлая линия) у страдающего

тахикардией: a — в точке путешествия 1 (см. рис. 9); б — в точке путешествия 2; в — в точке

путешествия 3; г — в точке путешествия 4
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