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СУЩЕСТВОВАНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ В ОДНОЙ
РЕГУЛЯРИЗОВАННОЙ ЗАДАЧЕ С ФАЗОВЫМ ОГРАНИЧЕНИЕМ

В работе приводится теорема существования решения системы дифференциальных уравне-
ний, являющейся математической моделью химического реактора. Осуществляется регуляриза-
ция функционала и доказывается теорема существования оптимального управления в регуля-
ризованной задаче.
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С момента публикации в 50–60-е гг. XX в. серии замечательных работ Л.С. Понтря-
гина и его учеников (здесь укажем лишь одну [1]) по математической теории оптималь-
ного управления динамическими процессами начали также появляться математические
работы по задачам оптимального управления системами с распределенными парамет-
рами.

Задачи оптимального управления системами с распределенными параметрами явля-
ются одними из интересных в прикладном аспекте и трудных по методам исследования
областей современной математики. За время своего развития с 60-х гг. XX в. и до насто-
ящего времени в этой области математики опубликовано большое количество научных
статей и книг. Здесь отметим лишь некоторые из них [2–6].

Несмотря на большое разнообразие опубликованных научных работ в этой области
математики, многие практические задачи не решены до настоящего времени и требуют
своего осмысления, разумной постановки, построения метода решения.

Построение алгоритма поиска оптимального управления в таких задачах представля-
ет особую ценность. Большинство алгоритмов решения задач оптимального управления
обычно основывается на принципе максимума Л.С. Понтрягина [1] или на принципе
оптимальности Р. Беллмана [7]. Одним из таких алгоритмов является метод последова-
тельных приближений [8; 9], построенный на основе принципа максимума Л.С. Понтря-
гина, для систем, описываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями.

В работе [10] методом последовательных приближений осуществляется поиск опти-
мального управления в системах, описываемых параболическими уравнениями.

В настоящей работе рассматривается проблема оптимального управления процессом
в неадиабатическом трубчатом реакторе. Для этой задачи в работе [11] была постро-
ена минимизирующая последовательность управлений, которая сходится слабо в L2 к
управлению, удовлетворяющему необходимому условию оптимальности в форме прин-
ципа максимума Л.С. Понтрягина. В предлагаемой работе осуществляется регуляриза-
ция целевого функционала. Такая регуляризация позволяет улучшить сходимость мини-
мизирующей последовательности управлений со слабого в L2 до сходимости в среднем в
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пространстве L2 — этот факт будет приведен позже. В этой работе доказывается суще-
ствование решений основной системы дифференциальных уравнений и существование
оптимального управления в регуляризованной задаче.

§ 1. Постановка задачи

Рассмотрим математическую модель неадиабатического трубчатого реактора, кото-
рая задается в виде следующей системы дифференциальных уравнений [18]:

∂v1(x, t)
∂t

= a · ∂2v1(x, t)
∂x2

− ∂v1(x, t)
∂x

− c · v1 · f(v2),

∂v2(x, t)
∂t

= b · ∂2v2(x, t)
∂x2

− ∂v2(x, t)
∂x

+ k · v1 · f(v2) + g · (v3(t) − v2(x, t)),

dv3(t)
dt

= d · (
1∫

0

v2(x, t)dx − v3(t)) + u(t) · (E − v3(t))


(1)

с граничными

a · ∂v1(0, t)
∂x

− v1(0, t) = −1,
∂v1(1, t)

∂x
= 0,

b · ∂v2(0, t)
∂x

− v2(0, t) = −1,
∂v2(1, t)

∂x
= 0

 (2)

и начальными условиями

v1(x, 0) = v10(x), v2(x, 0) = v20(x), v3(0) = v30, (3)

где f(v2) = exp(Γ−Γ/v2(x, t)); a, b, c, Γ, k, g, d, E, v30 — константы, положительные па-
раметры системы; u(t) — управляющая функция (управление); v1(x, t), v2(x, t), v3(t) —
функции концентрации реагирующей смеси, температуры реактора, температуры охла-
дителя соответственно, (x, t) ∈ QT , QT = (0, 1) × (0, T ), T — фиксированное число.

Здесь будут использованы обозначения функциональных пространств, принятые в
работах [12; 13]. Приведем еще некоторые обозначения:

C1[0, T ] — банахово пространство непрерывных функций v(t), заданных на [0, T ] и
удовлетворяющих условию Липшица, с нормой

‖v‖C1 = sup
0≤t≤T

|v(t)| + sup
t′,t′′∈[0,T ],t′ 6=t′′

|v(t′) − v(t′′)|
|t′ − t′′|

;

U∂ =
{

u(t) : 0 ≤ u(t) ≤ u0 = const, u(t)— измеримая функция, 0 ≤ t ≤ T
}

.

В работе будет доказана теорема существования и единственности решения v1(x, t),
v2(x, t) ∈ C

2+α,1+α
2

x t (QT ), v3(t) ∈ C1[0, T ] системы (1)–(3), при произвольной функции
u(t) ∈ U∂ .

Рассмотрим задачу минимизации функционала

J(u) =

T∫
0

v1(1, t) dt, (4)
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т. е. суммарного за время T количества непрореагировавшего вещества на выходе реак-
тора, при условиях (1)–(3) и следующих ограничениях на управление u(t) и функцию
v2(x, t) :

u(t) ∈ U∂ , (5)

v2(x, t) ≤ v∗2 = const . (6)

Таким образом, имеем следующую задачу оптимального управления.

Основная задача. Среди всех измеримых управлений, удовлетворяющих условию
(5), найти такое u(t), при котором для соответствующего решения v1(x, t), v2(x, t), v3(t)
системы (1)–(3) выполняется условие (6) и функционал (4) достигает минимального
значения.

§ 2. Существование решения системы в гельдеровских классах функций

Прежде чем доказывать теорему существования и единственности решения системы
(1)–(3) приведем следующие утверждения, относящиеся к априорным оценкам функ-
ций v1(x, t), v2(x, t) ∈ C

2+α,1+ α
2

x t (QT ), v3(t) ∈ C1[0, T ], являющимся решением системы
(1)–(3).

Доказательства используемых в этой работе лемм 1, 2 и 3 приведены в работе [14].

Лемма 1. Для любой функции u(t)∈U∂ соответствующее решение v1(x, t), v2(x, t), v3(t)
системы (1)–(3) удовлетворяет следующим неравенствам:

0 ≤ v1(x, t) ≤ 1, δ ≤ v2(x, t) ≤ c1, δ1 ≤ v3(t) ≤ c2,

где δ, δ1, c1, c2 — положительные постоянные, зависящие лишь от параметров системы
и начальных условий задачи.

Для первых двух уравнений системы(1)–(3) рассмотрим вспомогательную линейную
систему

∂w1(x, t)
∂t

= a · ∂2w1(x, t)
∂x2

− ∂w1(x, t)
∂x

− c · (a11(x, t) · w1 + a12(x, t) · w2),

∂w2(x, t)
∂t

= b · ∂2w2(x, t)
∂x2

− ∂w2(x, t)
∂x

+ k · (a11(x, t) · w1 + a12(x, t) · w2) +

+ g · (w3(t) − w2(x, t)),


(7)

с граничными

a · ∂w1(0, t)
∂x

− w1(0, t) = 0,
∂w1(1, t)

∂x
= 0,

b · ∂w2(0, t)
∂x

− w2(0, t) = 0,
∂w2(1, t)

∂x
= 0

 (8)

и начальными условиями

w1(x, 0) = 0, w2(x, 0) = 0. (9)
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Введем следующие обозначения:

w =

(
w1

w2

)
, a0 =

(
a 0
0 b

)
, a1 =

(
−1 0
0 −1

)
,

a2 =

(
−c · a11 −c · a12

k · a11 k · a12 − g

)
, ϕ =

(
0

−g · w3

)
, 0 =

(
0
0

)
.

Систему (7)–(9) запишем в виде

− Dtw +
2∑

k=0

ak · D2−k
x w = ϕ(t),

a0 · Dxw(0, t) − w(0, t) = 0, Dxw(1, t) = 0,

w(x, 0) = 0.


(10)

Лемма 2. Если a11(x, t), a12(x, t) ∈ C
α, α

2
x t (QT ), w3(t) ∈ C1([0, T ]), то решение w(x, t) сис-

темы (10) удовлетворяет неравенству

1∫
0

|w(x, τ)|2dx + ‖w‖(2)
2,QT

≤ c3 ·
τ∫

0

|ϕ(t)|2 dt, (11)

где c3 зависит лишь от параметров системы и начальных условий задачи.

Лемма 3. Если при каждом фиксированном управлении u(t) ∈ U∂ соответствующее
решение

v1(x, t), v2(x, t) ∈ C
2+α,1+α

2
x t (QT ), v3(t) ∈ C1[0, T ]

системы (1)–(3) существует, то оно единственно.

Для доказательства теоремы существования решения системы (1)–(3) запишем си-
стему в следующем виде:

Lv ≡ −Dtv + a0 · D2
xv + a1 · Dxv + a2v = F (v1, v2, v3),

− Dtv3 + d ·
( 1∫

0

v2(x, t) dx − v3(t)
)

+ u(t) · (E − v3(t)) = 0,

 (12)

a0 · Dxv(0, t) − v(0, t) = −1, Dxv(1, t) = 0, (13)

v(x, 0) = v0(x), v3(0) = v30, (14)

где матрицы a0, a1 использовались в системе (10)

v(x, t) =

(
v1(x, t)
v2(x, t)

)
, a2 =

(
0 0
0 −g

)
, 1 =

(
1
1

)
,

F(v1,v2,v3) =

(
c · v1 · f(v2)

−k · v1 · f(v2) − g · v3

)
, v0(x) =

(
v10(x)
v20(x)

)
.

Предположим, что выполнены условия согласования, которые в нашем случае имеют
вид

a0 · Dxv0(0) − v0(0) = −1, Dxv0(1) = 0.
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Лемма 4. Пусть v(x, t) ∈ C
2+α,1+α

2
x t (QT ), v3(t) ∈ C1[0, T ] — решение системы (1)–(3)

при фиксированном u(t) ∈ U∂ . Тогда ∣∣v∣∣QT

2+α
≤ c4, (15)

где c4 зависит лишь от α и от данных задачи (равномерно по u(t) ∈ U∂).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть система (1)–(3) имеет решение v(x, t) ∈ C
2+α,1+ α

2
x t (QT ),

v3(t) ∈ C1[0, T ], при каждом фиксированном управлении u(t) ∈ U∂ .
Тогда очевидно, что v(x, t) ∈ W 2,1

2 (QT ). Далее, рассматривая (1)–(3) как линейную
систему уравнений в пространстве W 2,1

2 (QT ) с ограниченной правой частью F ∈ L2(QT ),
в силу оценок решений линейных систем уравнений из работ [12; 13] получаем неравен-
ство

‖v‖(2)
2,QT

≤ c5 · (‖F‖2,QT
+ 1). (16)

В силу [12], имеет место вложение W 2,1
2 (QT ) ⊂ C

α, α
2

x t (QT ). Отсюда

|v|QT
α ≤ const ·‖v‖(2)

2,QT
.

Из последних двух неравенств следует |v|QT
α ≤ const, так как ‖F‖2,QT

ограничено в силу
леммы 1. Далее, как и в случае получения неравенства (16), рассматривая первых два
уравнения системы (1)–(3) как линейные уравнения со свободными членами F (v1, v2, v3),
учитывая что v3(t) ∈ C

α
2

t [0, T ] и пользуясь оценками соответствующих решений в про-
странстве C

2+α,1+α
2

x t (QT ), приведенных в работе [12], получим неравенство

|v|QT
2+α ≤ c6 · (|F |QT

α + 1),

где c6 зависит лишь от α и от данных задачи. Учитывая, что |v|QT
α ≤ const, из последних

двух неравенств имеем неравенство (15). Лемма 4 доказана.
Приведем формулировку одного из вариантов теоремы Лере–Шаудера [15;16] о непо-

движной точке, которая будет использована при доказательстве существования решения
системы (1)–(3) .

Теорема (Лере–Шаудер, [16]). Рассмотрим функциональное уравнение вида

v = V (v, τ). (17)

Пусть H есть банахово пространство, а <̄ — замыкание какого-либо связного огра-
ниченного открытого множества < в H. Пусть Ξ есть топологическое произведение H

на отрезок [0 ≤ τ ≤ 1] (так что элементами Ξ = H × [0, 1] являются пары (w, τ), где
w ∈ H, а τ ∈ [0, 1]), а <̄1 = <̄ × [0, 1].

Уравнение (17) имеет, по крайней мере, одно решение в < при всех τ ∈ [0, 1], если
(1) преобразование V (v, τ) определено и вполне непрерывно из <̄1 в H;
(2) граница области < не содержит решений уравнения (17) ни при каком τ ∈ [0, 1];

(3) при τ = 0 уравнение (17) имеет в < конечное число решений и суммарный индекс
их отличен от нуля.
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Условие полной непрерывности V (v, τ) на <̄1 означает, что V (v, τ) непрерывно в
каждой точке <̄1 и множество значений V (v, τ) на <̄1 компактно в H. Оно заведомо
будет выполняться, если V (v, τ) удовлетворяет условиям:

а) непрерывно по (v, τ) на <̄1,

б) при каждом фиксированном τ из [0, 1] преобразует <̄ в компактное множество,
с) непрерывно по τ ∈ [0, 1] равномерно относительно v ∈ <̄.

Теорема 1. Пусть u(t) ∈ U∂ , а v0(x) обладает непрерывными по Гельдеру производны-
ми Di

xv0(x) до второго порядка включительно и выполняются условия согласования. То-
гда система (1)–(3) имеет единственное решение v(x, t) ∈ C

2+α,1+α
2

x t (QT ), v3(t) ∈ C1[0, T ].

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательство проведем, используя теорему Лере–Шаудера.
Рассмотрим семейство уравнений

Lτv ≡ −Dtv + a0 · D2
xv + a1 · Dxv + a2v = τ · F (v1, v2, v3), (18)

где 0 ≤ τ ≤ 1.
Повторяя рассуждения, проведенные в леммах 1, 4 для уравнения (18) и уравнения

для v3, получим оценку
|v|QT

2+α ≤ c7 = const, (19)

где c7 не зависит от τ, v1, v2, v3, а зависит лишь от α, T , параметров системы и начальных
условий системы.

Для того чтобы учесть априорную оценку v2(x, t) > 0, (x, t) ∈ QT , полученную в лем-
ме 1, на период доказательства теоремы 1, функцию f(v2) будем определять следующим
образом: f(v2) = 0, если v2 ≤ 0 и f(v2) = exp(Γ − Γ/v2), если v2 > 0.

Для того чтобы находиться в условиях теоремы Лере–Шаудера, в качестве банахова
пространства H возьмем пространство C

1+α, 1+α
2

x t (QT ), а в качестве < — какой-либо шар

в H с центром в нулевом элементе H. Для каждого v(x, t) ∈ C
1+α, 1+α

2
x t (QT ) построим

решение w(x, t) линейной системы (для ∀τ ∈ [0, 1])

−Dtw + a0 · D2
xw + a1 · Dxw + a2 · w = τ · F (v1, v2, v3), (20)

удовлетворяющее условиям (2)–(3), где

v3(t) =
( t∫

0

[
d ·

1∫
0

v2(x,θ) dx + u(θ) · E
]
· e

θ∫
0

[d+u(τ)]dτ

dθ + v30

)
· e

−
t∫
0

[d+u(s)] ds

— решение второго уравнения системы (12).
Решение w(x, t) линейной системы (20) существует [12], так как каждое из уравне-

ний системы является линейным уравнением с одной неизвестной функцией. Очевидно,
w(x, t) ∈ C

2+α,1+α
2

x t (QT ). Тем самым определен оператор V : v → w.
Проверим выполнимость условий теоремы Лере–Шаудера.
Действительно, при τ = 0 уравнение (20) с граничными и начальными условиями

(2)–(3) имеет единственное решение [12]. Следовательно, суммарный индекс их отличен
от нуля. Таким образом, выполняется условие (3) теоремы Лере–Шаудера.
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В силу неравенства (19) и очевидного неравенства |v|QT
1+α < |v|QT

2+α, для любого воз-
можного решения уравнения

v = V (v, τ)

справедлива априорная оценка |v|QT
1+α ≤ c7 = const . Для того чтобы решения v(x, t) урав-

нения (18) с граничными и начальными условиями (2)–(3), при изменении параметра
τ в пределах от 0 до 1 не вышли на границу области <, достаточно взять множество
< таким, чтобы оно содержало шар радиуса c7, и тогда мы будем знать, что решение
v(x, t) не выходит на границу <. Таким образом, условие (2) теоремы Лере–Шаудера
также выполняется.

Перейдем к проверке выполнимости условия (1) теоремы Лере–Шаудера. Рассмот-

рим далее шар Ir = {v ∈ C
1+α, 1+α

2
x t (QT ), |v|QT

1+α ≤ r} и покажем, что при ∀τ ∈ [0, 1]
оператор V (v, τ) вполне непрерывен. Для каждого v ∈ Ir система (20) имеет решение.
Покажем, что |w|QT

2+α ≤ c8(r).
Для системы (20) с соответствующими граничными и начальными условиями, по

теореме существования и единственности решения линейной системы [12], имеем

|w|QT
2+α ≤ c9 · (|F |QT

α + 1).

Функцию F (v1, v2, v3) представим в виде

F(v1,v2,v3) =

(
c · v1 · f(v2)
−k · v1 · f(v2)

)
+

(
0

−g · v3

)
= F1(v1, v2) + F2(v3).

Очевидно, |F |QT
α ≤ |F1|QT

α + |F2|QT
α . Из v ∈ Ir следует |v1 · f(v2)|QT

α ≤ c10(r), поэтому
|F1(v1, v2)|QT

α ≤ c11(r).
Рассматривая третье уравнение системы (1), имеем

v3(t) = v30 +

t∫
0

(
d ·

1∫
0

v2(x, s)dx − v3(s) · (d + u(s)) + E · u(s)
)

ds.

Отсюда v3(t) ≤ (v30 + d · r · T + E · u0 · T ) + (d + u0) ·
t∫
0

|v3(s)|ds, или |v3(t)| ≤ c12(r).

Рассмотрим

v3(t1) − v3(t2) =

t1∫
t2

(
d ·

1∫
0

v2(x, s)dx − v3(s) · (d + u(s)) + E · u(s)
)

ds,

∣∣v3(t1) − v3(t2)
∣∣ ≤ c13(r) · (t1 − t2).

Следовательно, |F2(v3)|QT
α ≤ c14(r). Тогда |F |QT

α ≤ c15(r). Обозначим

c8(r) = c9 · (c15(r) + 1) .

Таким образом, оператор V (v, τ) переводит ограниченное множество Ir в ограничен-
ное множество Jr = {w : |w|QT

2+α ≤ c8(r) } пространства C
2+α,1+ α

2
x t (QT ), а значит, и в

ограниченное множество пространства C
1+α, 1+α

2
x t (QT ). Вложение

C
2+α,1+α

2
x t (QT ) ⊂ C

1+α, 1+α
2

x t (QT )
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является вполне непрерывным, это означает, что множество Jr является компактным
в C

1+α, 1+α
2

x t (QT ). Следовательно, оператор V переводит ограниченное множество Ir

пространства C
1+α, 1+α

2
x t (QT ) в относительно компактное множество пространства

C
1+α, 1+α

2
x t (QT ), т. е. оператор V компактный.

Покажем равномерную непрерывность оператора V (v, τ) на Ir × [0, 1]. Рассмотрим
функции v1

1, v
1
2, v

2
1, v

2
2 ∈ Ir. Обозначим wj = V (vj , τ), zi = w1

i − w2
i , (j, i = 1; 2); ṽk =

= v1
k − v2

k, (k = 1, 2, 3). Функция z = (z1, z2) удовлетворяет уравнению

−Dtz + a0 · D2
xz + a1 · Dxz + a2 · z = τ · (F (v1

1, v
1
2, v

1
3) − F (v2

1, v
2
2, v

2
3)).

Оценивая, как в работах [12; 13], норму решения этого уравнения через норму правой
части, имеем

|z|QT
2+α ≤ c16 · |F (v1

1, v
1
2, v

1
3) − F (v2

1, v
2
2, v

2
3)|QT

α . (21)

Оценим правую часть (21):

F(v1
1,v1

2,v1
3) − F(v2

1,v2
2,v2

3) =

(
c · (v1

1 · f(v1
2) − v2

1 · f(v2
2))

−k · (v1
1 · f(v1

2) − v2
1 · f(v2

2))

)
+

(
0

−g · (v1
3 − v2

3)

)
=

= 4F1 + 4F2,

4F1 =

(
c · f(v1

2) c · v2
1 · ∂f

∂v2

−k · f(v1
2) −k · v2

1 · ∂f
∂v2

)
·

(
v1
1 − v2

1

v1
2 − v2

2

)
.

Отсюда |4F1|QT
α ≤ c17 · |v1 − v2|QT

α .
Из третьего уравнения системы (1) имеем

v1
3 − v2

3 =

t∫
0

[
d ·

1∫
0

(v1
2 − v2

2) dx − (d + u) · (v1
3 − v2

3)
]
ds. (22)

Отсюда
∣∣v1

3 − v2
3

∣∣ ≤ c18 ·
∣∣v1 − v2

∣∣QT

0
. Найдем оценку для

[
ṽ3(t)

](0,T )
α
2

,t
= sup

t1,t2∈[0,T ]

|ṽ3(t1) − ṽ3(t2)|
|t1 − t2|

α
2

.

Из формулы (22) при 0 ≤ t2 ≤ t1 ≤ T имеем

ṽ3(t1) − ṽ3(t2) =

t1∫
t2

[
d ·

1∫
0

ṽ2dx − (d + u) · ṽ3

]
ds,

или
|ṽ3(t1) − ṽ3(t2)| ≤

[
d · ‖ṽ2‖c + c18 · ‖ṽ3‖c

]
· (t1 − t2).

Отсюда [
ṽ3(t)

](0,T )

α
2

,t
≤ c19 ·

∣∣v1 − v2
∣∣QT

0
.

Таким образом, имеем∣∣4F2

∣∣(0,T )
α
2

,t
= g ·

∣∣v1
3 − v2

3

∣∣
α
2

,t
≤ c20 · g ·

∣∣v1 − v2
∣∣QT

0
≤ c21 ·

∣∣v1 − v2
∣∣QT

α
.
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Поэтому неравенство (21) принимает вид∣∣z∣∣QT

2+α
≤ c16 · (c17 + c21) ·

∣∣v1 − v2
∣∣QT

α
= c22 ·

∣∣v1 − v2
∣∣QT

α
.

Отсюда ∣∣z∣∣QT

2+α
≤ c22 ·

∣∣v1 − v2
∣∣QT

α
≤ c22 ·

∣∣v1 − v2
∣∣QT

1+α
,

или ∣∣w1 − w2
∣∣QT

1+α
≤ c22 ·

∣∣v1 − v2
∣∣QT

1+α
.

Таким образом, оператор V (v, τ) равномерно непрерывен по v на Ir × [0, 1].
Итак, оператор V (v, τ) непрерывен по v на Ir × [0, 1] и компактный. Следовательно,

V (v, τ) будет вполне непрерывным оператором.
Пусть τ1, τ2 ∈ [0, 1]. Обозначим wi = V (v, τi), (i = 1; 2). Тогда∣∣w1 − w2

∣∣QT

2+α
≤ |τ1 − τ2| · |F (v1, v2, v3)|QT

α ≤ c23(r) ·
∣∣τ1 − τ2

∣∣,
т. е. имеем равномерную непрерывность по τ.

Поскольку оператор V (v, τ) является непрерывным по v равномерно по τ и непре-
рывным по τ равномерно по v, то оператор V (v, τ) будет непрерывным по (v, τ). Та-
ким образом, все условия теоремы Лере–Шаудера выполнены, следовательно, уравне-
ние v = V (v, τ), τ ∈ [0, 1] имеет, по крайней мере, одно решение при τ ∈ [0, 1]. Очевидно,
v ∈ C

2+α,1+ α
2

x t (QT ).
Единственность решения следует из леммы 3. Теорема 1 полностью доказана.

¤

§ 3. Регуляризация функционала

Для совершенствования алгоритма поиска оптимального управления в рассматри-
ваемой задаче осуществляется регуляризация функционала J(u) следующим образом:

Jβ(u) =

T∫
0

v1(1, t) dt +
β

2
·

T∫
0

u2(t) dt, (23)

где β — малое положительное число.

Регуляризованная задача. Среди всех измеримых управлений, удовлетворяющих
условию (5), найти такое u(t), при которомдля соответствующего решения v1(x,t), v2(x,t),
v3(t) системы (1)–(3), выполняется условие (6) и функционал (23) достигает минималь-
ного значения.

Для этой задачи справедлива следующая теорема существования оптимального
управления.

Теорема 2. Пусть существует хотя бы одна измеримая функция u(t) ∈ U∂ такая, что
при u = u(t) решение v1, v2, v3 системы (1)–(3) удовлетворяет условию (6). Тогда суще-
ствует и оптимальное управление в регуляризованной задаче, т. е. существует измеримая
функция u0(t) ∈ U∂ , при которой

Jβ(u0(t)) = min
u∈U∂

Jβ(u).
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу теоремы 1, при каждом u(t) ∈ U∂ система (1)–(3) имеет
единственное решение

v1(x, t), v2(x, t) ∈ C
2+α,1+ α

2
x t (QT ), v3(t) ∈ C1[0, T ].

Рассмотрим теперь множество всех решений v1, v2, v3 системы (1)–(3) при различных
u(t) ∈ U∂ , для которых выполняется условие (6). Это множество непусто, так как по
условию одно такое решение существует. Если это множество конечно, то утверждение
теоремы очевидно. Если же оно бесконечно, то выберем из него последовательность
vn
1 , vn

2 , vn
3 , для которой Jβ(un) монотонно убывает и

inf
un∈U∂

Jβ(un) = m ≥ 0 .

В силу теоремы 1 имеем ∣∣vn
i

∣∣QT

2+α
≤ c1, ‖vn

3 ‖C1 ≤ c2 , (24)

где i=1,2; c1,c2 – постоянные, зависящие лишь от параметров системыине зависящие от n.
Из третьего уравнения системы (1) имеем

vn
3 (t) = v30 +

t∫
0

[
d ·

( 1∫
0

vn
2 (x, s) dx − vn

3 (s)
)

+ un(s) ·
(
E − vn

3 (s)
)]

ds. (25)

В силу неравенств (24) последовательность {vn
3 (t)} равномерно ограничена. Рассмотрим

t1, t2 ∈ [0, T ], |t2 − t1| < δ. Тогда для ∀n имеем

∣∣vn
3 (t2) − vn

3 (t1)
∣∣ ≤ c3 ·

t2∫
t1

ds ≤ c3 · δ,

т. е. последовательность {vn
3 (t)} равностепенно непрерывна. Следовательно, эта после-

довательность компактна в C[0, T ].
Из первого неравенства в (24), в силу определения норм в пространстве C

2+α,1+α
2

x t (QT )
имеем компактность последовательностей {vn

1 (x, t)}, {vn
2 (x, t)} в C2,1(QT ).

Из последовательности {un(t)} выберем подпоследовательность управлений (кото-
рую снова обозначим через un(t)) так, чтобы vn

3 (t) → v0
3(t) по норме C[0, T ], vn

i (x, t) →
→ v0

i (x, t) по норме C2,1(QT ) при n → ∞. Тогда имеем

f(vn
2 ) → f(v0

2),

t∫
0

1∫
0

vn
2 (x, s) dxds →

t∫
0

1∫
0

v0
2(x, s) dxds

при n → ∞.
Последовательность {un(t)} ⊂ U∂ ⊂ L2[0, T ], следовательно, {un(t)} слабо компакт-

на в L2[0, T ], поэтому из последовательности {un(t)} выберем подпоследовательность
управлений (которую также обозначим через un(t)) так, чтобы un(t) → u0(t) слабо в
L2[0, T ], при n → ∞.

Доказательство принадлежности u0(t) ∈ U∂ проводится как в работе [14].
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Далее имеем

∣∣∣ t∫
0

(
E − vn

3 (s)
)
· un(s) ds −

t∫
0

(
E − v0

3(s)
)
· u0(s) ds

∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣ t∫
0

un(s) · (v0
3(s) − vn

3 (s)) ds
∣∣∣ +

∣∣∣ t∫
0

(
E − v0

3(s)
)
· (un(s) − u0(s)) ds

∣∣∣ → 0 ,

при n → ∞.
Теперь, переходя к пределу в (25), при n → ∞ получим

v0
3(t) = v30 +

t∫
0

[
d ·

( 1∫
0

v0
2(x, s) dx − v0

3(s)
)

+ u0(s) ·
(
E − v0

3(s)
)]

ds, (26)

где v0
3(t) — абсолютно непрерывная функция.

Далее, так как vn
2 ≤ v∗2 и vn

2 → v0
2 по норме C(QT ) (точнее, по норме C2,1(QT )), то

v0
2(x, t) ≤ v∗2.

Таким образом, мы показали, что функции v0
1, v

0
2, v

0
3, u

0 удовлетворяют системе урав-
нений(1)–(3) и условию (6).

Рассмотрим теперь функционал

Jβ(un) =

T∫
0

vn
1 (1, t) dt +

β

2
·

T∫
0

(un(t))2 dt.

Последовательность {un} построена так, что на ней функционал Jβ(un) монотонно
убывает:

inf
un∈U∂

Jβ(un) = m ≥ 0.

Последовательность {Jβ(un)} монотонно убывает и ограничена снизу числом m.
Поэтому существует

lim
n→∞

Jβ(un) = m.

Последовательность vn
1 (x, t) сходится к v0

1(x, t) по норме C2,1(QT ), поэтому существует
предел

lim
n→∞

T∫
0

vn
1 (1, t) dt =

T∫
0

v0
1(1, t) dt.

Но тогда существует предел

lim
n→∞

[ β

2

T∫
0

(un(t))2 dt
]

= lim
n→∞

[
Jβ(un) −

T∫
0

vn
1 (1, t) dt

]
= m −

T∫
0

v0
1(1, t) dt.

Таким образом, имеем

m =

T∫
0

v0
1(1, t) dt +

β

2
· lim

n→∞

T∫
0

(un(t))2 dt. (27)
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Как уже отмечалось выше, un(t) → u0(t), слабо в L2[0, T ], при n → ∞. Известно, что
при слабой сходимости [17] нормы ‖un‖2,(0,T ) и ‖u0‖2,(0,T ) удовлетворяют неравенству

∥∥u0
∥∥

2,(0,T )
≤ lim

n→∞

∥∥un
∥∥

2,(0,T )
. (28)

Поскольку существует предел

lim
n→∞

T∫
0

(un(t))2 dt = lim
n→∞

∥∥un
∥∥

2,(0,T )
,

то здесь имеем

lim
n→∞

‖un‖2,(0,T ) = lim
n→∞

‖un‖2,(0,T ).

Поэтому (28) принимает вид

‖u0‖2,(0,T ) ≤ lim
n→∞

‖un‖2,(0,T ), (29)

Если считать, что

‖u0‖2,(0,T ) < lim
n→∞

‖un‖2,(0,T ),

то выражение (27) примет вид

m >

T∫
0

v0
1(1, t) dt +

β

2
·

T∫
0

(u0(t))2 dt,

т. е. m > Jβ(u0), что противоречит выбору числа m. Следовательно, здесь имеем

‖u0‖2,(0,T ) = lim
n→∞

‖un‖2,(0,T ), (30)

m = Jβ(u0) =

T∫
0

v0
1(1, t) dt +

β

2
·

T∫
0

(u0(t))2 dt,

где u0(t) — измеримое оптимальное управление.

Итак, un(t) → u0(t), слабо в L2[0, T ], ‖un‖2,(0,T ) → ‖u0‖2,(0,T ), при n → ∞. Поэтому
un(t) → u0(t), в L2[0, T ] в среднем, при n → ∞.

В силу теоремы 1, существует решение

v1(x, t), v2(x, t) ∈ C
2+α,1+ α

2
x t (QT ), v3(t) ∈ C1[0, T ],

системы (1)–(3) , соответствующее управлению u0(t) ∈ U∂ . Тогда в силу единственности
решения имеем

v1(x, t) ≡ v0
1(x, t), v2(x, t) ≡ v0

2(x, t), v3(t) ≡ v0
3(t).

Теорема 2 доказана. ¤
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