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ДВА РЕЗУЛЬТАТА ДЛЯ ГРУППЫ АВТОМОРФИЗМОВ
ЧАСТИЧНО КОММУТАТИВНЫХ ДВУСТУПЕННО

НИЛЬПОТЕНТНЫХ ГРУПП

Пусть Γ — конечный простой (без кратных ребер и петель) граф, а GΓ — частично коммута-
тивная двуступенно нильпотентная R-группа, соответствующая графу Γ, где R — биномиальное
кольцо. В работе [1] «Структура группы автоморфизмов для частично коммутативных двусту-
пенно нильпотентных групп» автор совместно с В.Н. Ремесленниковым свели изучение группы
автоморфизмов Aut(GΓ) к изучению ее унипотентной части UT (GΓ). В настоящей статье вы-
числяется ступень нильпотентности группы UT (GΓ) и описывается ее порождающее множество
элементов. Кроме того, порождающее множество указано для всей группы Aut(GΓ).

Ключевые слова: частично коммутативная группа, автоморфизм, нильпотентность, порож-
дающее множество, базисные коммутаторы, граф, трансвекции, унипотентная подгруппа, сту-
пень нильпотентности.

Введение

В статье [1] автор совместно с В.Н. Ремесленниковым начали изучение группы авто-
морфизмов частично коммутативной двуступенно нильпотентной R-группы GΓ,R (опре-
деление в § 1.1), где R — биномиальное кольцо, а Γ — конечный простой граф. В этой ста-
тье изучение группы автоморфизмов Aut (GΓ,R) сводится к изучению ее фактор-группы
Aut l(GΓ,R), которая является подгруппой в GL(n,R), где n — количество порождающих
группы GΓ,R. Кроме того, в ней доказаны теоремы, описывающие структуру Aut l(GΓ,R),
в частности, ее разложение на полупростую и унипотентную компоненты.

В настоящей статье мы продолжаем изучение свойств группы автоморфизмов груп-
пы GΓ,R и доказываем два результата о структуре UT (GΓ,R) — унипотентной части
группы Aut l(GΓ,R). Первая теорема описывает порождающее множество для UT (GΓ,R).

Теорема 1. Множество Γ-допустимых транcвекций T (определение в § 2.1) является
мальцевской базой для группы UT (GΓ,R).

Во второй теореме доказано, что ступень нильпотентности группы UT (GΓ,R) опре-
деляется графом Γ.

Теорема 2. Ступень нильпотентности группы UT (GΓ,R) равна h(GΓ,R) (определение
числа h(GΓ,R), можно найти в § 2.2).

Также в данной статье описывается порождающее множество для всей группы ав-
томорфизмов Aut (GΓ,R).
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§ 1. Предварительные сведения

§ 1.1. Частично коммутативные нильпотентные R-группы

Определение частично коммутативной нильпотентной R-группы взято из статьи ав-
тора [1]. Для удобства читателя мы напомним необходимые определения.

Определение 1. Произвольную коммутативную область целостности, содержащую Z
как подкольцо, назовем биномиальным кольцом R, если для каждого элемента λ ∈
∈ R и любого натурального числа n кольцу R принадлежит следующий биномиальный
коэффициент:

Cn
λ =

λ(λ − 1)(λ − 2) . . . (λ − n + 1)
n!

.

Примерами биномиальных колец являются любое поле нулевой характеристики,
кольцо многочленов над полем нулевой характеристики, кольцо целых чисел.

Определение 2. Нильпотентная группа G ступени нильпотентности m называется
R-группой (здесь R — биномиальное кольцо), если для любого λ ∈ R и x ∈ G един-
ственным образом определен элемент xλ ∈ G, и для всех элементов группы G и кольца
R выполнены следующие аксиомы (x, y, x1, . . . , xn ∈ G, λ, µ ∈ R) :

(1) x1 = x, xλxµ = xλ+µ, (xλ)µ = xλµ;

(2) y−1xλy = (y−1xy)λ;

(3) xλ
1 . . . xλ

n = (x1, . . . xn)λτ
C2

λ

2 (X) . . . τ
Cm

λ
m (X), где X = {x1, . . . , xn}, τi(X) — i-е слово

Петреску. Напомним читателю, что для любого натурального i, i-е слово Петреску
рекурсивно определяется следующей формулой:

xi
1 . . . xi

n = τ
C1

i
1 (X)τC2

i
2 (X) . . . τ

Ci−1
i

i−1 (X)τCi
i

i (X)

в свободной группе F с порождающими x1, . . . , xn, в частности:

τ1(X) = x1x2 . . . xn, τ2(X) =
n∏

i<j, i,j=1

[xi, xj ] mod γ3(F ),

где γ3(F ) — третий элемент нижнего центрального ряда группы F .

Всюду далее коммутатор двух элементов x, y ∈ G будем обозначать через [x, y] =
= x−1y−1xy, через G′ — коммутант группы G и через Z(G) — центр группы G.

Определение 3. Многообразие двуступенно нильпотентных групп N2 определяется
следующим тождеством:

G ∈ N2, если ∀x, y, z ∈ G [x, y, z] = [[x, y], z] = 1. (1)

Непосредственно из тождества (1) следует, что если группа G из многообразия групп
N2, то коммутант G′ содержится в центре Z(G) группы G.

В многообразии N2 третья аксиома определении 2 R-группы выглядит следующим
образом:
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(3′) xλ
1 . . . xλ

n = (x1, . . . xn)λτ
C2

λ

2 (X), где τ2(x1, . . . , xn) =
n∏

i<j, i,j=1
[xi, xj ].

Класс двуступенно нильпотентных R-групп будем обозначать через N2,R. В статье [1]
показано, что N2,R является многообразием в языке LR, где LR — групповой язык,
дополненный одноместными функциями fr(x), где r — произвольный элемент из кольца
R, все основные понятия теории групп, такие как R-гомоморфизм, R-подгруппа, R-
изоморфизм естественным образом переносятся на категорию R-групп (более подробно
об этом написано в статье [1]). В частности, если G — R-группа и M — подмножество
элементов из G, 〈M〉R — наименьшая R-подгруппа, содержащая M .

Введем основное понятие нашей статьи — частично коммутативной двуступенно
нильпотентной R-группы, где R — биномиальное кольцо, используя то, что в много-
образии N2,R, как и в других многообразиях алгебраических систем, определена теория
определяющих соотношений. Пусть Fn,R — свободная группа многообразия N2,R, c ба-
зой X = {x1, . . . , xn}. Пусть Γ — конечный простой граф (неориентированный граф
без кратных ребер и петель мы называем простым) с множеством вершин V (Γ) = X и
множеством ребер E(Γ). Определим частично коммутативную двуступенно нильпотент-
ную R-группу, соответствующую графу Γ, c помощью порождающих и определяющих
соотношений в многообразии N2,R.

GΓ = 〈X | SΓ 〉N2,R
,

где SΓ = { [xi, xj ] = 1 | ∀(xi, xj) ∈ E(Γ) }.
Следующее предложение описывает нормальную форму для элементов группы GΓ:

Предложение 1. (1) Фактор-группа GΓ = GΓ/G′
Γ имеет структуру свободного мо-

дуля размерности n над кольцом R с базой из образов элементов x1, . . . , xn.

(2) Коммутант G′
Γ группы GΓ имеет структуру свободного модуля над кольцом R с

базой yij = [xi, xj ], где yij = [xi, xj ] 6= 1 в группе GΓ и i < j.

(3) Любой элемент группы GΓ единственным образом представим в виде

xα1
1 . . . xαn

n

∏
yβkl

kl , (2)

где xi ∈ X, ykl = [xk, xl] 6= 1, k < l, и αi, βkl ∈ R.

В работе [2] данное предложение доказано для частично коммутативных двусту-
пенно нильпотентных Q-групп (т. е. в случае, когда биномиальное кольцо R есть поле
рациональных чисел). Доказательство соответствующего предложения из статьи [2] пол-
ностью проходит в случае, когда R — произвольное биномиальное кольцо.

§ 1.2. Базисные коммутаторы

Опишем более подробно нормальную форму для группы FR = FNm,R
, следуя лекци-

ям Ф. Холла [4].

Определение 4. Пусть A = {a1, . . . , an} — множество букв. Определим H(A) — множе-
ство базисных коммутаторов для A, как множество элементов свободной группы F (A)
над Z и введем линейный порядок на H(A) следующим образом:
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(1) ci = ai — базисные коммутаторы веса 1; будем обозначать вес коммутатора через
ω(c), т. е. ω(ci) = 1, ai ∈ A, коммутаторы веса 1 упорядочены произвольным
образом.

(2) Пусть базисные коммутаторы веса меньше чем k и порядок на них уже определены.
Тогда базисными коммутаторами веса k будут слова вида cl = [ci, cj ] = c−1

i c−1
j cicj ,

где

• ci и cj — базисные коммутаторы и ω(ci) + ω(cj) = k;
• ci > cj , а если ci = [cs, ct], то cj ≥ ct.

(3) Коммутаторы веса k следуют за коммутаторами весов меньших k, и коммутаторы
одного веса между собой упорядочены произвольным образом.

Для нужд этой статьи нам необходимо понятие базисных коммутаторов для произ-
вольного конечного множества элементов B = {b1, . . . , bk} группы G. Множество H(B)
получается из H(A) следующим образом: каждое cA

i из H(A) есть слово от букв из
A = {a1, . . . , ak}. Элемент ci в H(B) получается заменой в слове ci букв из A на эле-
менты из B и вычислением слова ci в группе B, если элемент ci ∈ B равен 1, то он
исключается из множества H(B).

Замечание. Из определения выше понятно, что если B = A — множество порожда-
ющих элементов свободной группы, то H(B) — бесконечное множество, содержащее
базисные коммутаторы сколь угодно большого веса. Если в определении выше B явля-
ется множеством элементов нильпотентной группы G, то H(B) — конечное множество
и содержит коммутаторы веса не больше чем m, где m — ступень нильпотентности
группы G.

Пусть F — свободная нильпотентная группа над Z c множеством порождающих
X = {x1, . . . , xn}. В [4] доказано:

(1) любой элемент g ∈ F единственным образом записывается в виде g = cα1
1 . . . cαk

k ,
где αs ∈ Z, cs ∈ H(X), s ∈ {1, . . . , k}, где k = |H(X)|;

(2) если f = cβ1
1 . . . cβk

k , то элемент

gf = cλ1
1 . . . cλk

k , (3)

где λi есть полином с целыми коэффициентами от переменных α1, . . , αi и β1, . . , βi;
(3)

gε = cω1
1 . . . cωk

k , (4)

где ε ∈ Z, ωi есть полином от переменных α1, . . . , αi и ε.

Конструктивно определим FR(X) — свободную m нильпотентную R-группу как мно-
жество формальных элементов вида cγ1

1 . . . cγk
k , где γi ∈ R, с умножением и возведением

в степень, определяемым по формулам (3) и (4). Поскольку R — биномиальное кольцо,
то значение полинома с целыми коэффициентами от элементов из R также является
элементом R. В [4] Филипп Холл показал, что FR(X) является группой.

Покажем, что группа FR, определенная выше, является свободной группой в мно-
гообразии Nm,R. Для этого нужно доказать, что для любой группы H из многообразия
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Nm,R c порождающим множеством B мощности не больше чем |X|, существует гомо-
морфизм из FR в H. В самом деле, поскольку F — свободная группа, то существует
естественный гомоморфизм φ : F → H, отображающий элементы множества X в эле-
менты множества B. В теореме 6.7 из [4] доказано, что гомоморфизм φ продолжается
до R-гомоморфизма φR : FR → H, и, следовательно, FR является свободной группой
многообразия Nm,R.

Лемма 1. Пусть G — нильпотентная R-группа ступени m, порожденная множеством
Y = {y1, . . . , yn} и H(Y ) = {h1, . . . , hl} — множество неединичных базисных коммутато-
ров, тогда любой элемент g группы G допускает представление

g = hα1
1 . . . hαl

l , где αi ∈ R, i = 1, . . . , l. (5)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть FR — свободная нильпотентная R-группа ступени m, с
множеством порождающих X = {x1, . . . , xn}. Существует естественный R-гомоморфизм
φ : FR → G. Пусть c ∈ H(X), тогда φ(c) ∈ H(Y ) или φ(c) = 1 в группе G. Следователь-
но, так как элементы группы FR записываются в виде cω1

1 . . . cωl
l , ci ∈ H(Y ), ωi ∈ R, то

и элементы группы G могут быть записаны в виде hα1
1 . . . hαl

l , hi ∈ H(Y ), αi ∈ R. ¤

§ 1.3. Автоморфизмы группы GΓ и результаты статьи [1]

Далее в работе нам понадобятся определения операторов ⊥ и o, отношения эквива-
лентности на вершинах графа Γ, множества ad(x), где x — вершина графа Γ, частичного
порядка <ad, а также сжатия графа Γc. Все эти определения есть в статье [1], и мы от-
сылаем читателя к ней.

В этом параграфе будем считать, что биномиальное кольцо R — либо кольцо целых
чисел Z, либо поле нулевой характеристики.

Определение 5. Пусть группа G из многообразия N2,R. Отображение φ : G → G

называется R-автоморфизмом, если

1) φ — групповой автоморфизм;
2) для любого x ∈ G и любого α ∈ R выполнено φ(gα) = φ(g)α.

Пусть X — множество порождающих элементов группы G в многообразии N2,R;
G = 〈X〉R, другими словами, наименьшая R-подгруппа, содержащая X, совпадает с
G. Тогда, как обычно, автоморфизм φ полностью определяется своими значениями на
порождающем множестве X.

Далее в статье, для удобства изложения, примем следующие допущения:

• группа G — R-группа;
• автоморфизм группы G является R-автоморфизмом;
• Aut (G) — группа всех R-автоморфизмов для G.

Пусть Γ — конечный простой граф, GΓ — частично коммутативная двуступенно
нильпотентная R-группа, и φ — R-автоморфизм GΓ, X = {x1, . . . , xn} — множество
канонических порождающих GΓ. Пусть
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φ(x1) = xα11
1 . . . xα1n

n c1,

. . .

φ(xn) = xαn1
1 . . . xαnn

n cn,

(6)

где ci ∈ G′
Γ, αij ∈ R, i, j = 1, . . . , n. Обозначим через [φ] — матрицу (αij), i, j = 1, . . . , n.

Так как коммутант G′
Γ группы GΓ — характеристическая подгруппа, то автомор-

физм φ индуцирует факторный автоморфизм φ на фактор-группе GΓ/G′
Γ, которая по

предложению 1 статьи [1] является свободным R-модулем с базой X = {x1, . . . , xn},
причем

φ(x1) = xα11
1 . . . xα1n

n ,

. . .

φ(xn) = xαn1
1 . . . xαnn

n

(7)

и матрица [φ] = [φ] = (αij) ∈ GL(n,R), i, j = 1, . . . , n.

Определение 6. Пусть f : Aut (GΓ) → Aut (GΓ/G′
Γ) — отображение факторизации:

если φ ∈ Aut (GΓ), то f(φ) = φ — факторный автоморфизм для GΓ/G′
Γ, индуцирован-

ный φ.

Если мы отождествим Aut (GΓ/G′
Γ) с подгруппой из GL(n,R) по правилу φ 7→ [φ],

то гомоморфизм факторизации будет отображением f : Aut (GΓ) → GL(n,R).
Обозначим Im(f) через Aut l(GΓ). Тогда Aut l(GΓ) есть подгруппа GL(n,R). Обо-

значим ker(f) через IAut(GΓ) — это будет подгруппа тех автоморфизмов из Aut (GΓ),
факторный автоморфизм которых есть тождество в фактор-группе GΓ/G′

Γ.
В статье [1] доказана следующая теорема.

Теорема 3 [1]. ПустьGΓ — частично коммутативная двуступенно нильпотентная
R-группа с множеством канонических порождающих X = {x1, . . . , xn}. Тогда:

1) существует короткая последовательность:

1 → IAut (GΓ) → Aut (GΓ)
f→ GL(n,R) → 1,

где f — гомоморфизм факторизации, IAut(GΓ) = ker f , Aut l(GΓ) = Im f — под-
группа факторных автоморфизмов в GL(n,R);

2) IAut (GΓ) — абелева нормальная подгруппа, изоморфная G′
Γ × . . . × G′

Γ︸ ︷︷ ︸
n раз

;

3) множество порождающих Aut (GΓ) есть объединение прообразов множества по-
рождающих для Aut l(GΓ) и множества порождающих для IAut(GΓ).

Теорема 3 сводит изучение структуры Aut (GΓ) к изучению структуры группы фак-
торных автоморфизмов Aut l(GΓ).

Для формулировки следующих теорем из статьи [1], введем понятие вершинного
автоморфизма и блочного представления матриц.

Обозначим через m — число различных классов эквивалентных вершин графа Γ,
пусть [y1], . . . , [ym] — классы эквивалентных вершин; положим |[yi]| = ni, i = 1, . . . ,m.
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Разбиение множества вершин X на классы эквивалентности и порядок ≤ad на мно-
жестве X естественным образом приводят к блочной структуре матрицы [φ] для авто-
морфизма φ ∈ Aut l(GΓ):

A = [φ] =


A11 · · · A1m

...
...

Am1 · · · Amm

 , (8)

где Aij , i, j = 1, . . . ,m — матрица размера ni × nj . Ясно, что все матрицы Aii — квад-
ратные. Будем называть запись (8) матрицы [φ] ее блочным представлением.

Определение 7. Автоморфизм φ ∈ Aut l(GΓ) называется вершинным автоморфизмом,
если в блочном представлении (8) матрицы [φ] все Aij = 0 при i 6= j и Aii ∈ GL(ni, R).

Непосредственно проверяется, что множество вершинных автоморфизмов V (Γ) яв-
ляется подгруппой группы Aut l(GΓ).

Теорема 4 [1]. В обозначениях выше группа вершинных автоморфизмов V (Γ) изо-
морфна прямому произведению групп вида GL(ni, R), i = 1, . . . ,m, другими словами,

V (Γ) ∼=
m∏

i=1

GL(ni, R).

Следующая теорема дает нам структурное описание Aut l(GΓ).

Теорема 5 [1]. Верны следующие утверждения.

(1) Отображение π : Aut l(GΓ) → Aut (Γc) является эпиморфизмом. Пусть kerπ =
= Aut 0

l (GΓ). Тогда Aut l(GΓ) = Aut 0
l (GΓ)hAut (Γc), т. е. Aut l(GΓ) есть полупрямое

произведение групп Aut 0
l (GΓ) и Aut (Γc).

(2) Все матрицы автоморфизмов из Aut 0
l (GΓ) являются нижне клеточно-диагональ-

ными и Aut 0
l (GΓ) = UT (GΓ) h V (Γ), где UT (GΓ) = Aut 0

l (GΓ) ∩ UTc(n,R), где
UTc(n, R) — группа нижних унитреугольных матриц над R, у которых в блоковом
представлении (8) на главной диагонали находятся единичные блоки.

Так как граф Γc является конечным графом по определению, то и группа Aut (Γc)
также конечна, и, следовательно, группа Aut 0

l (GΓ) есть подгруппа конечного индекса
в Aut l(GΓ). Кроме того, важно, что группа Aut 0

l (GΓ) есть полупрямое произведение
групп UT (GΓ) и V (Γ). Так как группа вершинных автоморфизмов является прямым
произведением групп GL(ni, R) и структура этих групп над кольцом R хорошо изуче-
на, то изучение структуры всей группы Aut (GΓ) в определенной степени сводится к
изучению ее унипотентной части UT (GΓ). Этому и будет посвящена последняя часть
работы.

§ 2. Структура UT (GΓ)

В этом параграфе мы опишем структуру группы UT (GΓ) и порождающее множе-
ство для элементов этой группы. Напомним, что в матрицах из UT (GΓ) в блоковом
представлении (8) на главной диагонали находятся единичные матрицы.
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§ 2.1. Мальцевская база для UT (GΓ)

Следуя статье [3], мы введем понятие мальцевской базы для нильпотентной R-сте-
пенной группы (напомним, что в нашем случае R = Z или R — поле нулевой характе-
ристики).

Определение 8. Упорядоченное множество T = {t1, . . . , tp}, p ∈ N, элементов группы
G называется мальцевской базой, если для него выполнены следующие условия.

(1) Для любого g ∈ G существует однозначная запись в форме g = tα1
1 tα2

2 . . . t
αp
p ,

αi ∈ R.
(2) Пусть Gi = 〈ti, . . . tp〉R, тогда следующая цепочка подгрупп

G = G1 < G2 < . . . < Gp < Gp+1 = 1 (9)

является центральным рядом.
(3) Gi/Gi+1 — одномерный свободный R-модуль с базой {ti}, где i ∈ {1, . . . , p}.

Элементами нашей мальцевской базы будут так называемые Γ-допустимые транс-
векции, которые будут введены в следующем пункте.

Соотношения для Γ-допустимых трансвекций

Произвольную трансвекцию trij(α), α ∈ R будем называть нижней трансвекцией,
если i > j. Далее мы выведем некоторые соотношения для нижних трансвекций и введем
понятие Γ-допустимой трансвекции.

Из определения понятия трансвекции имеем, что trij(α) = En + eij(α), где En —
единичная матрица, а eij(α) — матрица, имеющая только один ненулевой элемент α ∈ R,
стоящий в i-й строчке и j-м столбце. Легко вычисляется по формулам произведение двух
матриц eij(α) и ekl(β), α, β ∈ R:

eij(α)ekl(β) =

eil(αβ), если j = k,

нулевая матрица, иначе.
(10)

Используя формулу (10), покажем, как перемножаются трансвекции:

trij(α) trkl(β) = (En + eij(α))(En + ekl(β)) = (En + eij(α) + ekl(β) + δjkeil(αβ)),

где δjk = 0, если j 6= k, и δjk = 1, если j = k.
Вычислим, чему равен коммутатор двух трансвекций. Для этого разберем следую-

щие случаи для индексов i, j, k, l:

1. i > j = k > l, [trkl(β), trij(α)] = tril(αβ).
2. k > l = i > j, [trkl(β), trij(α)] = trkj(−αβ).
3. Во всех остальных случаях [trkl(β), trij(α)] = En.

(11)

Докажем первый пункт формулы (11):

[trkl(β), trij(α)] = (En + ekl(β))(En + eij(α))(En − ekl(β))(En − eij(α)) =
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= (En + ekl(β) + eij(α))(En − ekl(β) − eij(α)) = (En − eil(αβ)) = tril(αβ).

Доказательство остальных пунктов формулы (11) проводится аналогично.
Основной результат о структуре UT (GΓ) — есть теорема 6 ниже, перед ее формули-

ровкой нам необходимо ввести некоторые определения и доказать лемму 2.
Нижняя трансвекция trij(α), α ∈ R называется Γ-допустимой трансвекцией, если

xj <ad xi. Заметим, что по формуле (11), если trij(α), trkl(β), α, β ∈ R — Γ-допустимые
трансвекции, то и их коммутатор либо равен единичной матрице, либо равен Γ-допу-
стимой трансвекции.

Обозначим через T — множество всех Γ-допустимых трансвекций вида trij(1).
Введем упорядочение на T — множестве Γ-допустимых единичных трансвекций. За-

метим, что T = { trij(1) | i > j, xi >ad xj } есть дизъюнктивное объединение T =
= T1 t T2 t . . . t Ts, где в T1 собраны все трансвекции trij(1) ∈ T такие, что i − j = 1,
в T2 собраны все трансвекции trij(1) ∈ T такие, что i − j = 2, аналогично опреде-
ляются все остальные множества объединения выше. Упорядочиваем T так: первые
t1, . . . tp1 — все элементы T1, далее, tp1+1, . . . , tp2 — все элементы T2, и т. д. Будем счи-
тать, что ti < tj тогда и только тогда, когда i < j. Таким образом, мы упорядочили
множество Γ-допустимых трансвекций.

При доказательстве теоремы 5 в статье [1] доказаны следующие результаты, на ко-
торые мы будем опираться дальше.

(1) Все допустимые трансвекции являются автоморфизмами GΓ ипринадлежат UT (GΓ).
(2) Для любой матрицы p ∈ UT (GΓ) для ненулевых элементов δij , i 6= j матрицы p

выполнено, что xi >ad xj .

Лемма 2. Пусть T — множество Γ-допустимых трансвекций вида trij(1) с порядком,
определенным выше. Тогда верны следующие утверждения:

(1) H(T ) ⊆ T ∪ T−1, где H(T ) — множество базисных коммутаторов для T , опреде-
ленное в пункте 1.2.

(2) T — есть мальцевская база для 〈T 〉R.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем первый пункт леммы. По определению множества
H(T ), достаточно показать, что если t ∈ T, s ∈ T , то [s, t] ∈ T ∪ T−1. В самом деле,
пусть s = trij(1) и t = trkl(1). В силу формул (11), коммутатор [trij(1), trkl(1)] 6= En,
только в двух случаях: 1) когда j = k, тогда [trij(1), trkl(1)] = tril(1); 2) когда i = l,
тогда [trij(1), trkl(1)] = trkj(−1). Покажем, что для первого случая, трансвекция tril(1)
является Γ-допустимой. В самом деле, trij(1) и trkl(1) Γ-допустимые трансвекции, то
xi >ad xj и xj = xk >ad xl, следовательно, xi >ad xl и tril(1) — Γ-допустимая трансвек-
ция, причем tril(1) ∈ T . Во втором случае аналогичные рассуждения также приводят
к тому, что trkj(−1) является Γ-допустимой трансвекцией, но trkj(−1) = tr−1

kj (1) ∈ T−1.
Первый пункт леммы доказан.

Докажем, что T — есть мальцевская база для 〈T 〉R. Пусть P = 〈T 〉R. По предыдущему
пункту леммы имеем, что H(T ) ⊆ T ∪ T−1, по лемме 1 имеем, что любой элемент g из
P записывается в виде

g = tα1
1 . . . tαm

m , (12)
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где αi ∈ R, ti ∈ T, i = 1, . . . ,m.
Докажем единственность записи элемента g в форме (12). Элемент g есть матрица

из UTn(R). Пусть g = (δij), δij ∈ R. Будем называть i-й диагональю матрицы g все
множество элементов δst матрицы g, у которых s − t = i.

Построим цепочку подгрупп

P = G1 < . . . < Gs < Gs+1 = 1, (13)

где Gi = 〈Ti t . . . t Ts〉R.
Пусть A1 = {α1

1, . . . , α
1
k1
} — ненулевые элементы δij матрицы g на 1-й диагонали.

По правилам умножения матриц, имеем, что g единственным образом представляется в
виде g = t11(α

1
1) . . . t1k1

(α1
k1

)g2, где t1l ∈ T1, l = 1, . . . , k1, а матрица для g2 ∈ P имеет нули
на 1-й диагонали.

Пусть A2 = {α2
1, . . . , α

2
k2
} — ненулевые элементы матрицы g, находящиеся на 2-й диа-

гонали. Тогда g2 единственным образом записывается в виде g2 = t21(α
2
1) . . . t2k2

(α2
k2

)g3,
где t2l ∈ T2, l = 1, . . . , k2, а матрица g3 ∈ P имеет нули на 2-й и 1-й диагоналях. Далее,
аналогично продолжая процесс записи, получим, что g единственным образом записы-
вается через элементы из T .

Покажем, что подгруппа Gs = 〈Ts〉R является центральной подгруппой во всех
Gi, i = 1, . . . , s − 1.

По определению, Ts = {trij |i− j = s}, причем для любой Γ-допустимой трансвекции
trkl ∈ T имеем, что k − l ≤ s. Пусть trs

ij ∈ Ts, trr
kl ∈ Tr, где r ≤ s. Покажем, что

[trr
kl, tr

s
ij ] = En. От противного, пусть [trr

kl, tr
s
ij ] 6= En. По формулам 11 имеем, что

[trr
kl, tr

s
ij ] = tril, если i > j = k > l, но тогда i − l > s, что противоречит построе-

нию T . Следовательно, [trr
kl, tr

s
ij ] = En. В случае k > l = i > j имеем [trr

kl, tr
s
ij ] = trkj ,

но тогда k − j > s, что также противоречит построению T . Значит, trs
ij коммутирует со

всеми Γ-допустимыми трансвекциями из T , т. е. Gs — центральная подгруппа во всех
Gi, i = 1, . . . , s − 1.

Аналогично доказывается, что фактор-группа Gw/Gw+1, w = 1, . . . , s−1 центральная
подгруппа во всех факторах вида Gv/Gw+1, v < w. Таким образом, цепочка (13) является
центральным рядом. Следовательно, T является мальцевской базой для 〈T 〉R. Что и
требовалось доказать.

Теорема 6. Пусть T — множество Γ-допустимых трансвекций вида trij(1) с порядком,
определенным выше, тогда T — есть мальцевская база для UT (GΓ).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть T = {t1, . . . , tr}. Обозначим за P = 〈T 〉R — множество
всех матриц вида {tα1

1 · · · tαr
r | αi ∈ R}. Так как произвольная допустимая трансвекция

ti ∈ T принадлежит UT (GΓ) по замечанию выше, то очевидно, что P ⊆ UT (GΓ). Следо-
вательно, для доказательства теоремы достаточно показать, что P = UT (GΓ), и тогда
из леммы 2 будет следовать, что T является мальцевской базой для UT (GΓ).

Итак, от противного, пусть f ∈ UT (GΓ) и f /∈ P . Элемент f можно представить
как произведение трансвекций. Пусть f =

∏
trγij

ij , где γij ∈ R. Так как f /∈ P , то
в разложении f присутствует трансвекция t, которая не принадлежит T , т. е. t — не
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является Γ-допустимой трансвекцией, следовательно, t /∈ UT (GΓ) по замечанию выше.
Полученное противоречие доказывает теорему 6. ¤

§ 2.2. Ступень нильпотентности UT (GΓ)

В этом параграфе будет указана ступень нильпотентности группы UT (GΓ), завися-
щая от графа Γ.

В работе [1] был введен частичный порядок на вершинах из X. Напомним, что
x <ad y (x строго меньше y) тогда и только тогда, когда ad(x) ( ad(y). Следовательно,
по лемме 4 статьи [1], если x <ad y, то x � y.

Определение 9. Высотой решетки допустимых множеств группы GΓ назовем число,
равное максимальной длине строго убывающей цепочки элементов из X относительно
порядка <ad. Будем обозначать это число через h(GΓ).

Теорема 7. Ступень нильпотентности группы автоморфизмов UT (GΓ) равна h(GΓ).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Чтобы доказать, что группа UT (GΓ) имеет ступень нильпо-
тентности h(GΓ), покажем, что:

(1) для любых элементов u1, . . . , uk из UT (GΓ), где k > h(GΓ) их коммутатор [u1, . . , uk]
равен 1;

(2) найдется набор из h = h(GΓ) элементов g1, . . . , gh из UT (GΓ), такой что их комму-
татор [g1, . . . gh] не равен 1.

Докажем пункт 1. От противного, пусть существует набор u1, . . . , uk, k > h(GΓ),
такой, что их коммутатор u = [u1, u2, . . . , uk] не равен 1.

Рассмотрим коммутатор [u1, u2], так как u 6= 1, то и u′ = [u1, u2] 6= 1. По теореме 6,
u′ записывается в виде произведения допустимых трансвекций: u′ = tα1

1 . . . t
αp
p . Из фор-

мул вычисления коммутатора допустимых трансвекций (11) следует, что для любого ti

из разложения u′ имеем ti = [trij , trjr] = trir. Таким образом, продолжая вычисление
элемента u = [. . . [[u1, u2]u3] . . . uk], приходим к выводу, что в разложении элемента u

присутствуют только те трансвекции, которые являются коммутатором веса k от допу-
стимых трансвекций. Значит, существует цепочка из k допустимых трансвекций вида
tri1i2 , tri2i3 , . . . , trik−1ik , и существует строго убывающая цепочка длины k элементов из
X: xi1 <ad xi2 <ad . . . xik , что противоречит определению числа h(GΓ).

Перейдем к пункту 2 доказательства. Пусть xi1 <ad . . . <ad xih — цепочка строго убы-
вающих элементов из X, длины h =h(GΓ). Тогда множество трансвекций {tri1i2 , tri2i3 , . . .

trih−1h} принадлежит UT (GΓ). Так как по правилам вычисления коммутатора двух
трансвекций [tri1i2 , tri2i3 ] = tri1i3 , то [tri1i2 , tri2i3 , . . . , trih−1ih ] = tri1ih 6= 1 и Γ — допу-
стимая трансвекция. Что и требовалось доказать. ¤

§ 3. Системы порождающих элементов для группы автоморфизмов GΓ

В этом параграфе опишем порождающее множество для группы Aut (GΓ). Будем
обозначать через gen(A) порождающее множество группы A. Результаты этого парагра-
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фа существенно опираются на работу [1], напомним читателю, что основные теоремы
статьи [1] приведены в § 1.3.

Из теоремы 3 работы [1] следует, что

gen(Aut (GΓ)) = gen(Aut l(GΓ)) ∪ gen(IAut(GΓ)).

Также в теореме 3 показано, что группа IAut(GΓ) = (G
′
Γ)n, где G

′
Γ — коммутант груп-

пы GΓ. Поскольку, по предложению 1 из статьи [1], коммутант G′
Γ имеет структуру

свободного R-модуля с базой Y = { ykl | для всех [xk, xl] 6= 1 }, то и его n-я степень
IAut(GΓ) = (G′

Γ)n = G′
Γ × . . . × G′

Γ также является свободным R-модулем размерно-
сти n · |Y |, т. е. имеет весьма понятную структуру, и система порождающих IAut(GΓ)
является произвольной базой для R-модуля (G′

Γ)n. Таким образом, осталось описать
порождающее множество для Aut l(GΓ).

По теореме 5, имеем следующие разложения для Aut l(GΓ):

(1) Autl(GΓ) = Aut 0
l (GΓ)hAut (Γc), где Aut (Γc) — группа автоморфизмов графа Γc;

(2) Aut 0
l (GΓ) = UT (GΓ) h V (GΓ), где V (Γ) — вершинная группа автоморфизмов,

V (Γ) ∼=
∏

[xi]∈Xc

GL(|[xi]|, R).

Из вышеуказанных разложений следует, что

gen(Aut l(GΓ)) = gen(UT (GΓ)) ∪ gen(V (Γ)) ∪ gen(Aut (Γc)).

Система порождающих для UT (GΓ) описана в предыдущем параграфе. Описание
порождающего множества для Aut (Γc) есть вопрос теории графов и выходит за рамки
этой статьи. Поэтому осталось описать порождающее множество для группы вершинных
автоморфизмов V (Γ).

Определение 10. Обозначим за TrZ = { trij(1) | xi ≤ad xj , i, j = 1, . . . , n, i 6= j } —
множество допустимых трансвекций для кольца Z. Обозначим за TrR = { trij(α) | xi ≤ad

xj , i, j = 1, . . . , n, i 6= j α ∈ R } — множество допустимых трансвекций в случае, если
R — поле нулевой характеристики.

Определение 11. Обозначим за TrR
V = { trij ∈ TrR | xi ∼ xj } — множество глав-

ных трансвекций, где R — биномиальное кольцо (в нашем случае Z или поле нулевой
характеристики).

Отметим, что для любых i, j таких, что xi ∼ xj , следует, что трансвекция trij явля-
ется допустимой.

Определение 12. Обозначим за DiagZ = {diagi(−1) | i = 1, . . . , n }, где diagi(−1) —
диагональная матрица размерности n, в которой на диагонали везде стоят 1 кроме i-й
строчки, где стоит −1. Обозначим за DiagR = {diagi(α) | i = 1, . . . , n, α ∈ R }, где
diagi(α) — диагональная матрица размерности n, в которой на диагонали везде стоят 1
кроме i-й строчки, где стоит произвольный элемент из R.

Как мы видим, множества Tr и Diag для случаев кольца Z являются конечными,
а для случая поля нулевой характеристики — бесконечными. Для полного описания
системы порождающих элементов группы Aut(GΓ) осталось исследовать порождающее
множество для подгруппы V (Γ).
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Предложение 2. Подгруппа V (Γ) порождается:

(1) если R = Z, то множеством матриц DiagZ и TrZ
V ;

(2) если R — поле нулевой характеристики, то, соответственно, множеством матриц
DiagR и TrR

V .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Так как матрицы из GL(n, Z) и GL(n,R), по теореме линейной алгебры, порожда-

ются трансвекциями и диагональными матрицами, и, поскольку, по теореме 4, V (Γ) =
=

∏
GL(mi, R), то gen(V (Γ)) =

⋃
gen(GL(ni, R)), где gen(G) — порождающее множество

для группы G, то V (Γ) порождается множеством главных трансвекций TrR
V и множе-

ством диагональных матриц DiagR. ¤
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