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НА ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ПРИТЯГИВАЮЩЕЙ СФЕРЕ∗

Приведена система законов сохранения массы и полного импульса для уравнений мелкой
воды на вращающейся притягивающей сфере. Построены точные решения в классе стационар-
ных волн со ступенчатым профессорлем глубины — бор на сфере. Эти решения использованы
для тестирования предложенной в работе явной двухслойной по времени разностной схемы.
На основе данной схемы проведено численное моделирование процесса эволюции одномерных
нестационарных прерывных волн на вращающейся притягивающей сфере.
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Введение

Модель мелкой воды широко используется для описания длинноволновых движений

жидкости [1–4]. При переносе ее на сферу «условие мелкой воды» означает малую глу-

бину жидкого слоя относительно радиуса сферы (планеты). Такая модель описывает

крупномасштабные движения в атмосфере и Мировом океане, протекающие достаточ-

но длительное время, чтобы эффект вращения планеты оказывал свое влияние. Для

Земли это движения масштабов тысяч километров и длительностью недели и месяцы

(циркуляционные ячейки в атмосфере, гигантские вихри и ринги в океане и пр.).

Модель мелкой воды на сфере оказывается сложнее для аналитического исследова-

ния по сравнению с классической [5; 6]. Важную роль для ее изучения играют числен-

ные методы. В данной работе для случая одномерных течений, зависящих от широты,

предложена консервативная разностная схема, аппроксимирующая дивергентную фор-

му записи уравнений мелкой воды на вращающейся сфере, полученную из интегральных

законов сохранения. Схема построена методом расщепления по физическим процессам,

является условно устойчивой по Куранту и допускает явную реализацию без прогонок

и итераций по нелинейности.

Путем численного моделирования по этой схеме исследована устойчивость точных

стационарных решений как непрерывных, так и разрывных, типа бора на сфере. В ка-

честве основного примера приведено численное решение задачи о разрушении плотины

на сфере.
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§ 1. Законы сохранения массы и полного импульса

Рассмотрим движения идеальной несжимаемой жидкости плотности ρ = const и

глубины h на поверхности сферы радиуса r, причем h≪ r. На жидкость действует сила

тяжести, создающая ускорение g, направленное к центру сферы. Сфера вращается с

постоянной угловой скоростью w. В рамках длинноволнового приближения [5] ускорение

g = const, давление в жидкости на глубине ξ определяется по гидростатическому закону

p = ρgξ. (1)

Осредненная по глубине скорость жидкости лежит в плоскости касательной к сфере.

Рассмотрим на поверхности сферы односвязную область S с кусочно-гладкой гра-

ницей ∂S. Интегральные законы сохранения массы жидкости и ее полного импульса в

этой области задаются формулами

∫

S

hds
∣∣∣
t2

t1
+

t2∫

t1

(∮
qn dl

)
dt = 0, (2)

∫

S

q ds
∣∣∣
t2

t1
+

t2∫

t1

(∮ (
q(vn) +

gh2

2
n
)

dl +

∫

S

hF ds
)

dt = 0, (3)

где q = hv — полный импульс, n — единичный вектор внешней нормали к границе ∂S,

касательный к сфере, ds — элемент площади на сфере, dl — дифференциал длины дуги,

F = Fk + Fc, где

Fk = 2w × v (4)

— сила Кориолиса,

Fc = w × (w × x) (5)

— центробежная сила, x — радиус-вектор.

Предполагая, что ось вращения проходит через центр сферы, рассмотрим декартову

систему координат Oxyz, начало которой O лежит в центре сферы так, что ось Oz

совпадает с осью вращения. В этой системе скользящий вектор w имеет координаты

w = (0, 0,Ω), (6)

где Ω — угловая скорость вращения. В сферических координатах (θ,ϕ), связанных с

декартовыми координатами (x, y, z) соотношениями

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ, (7)

законы сохранения (2) и (3) можно представить в следующей дифференциальной форме:

(rh sin θ)t + (q sin θ)θ+ Qϕ = 0, (8)

(rq sin θ)t +
((
υq +

gh2

2
a
)

sin θ
)
θ

+
(
V q +

gh2

2
b
)
ϕ

+ rhF sin θ = 0, (9)

где

q = qa, Q = qb, υ = va, V = vb, (10)
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a = a(θ,ϕ) и b = b(θ,ϕ) — единичные вектора, касательные соответственно к мери-

диану ϕ = const и параллели θ = const, проходящим через точку s = s(θ,ϕ) на сфере.

Покомпонентная форма записи закона сохранения полного импульса имеет вид

(rq sinθ)t +
((

qυ+
gh2

2

)
sinθ

)
θ

+ (qV )ϕ−
(
QV +

gh2

2

)
cos θ = (11)

= W
(
Wh sin2 θ cos θ+ Q sin 2θ

)
, (12)

(rQ sinθ)t + (Qυ sin θ)θ+ (QV +
gh2

2
)ϕ+ qV cos θ = −Wq sin 2θ, (13)

где W = Ωr. Дифференциальные уравнения (8), (11) и (13) образуют замкнутую систему

для нахождения функций h, q и Q.

§ 2. Уравнения мелкой воды в осесимметричном случае

Рассмотрим частные решения уравнений мелкой воды на сфере, не зависящие от

угловой координаты ϕ. В этом случае система уравнений (8), (11) и (13) примет следу-

ющий вид:

(rh sin θ)t + (q sin θ)θ = 0, (14)

(rq sin θ)t + (qυ sin θ)θ+
(gh2

2

)
θ
sinθ = f, (15)

(rQ sin θ)t + (Qυ sin θ)θ = F, (16)

где источниковые члены в правых частях уравнений (15) и (16) определяются по фор-

мулам

f = Qψ+ W 2h sin2 θ cos θ, F = −qψ, ψ = V cos θ+ W sin 2θ, (17)

Из законов сохранения (14)–(16) получим следующие соотношения:

D[h] = [q], D[q] =
[
qυ+

gh2

2

]
, D[q] = [Qυ], (18)

которым удовлетворяют параметры точного решения на линии разрыва θ = θ(t). В (18)

квадратными скобками обозначен скачок функции на линии разрыва, D = rθt — ско-

рость распространения ударной волны. Эти соотношения совпадают с классическими

условиями Гюгонио для одномерных уравнений теории мелкой воды над горизонталь-

ным дном [2]. Используя векторную недивергентную форму записи системы (14)–(16)

ut + Auθ = f , (19)

где

u =




h

υ

V


 , A =

1

r



υ h 0

g υ 0

0 0 υ


 , f =

1

r




−q ctg θ

V 2 ctg θ+ f1

−υV ctg θ+ f2


 , (20)

f1 = W cos θ(W sin θ− 2V ), f2 = 2Wυ cos θ, (21)
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можно получить запись этой системы в инвариантах

(w1)t +
λ1

r
(w1)θ =

1

r

(
(V 2 + υc) ctg θ+ f1

)
, (22)

(w2)t +
λ2

r
(w2)θ =

1

r

(
(V 2 + υc) ctg θ+ f1

)
, (23)

Vt +
υ

r
Vθ =

1

r

(
f2 − υV ctg θ

)
. (24)

В (22)–(24)

λ1 = υ− c, λ2 = υ+ c, (25)

— первые два собственных значения матрицы А,

w1 = υ− 2c, w2 = υ+ 2c, (26)

— соответствующие им инварианты, c =
√

gh — скорость распространения малых воз-

мущений в мелкой воде.

Поскольку уравнения мелкой воды на сфере (22)–(24) являются неоднородными, то

даже при отсутствии вращения (Ω = 0 ⇒ f1 = f2 = 0) и при V = 0 они, в отличие от

классических уравнений теории мелкой воды на плоскости [1; 7], не допускают точных

решений в виде центрированных волн. Оказывается, для уравнений мелкой воды на

сфере можно построить стационарные точные решения, в том числе и разрывные с

устойчивыми стоячими скачками, на которых выполнены условия Гюгонио (18).

При решении для системы (14)–(16) начально-краевой задачи на отрезке [θl,θr], где

0 < θl < θr < π, будем задавать начальные значения глубины и расхода q(θ, 0) = q0(θ),

h(θ, 0) = h0(θ). Граничные условия будем задавать в соответствии с типом течения на

границах расчетной области. Если течение на границе является докритическим, то на

ней необходимо задавать одно граничное условие, в качестве которого будем брать зна-

чение расхода. При сверхкритическом втекании потока на границе необходимо ставить

два граничных условия, в качестве которых будем брать значения глубины и расхода.

При сверхкритическом вытекании потока граничные условия не задаются.

§ 3. Разностная схема

Поскольку процесс распространения прерывных волн является быстропротекающим,

то для численного моделирования будем использовать условно устойчивую разностную

схему, при реализации которой отсутствуют прогонки и итерации по нелинейности. В то

же время для устойчивости численного алгоритма [8] необходимо применять неявную

аппроксимацию силы Кориолиса, которая представляет собой распределенный источни-

ковый член. С учетом этого разностную схему, аппроксимирующую систему (14)–(16),

будем строить методом расщепления по физическим процессам [9] на разнесенной по

пространству сетке, на которой компоненты скорости υ, V и расхода q, Q вычисляются

в целых узлах:

θi = i∆θ, i = 0, N, (27)

а глубина h — в полуцелых узлах:

θα = α∆θ : α = i +
1

2
, i = 0, N − 1, (28)
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где ∆θ =
θl − θr

N
— постоянный шаг сетки по переменной θ, [θl,θr] — отрезок, на котором

производятся вычисления. Для значений вычисляемых функций f(θ, t) в целых (27) и

полуцелых (28) узлах сетки будем использовать следующие сокращенные обозначения:

fn
i = f(θi, tn), fn

α = f(θα, tn), (29)

где tn — есть n-й временной слой разностной схемы.

Численный алгоритм построим путем разностной аппроксимации дивергентной фор-

мы записи (14)–(16) системы уравнений мелкой воды на вращающейся притягивающей

сфере. Закон сохранения массы (14) аппроксимируем явной разностной схемой

r sinθi
hn+1
α − hn

α

τn
+

(qn
i+1 sin θi+1 − qn

i sin θi)

∆θ
= (W1)

n
α, (30)

где i = 0, N − 1, τn — шаг по времени на n-м временном слое

τn =
n−1∑

k=0

τk.

В правую часть разностного уравнения (30) введена искусственная вязкость

(
W1

)n
α

= c1
hn
α+1 sin θα+1 − 2hn

α sinθα+ hn
α−1 sin θα−1

∆θ
,

где c1 = const. После вычисления глубин hn+1 в полуцелых узлах (28), из разностных

уравнений

r sin θi
q̃n+1

i − qn
i

tn
+

(qυ)ni+1 sin θi+1 − (qυ)ni−1 sin θi−1

2∆θ
+

+
g

2

((h2)n+1
α sinθα− (h2)n+1

α−1 sin θα−1

∆θ

)
=

= W 2hn+1
α sin2 θα cos θα+ (W2)

n
i , (31)

r sin θi
Q̃n+1

i −Qn
i

tn
+

(Qυ)ni+1 sin θi+1 − (Qυ)ni−1 sin θi−1

2∆θ
= (W3)

n
i (32)

найдем предварительные значения расходов q̃n+1
i и Q̃n+1

i во внутренних целых узлах

θi = i∆θ, i = 1, N − 1, (33)

разностной сетки. В правую часть разностных уравнений (31) и (32) введены искус-

ственные вязкости

(
W2

)n
i

= c2
|υn
α|(qn

i+1 − qn
i )− |υn

α−1|(qn
i − qn

i−1)

∆θ
+

+ c2
|qn
α|(υn

i+1 − υn
i )− |qn

α−1(υ
n
i − υn

i−1)|
∆θ

+ c3
qn
i+1 − 2qn

i + qn
i−1

∆θ
, (34)

(
W3

)n
i

= c2
|υn
α|(Qn

i+1 −Qn
i )− |υn

α−1|(Qn
i −Qn

i−1)

∆θ
+ c3

Qn
i+1 − 2Qn

i + Qn
i−1

∆θ
, (35)

где c2, c3 = const. После определения величин q̃n+1 и Q̃n+1 из уравнений (31) и (32)

окончательные значения расходов qn+1 и Qn+1 в каждом внутреннем узле находятся из
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системы уравнений




r sin θi
qn+1
i − q̃n+1

i

τn
− (V n

i cos θi + W sin 2θi)Q
n+1
i = 0,

r sin θi
Qn+1

i − Q̃n+1
i

τn
+ (V n

i cos θi + W sin 2θi)q
n+1
i = 0,

(36)

которую, после введения обозначения an
i =

τn

r sinθi

(
V n

i cos θi + W sin 2θi

)
, можно пере-

писать в следующем виде:
{

qn+1
i = q̃n+1

i + an
i Qn+1

i ,

Qn+1
i = Q̃n+1

i − an
i qn+1

i .
(37)

Решая систему (37), получим окончательные значения компонент расхода

qn+1
i =

q̃n+1
i + an

i Q̃n+1
i

1 + (an
i )2

, Qn+1
i =

Q̃n+1
i − an

i q̃n+1
i

1 + (an
i )2

, (38)

на n + 1 временном слое.

После вычисления расходов qn+1 и Qn+1, соответствующие им скорости υn+1 и V n+1

находятся по формулам

υn+1 =
qn+1
i

hn+1
i

, V n+1 =
Qn+1

i

hn+1
i

.

Шаг по времени τn выбирается из условия устойчивости Куранта [2] по формуле

τn =
λr∆θ

max
i,α

(
√

(υn
i )2 + (V n

i )2 +
√

ghn
α)

, (39)

где 0 < λ < 1 — коэффициент запаса.

Данная схема с учетом искусственных вязкостей, коэффициенты которых выбира-

ются по результатам тестовых расчетов, имеет первый порядок аппроксимации как по

времени, так и по пространству.

При решении разностной начально-краевой задачи при докритическом течении на

границе, на ней задается точное значение расхода. При сверхкритическом втекании по-

тока на границе задаются точные значения расхода и глубины. При сверхкритическом

вытекании потока граничные условия не задаются, а значение расхода на границе вы-

числяется при помощи разностного уравнения, в котором разности направлены против

потока. Во всех приводимых далее расчетах полагается, что радиус сферы r = 1, а

коэффициент запаса в условии устойчивости λ = 0,5.

Замечание. В настоящее время для сквозного расчета разрывных решений широкое

распространение получили разностные схемы типа TVD, повышенного порядка аппрок-

симации в смысле тейлоровского разложения на гладких решениях [2]. Однако в работах

[10; 11] было показано, что все эти схемы имеют не более чем первый порядок сходи-

мости в областях влияния нестационарных ударных (прерывных) волн и тем самым

при сквозном расчете разрывных решений не являются схемами повышенной точности.

Более того, как показано в [10], разностная схема первого порядка со специально подо-

бранными искусственными вязкостями обеспечивает более высокий порядок сходимости
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по сравнению с TVD схемами в области влияния нестационарной ударной волны сра-

зу за ее фронтом. Поэтому в настоящей работе для расчета прерывных волн на сфере

используется схема первого порядка (30)–(32), являющаяся аналогом схемы, рассмот-

ренной в [10].

§ 4. Примеры разрывных стационарных решений

В [6] найден и исследован класс стационарных решений системы (8), (11) и (13). Эти

стационарные решения могут представлять собой состояния равновесия неподвижной

жидкости (υ = V = 0), в которых глубина задается формулой

h(θ) = h0 + γ sin2 θ, γ =
r2
0

8f0
, (40)

или стационарные решения, в которых все искомые функции зависят лишь от широты θ:

υ =
q0

h sin θ
, V =

V0

sin θ
+

r0

2
sin θ. (41)

В (40), (41) h0 — произвольная положительная величина, r0 = R−1
0 — параметр, об-

ратный к числу Россби R0 =
V0

2rΩ
, f0 = F−2 — параметр, обратный к квадрату числа

Фруда F =
V0√
gH0

, q0 = H0υ0 (H0 — характерная глубина слоя по вертикали, υ0, V0 —

характерные широтная и долготная компоненты скорости). Глубина жидкости h в (41)

определяется из алгебраического кубического уравнения

h3 − αh2 + β = 0, (42)

где

α =
1

2f0

(
σ0 −

V 2
0

sin2 θ

)
, β =

q2
0

2f0 sin2 θ
, σ0 = 2b0 + V0r0. (43)

Стационарные решения (41) существуют, если дискриминант уравнения (42) отрица-

телен. В этом случае кубическое уравнение (42) имеет три различных действительных

корня, два из которых являются положительными, а один — отрицательным. Большему

положительному корню соответствует докритическое стационарное течение, а меньше-

му — сверхкритическое стационарное решение, которые описываются формулами (41)

для различных значений корней (42). В формулах (43) константа b0 есть правая часть

интеграла Бернулли
1

2

(
υ2 + V 2

)
+ f0h−

1

8
r2
0 sin2 θ = b0. (44)

В [6] исследовано поведение дискриминанта уравнения (42) в зависимости от параметров

задачи и переменной θ. Доказано, что существует интервал [θ∗,π−θ∗] изменения широты

θ(θ∗ > 0), на котором решение (41), (42), (43) имеет следующие свойства.

1. Решение существует лишь для определенных значений параметров задачи.

2. Решение и соответствующее течение жидкости определено в некотором сфериче-

ском поясе, симметричном относительно экватора.

3. Этот пояс может быть сколь угодно широк, исключая малые диски вокруг полюсов

сферы (рис. 1).
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Рис. 1. Простые стационарные волны: схема течения

4. Границы пояса-параллели θ = θ∗ и θ = π− θ∗ — являются звуковыми характери-

стиками системы уравнений мелкой воды на данном решении. На них величины υ, V ,

h являются конечными, а производные от h и υ обращаются в бесконечность. На этих

параллелях происходит градиентная катастрофа решения.

5. Данное решение описывает истечение жидкости из кольцевого источника, явля-

ющегося одной из этих параллелей, движение ее по поверхности сферы и втекание во

вторую параллель, служащую стоком. При этом вытекание и втекание жидкости про-

исходят с критической скоростью υ =
√

f0h.

6. Существует два типа течения: докритическое (υ < c =
√

f0h) и сверхкритическое

(υ > c) в меридиональном направлении. В первом из них профиль глубины h = h(θ)

является кривой выпуклой вверх (пунктирная линия на рис. 2,а), во втором — выпук-

лой вниз (сплошная линия на рис. 2,а). На рис. 2,б приведены характерные для этих

типов течений линии тока (слева показан случай докритического течения, а справа —

сверхкритического).
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Рис. 2. Простые стационарные волны. Профили глубины а: сверхкритический (сплошная линия)

и докритический (штриховая); линии тока б : слева докритический, справа — сверхкритический

режимы
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Наряду с описанными выше непрерывными при θ ∈ (θ∗,π − θ∗) решениями, суще-

ствуют стационарные решения системы (14)–(15) типа стоячего бора, имеющие разрыв

на некоторой параллели θ = θ̃, θ∗ < θ̃ < π − θ∗, на которой происходит переход со

сверхкритического на докритическое стационарное решение (41)–(43).

На разрыве сохраняются значения: параметров r0 и f0 из физической постановки

задачи, расхода q0 и касательной компоненты скорости V0 из условий Гюгонио (18). Та-

ким образом, состояния перед и за скачком отличаются значениями только констант

b0. Согласно условию устойчивости прерывных волн, скачок происходит с повышени-

ем уровня жидкости при движении по потоку. Следовательно, построение разрывного

решения происходит по следующей схеме.

1. Пусть h1 < h2 являются положительными корнями уравнения (42), отвечающего

состоянию жидкости перед скачком, т. е. постоянной b01, а H1 < H2 — положительные

корни уравнения (42) с постоянной b02.

2. Выбираем корни h1 = h1(θ) и H2 = H2(θ), соответствующие сверхкритическому

и докритическому режимам соответственно. Из условия устойчивости стоячего бора

следует, что H2 > h1 при θ = θ̃.

3. Из первого условия Гюгонио (18) для закона сохранения массы следует постоян-

ство расхода на линии разрыва (обозначим его q0). Тогда из второго условия Гюгонио

(18) для первой компоненты закона сохранения полного импульса следует соотношение

h1H2(h1 + H2) =
2q2

0

f0 sin2 θ
. (45)

θ0 = 0,6π θ0 = 0,9π

hh

H H
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Рис. 3. Ударная адиабата для двух значений параметра

4. Рассмотрим на плоскости R2(h,H) кривую (45) для заданных параметров задачи

(рис. 3). Нанесем на плоскости вертикальную прямую h = h1 и будем подбирать посто-

янную b02 так, чтобы горизонтальная прямая H = H2 прошла через точку пересечения

прямой h = h1 и кривой (45).

Численные эксперименты показывают, что такая конфигурация существует для ши-

рокого диапазона параметров течения. На рис. 3 показаны кривая (45) и прямые h = h1,2

и H = H1,2 для различных значений параметров течения.

Для полноты картины на нем изображены и «лишние» корни h = h2, H = H1. При-

веденная конструкция доказывает существование разрывных решений в классе простых

стационарных волн и позволяет конструктивно строить такие решения. На рис. 4 изоб-

ражены скачок профиля глубины (а) и характерные линии тока (б).
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Рис. 4. Разрывные течения: а — скачок профиля глубины; б — соответствующие линии тока

§ 5. Устойчивость стационарных решений

Устойчивость стационарных решений, построенных в предыдущем пункте, демон-

стрируется путем приближения к ним в результате установления при численном ре-

шении нестационарной начально-краевой задачи для системы (14)–(16) с постоянными

начальными и граничными условиями. Численные расчеты проводятся по разностной

схеме, описанной в § 3, в которой количество узлов сетки N = 100, ускорение свободного

падения g = 1 и коэффициенты искусственной вязкости c1 = c2 = 1, c3 = 0.

Рис. 5. Профиль глубины жидкости при выходе на докритический режим течения

На рис. 5 приведено решение нестационарной задачи со следующими начальными и

граничными условиями:

h0(θ) = 2, q0(θ) =
1

sinθ
, q(θl, t) = q0(θl) =

1

sin θl
, q(θr, t) = q0(θr) =

1

sinθr
,

где θl = 0,3π, θr = 0,7π (решение показано в пять последовательных моментов времени).

Поскольку при решении этой задачи формируется докритическое течение, то на обеих

границах расчетной области ставится по одному граничному условию. При t → ∞ ре-
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шение данной задачи асимптотически выходит на докритическое стационарное решение

(41)–(43), что иллюстрируется рис. 6, на котором для глубины и скорости кружками по-

казано предельное разностное решение, а сплошными линиями — точное стационарное

решение.

Рис. 6. Глубина и скорость при докритическом режиме течения: предельное разностное решение

(кружки) и точное стационарное решение (сплошная линия)

На рис. 7 приведено решение нестационарной задачи с начальными условиями и

граничными условиями на левой границе

h0(θ) = 2, q0(θ) =
4

sin θ
, h(θl, t) = h0(θl) = 2, q(θl, t) = q0(θl) =

1

sin θl
,

где θl = 0,3π, θr = 0,7π (решение показано для шести последовательных моментов вре-

мени). На правой границе на некотором начальном временном интервале [0, T1) течение

является сверхкритическим и граничное условие в моменты времени tn < T1 не задается

(на рис. 7 это моменты времени t = 0; 0,3; 0,5). В момент времени tn+1 = tn + τn > T1

течение на правой границе становится докритическим и на ней задается одно гранич-

ное условие, в качестве которого берем постоянство расхода qn+1
N = qn

N (на рис. 7 это

моменты времени t = 0,8; 1).

Рис. 7. Профиль глубины жидкости при выходе на сверхкритический режим течения

В некоторый момент времени T2 > T1 течение на правой границе вновь становит-

ся сверхкритическим и остается таковым при всех tn > T2, и поэтому на временных

слоях граничные условия на ней не ставятся (на рис. 7 это момент времени t = 5).

В результате при t→∞ решение рассматриваемой задачи асимптотически выходит на
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сверхкритическое стационарное решение (41)–(43), что иллюстрируется рис. 8, на ко-

тором для глубины и скорости кружками показано предельное разностное решение, а

сплошными линиями — точное стационарное решение.

Рис. 8. Глубина и скорость при сверхкритическом режиме течения: предельное разностное ре-

шение (кружки) и точное стационарное решение (сплошная линия)

Рис. 9. Профиль глубины жидкости при выходе на разрывный режим течения

На рис. 9 приведено решение нестационарной задачи с начальными и граничными

условиями

h0(θ) = 2, q0(θ) =
2

sin θ
,

h(θl, t) = h0(θl) = 2, q(θl, t) = q0(θl) =
2

sinθl
,

q(θr, t) = q0(θr) =
2

sin θr
,

где θl = 0, 1π, θr = 0, 7π (решение показано для семи последовательных моментов вре-

мени). Поскольку при решении этой задачи формируется течение, которое на левой

границе является сверхкритическим, а на правой — докритическим, то на левой грани-

це ставится два граничных условия, а на правой — одно граничное условие. При t→∞
решение данной задачи асимптотически выходит на устойчивое разрывное стационар-

ное решение (бор на сфере), что иллюстрируется рис. 10, на котором для глубины —

кружками и для скорости — треугольниками показано предельное разностное решение,

а сплошными линиями — точное разрывное стационарное решение.
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Рис. 10. Глубина и скорость при разрывном режиме течения: предельное разностное решение

(кружки) и точное стационарное решение (сплошная линия)

Численные расчеты показывают, что при измельчении расчетной сетки (∆θ→ 0) ста-

ционарные разностные решения (получаемые при n→∞ ) с первым порядком сходятся

к точным стационарным решениям.

§ 6. Задача о разрушении плотины

В качестве тестового примера рассмотрим результаты численного решения задачи о

разрушении плотины, под которой понимается следующая начально-краевая задача

h0(θ) =

{
h1 + γ sin2 θ, θl ≤ θ < θk,

h2 + γ sin2 θ, θk ≤ θ < θr,
q0(θ) = 0, q(θl, t) = q(θr, t) = 0, (46)

где θl = 0,1π, θr = 0,9π и θk = 0,22π. Расчеты проводились по разностной схеме, опи-

санной в § 3 при N = 200, c1 = 0, c2 = 0,75, c1 = 0,5. Этой задачей моделируется процесс

формирования, распространения и трансформации прерывной волны и волны пониже-

ния, возникающих в результате разрушения плотины, расположенной на параллели θk,

при этом на границах расчетной области ставятся условия непротекания, соответству-

ющие твердым стенкам.

На рис. 11 для случая γ = 0, что соответствует отсутствию вращения сферы (Ω =

= 0), изображен профиль свободной поверхности после отражения прерывной волны

от стенки. Для сравнения на рис. 12 приведено решение задачи о разрушении плотины

над плоским дном [12]. Можно заметить, что в обоих случаях первая стадия отражения

головной части прерывной волны от стенки очень схожа, несмотря на существенные

различия в области существования решения — плоское дно и сфера.

На рис. 13 на шесть последовательных моментов времени приведены результаты

расчета задачи о разрушении плотины (46) при γ = 1,85. Профиль жидкости по обе

стороны от плотины соответствует состояниям равновесия, задаваемым формулой (40)

(рис. 13,а). На рис. 13,б изображен начальный этап движения с прерывной волной и

волной понижения, распространяющихся в противоположных направлениях. После от-

ражения волны понижения от стенки обе волны движутся в одном направлении к юж-

ному полюсу (рис. 13,в). На рис. 13,г показан момент, когда прерывная волна впервые

отразилась от стенки и движется в направлении северного полюса. В результате такого

движения в течение некоторого времени можно наблюдать две волны, движущиеся то
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Рис. 11. Профиль глубины и скорость

прерывной волны при отображении от

стенки в сферической геометрии

Рис. 12. Профиль глубины и скорость

прерывной волны при отображении от

стенки в случае плоского дна [12]

в одном (рис. 13,д), то в противоположных направлениях. Поскольку на устойчивых

прерывных волнах происходит потеря полной энергии, то с течением времени они по-

степенно затухают и течение асимптотически выходит на состояние покоя (40) (рис. 13,

е). Эту задачу можно интерпретировать как последствия быстрого таяния ледников

на одном или на обоих полюсах планеты. В [13] показано, что подобные катаклизмы

типа наступления ледниковых периодов могут протекать достаточно быстро в течение

месяцев, а не десятилетий, как считалось ранее.

а б в

г д е

Рис. 13. Профиль глубины и компоненты скорости жидкости в задаче о разрушении плотины

в разные моменты времени: а — (t = 0); б — (t = 0,04); в — (t = 0,18); г — (t = 0,44); д —

(t = 1,16); е — (t = 100)

Заключение

Система интегральных законов сохранения для уравнений мелкой воды на вращаю-

щейся притягивающей сфере позволяет расширить рассматриваемые классы решений.

Класс простых стационарных волн, в котором все искомые функции зависят лишь от

широты, оказывается достаточно обширным для того, чтобы включать и разрывные

решения с профилем в виде ступеньки (бор на сфере).

Приведенные численные расчеты задачи о разрушении плотины демонстрируют эф-

фективность предложенной разностной схемы для сквозного расчета разрывных реше-
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ний с прерывными волнами для уравнений мелкой воды на вращающейся притягиваю-

щей сфере. При этом расчеты показали устойчивость точных стационарных течений, в

том числе и разрывных типа бор на сфере.
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