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АДДИЦИОННАЯ ЛЕММА КУЗЬМИНОВА– ШВЕДОВА

В КВАЗИАБЕЛЕВОЙ КАТЕГОРИИ∗

Изучается вопрос о справедливости в квазиабелевой категории диаграммной леммы, дока-
занной В. И. Кузьминовым и И. А. Шведовым в 1994 г. для абелевых групп и использованной
ими для вычисления редуцированных Lp-когомологий римановых многообразий.
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Введение

В [1. Лемма 1] В.И. Кузьминов и И.А. Шведов доказали следующее утверждение,

использованное ими затем для построения аддиционных последовательностей для ре-

дуцированных Lp-когомологий римановых многообразий.

Пусть в коммутативной диаграмме
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(∗)

абелевых групп и гомоморфизмов строки и столбцы полуточны, вторая строка точна в

члене A13, первый столбец точен в членах A11 и A21, второй столбец точен, β13 и α31 —

изоморфизмы, α01 — эпиморфизм и Ker(α13β
−1
13 α22) = Ker(β31α

−1
31 β22). Пусть

H1 = Kerα12/ Imα11, H2 = Kerα22/ Imα21, H3 = Kerβ31/ Imβ21.
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Тогда гомоморфизмы β12 и α−1
31 β22 индуцируют гомоморфизмы H1 → H2 и H2 → H3.

Полученная последовательность

0→ H1 → H2 → H3 → 0 (∗∗)

точна.

Ясно, что доказательство в [1] остается в силе для модулей над произвольным коль-

цом, и потому, в силу теоремы вложения Митчелла [2], утверждение также справедливо

в произвольной абелевой категории.

Возникает вопрос о справедливости упомянутой леммы в более общих аддитивных

категориях, например, в категории топологических абелевых групп или в различных

категориях топологических векторных пространств (например, банаховых, нормирован-

ных, локально выпуклых пространств). Естественным классом категорий для рассмот-

рения этого вопроса является класс категорий, известных сейчас под названием квазиа-

белевых [3].

В квазиабелевой категории диаграмма (*) также порождает полуточную последова-

тельность гомологий (**), но ее точность зависит от строгости некоторых морфизмов в

(*). Мы находим достаточные условия точности (**) в конкретных членах.

В квазиабелевых категориях топологической алгебры и функционального анализа

строгие морфизмы допускают прозрачное явное описание. Например, в категории Ban

банаховых пространств и ограниченных линейных операторов морфизм строгий тогда

и только тогда, когда он имеет замкнутую область значений; ряд важных примеров

можно найти в [3].

Квазиабелевы категории

Мы рассматриваем аддитивные категории, удовлетворяющие следующей аксиоме.

Аксиома 1. Каждый морфизм имеет ядро и коядро.

Символом kerα (cokerα) мы обозначаем произвольное ядро (коядро) морфизма α и

символом Kerα (Cokerα) — соответствующий объект. Равенство a = ker b (a = coker b)

означает, что a есть ядро b (a есть коядро b).

В категории, удовлетворяющей аксиоме 1, каждый морфизм α допускает канони-

ческое разложение α = (imα)α(coimα), где imα = ker cokerα, coimα = coker kerα.

Морфизм α называется строгим, если α — изоморфизм. Ниже мы часто используем

сокращенную запись α̃ вместо α coimα.

Будем использовать следующие обозначения: Oc — класс всех строгих морфизмов;

M — класс всех мономорфизмов, Mc — класс всех строгих мономорфизмов (= ядер),

P — класс всех эпиморфизмов, Pc — класс всех строгих эпиморфизмов (= коядер).

Лемма 1 [4–6]. В аддитивной категории, удовлетворяющей аксиоме 1, выполнены сле-

дующие утверждения:

(1) kerα ∈Mc и cokerα ∈ Pc для любого α;

(2) α ∈Mc ⇐⇒ α = imα, α ∈ Pc ⇐⇒ α = coimα;
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(3) морфизм α строгий тогда и только тогда, когда он может быть представлен в

виде α = α1α0, где α0 ∈ Pc, α1 ∈ Mc; для любого такого представления α0 = coimα и

α1 = imα;

(4) если коммутативный квадрат

C
α−−−−→ D

g

y f

y

A
β−−−−→ B

(1)

коуниверсален, то f ∈ M =⇒ g ∈ M , f ∈ Mc =⇒ g ∈ Mc; если он универсален, то

g ∈ P =⇒ f ∈ P , g ∈ Pc =⇒ f ∈ Pc.

Аддитивная категория, удовлетворяющая аксиоме 1, абелева тогда и только тогда,

когда α — изоморфизм для каждого морфизма α.

Аксиома 2. Для всякого морфизма α морфизм α есть мономорфизм и эпиморфизм.

Аддитивные категории с ядрами и коядрами, удовлетворяющие аксиомам 1 и 2, на-

зываются P -полуабелевыми или просто полуабелевыми (в смысле Паламодова) [7; 8].

Лемма 2 [9]. В произвольной P -полуабелевой категории выполнены следующие утвер-

ждения:

(1) gf ∈Mc =⇒ f ∈Mc, gf ∈ Pc =⇒ g ∈ Pc;

(2) если f, g ∈ Mc и композиция fg определена, то fg ∈ Mc; если f, g ∈ Pc и компо-

зиция fg определена, то fg ∈ Pc;

(3) если fg ∈ Oc, f ∈M , то g ∈ Oc; если fg ∈ Oc, g ∈ P , то f ∈ Oc.

Аддитивная категория, удовлетворяющая аксиоме 1, называется квазиабелевой, если

в ней выполнена следующая

Аксиома 3. Если квадрат (1) коуниверсален, то f ∈ Pc =⇒ g ∈ Pc. Если квадрат (1)

универсален, то g ∈Mc =⇒ f ∈Mc.

Квазиабелевы категории впервые появились в работе Йонеды [10], где, правда, не

предполагалось выполнение аксиомы 1. В дальнейшем квазиабелевы категории рас-

сматривались в [3; 11; 12], в [13] (под именем «предабелевы»), в [6] (под именем «по-

луабелевы», в [8] (под именем «почти абелевы»). Пользуясь случаем, автор выражает

благодарность Т. Бюлеру и В. Румпу за помощь в восстановлении запутанной истории

этого понятия.

Как известно [3; 5; 6], каждая квазиабелева категория P-полуабелева.

Будем говорить, что последовательность . . .
a→ B

b→ . . . в квазиабелевой категории

(или даже в аддитивной категории с ядрами и коядрами) точна в ее члене B, если im a =

= ker b (или, что равносильно, coker a = coim b). Ниже мы называем последовательность

полуточной, если композиция двух ее последовательных морфизмов равна нулю.

Под гомологиями последовательности A
ϕ→ B

ψ→ C такой, что ψϕ = 0, в члене B мы

подразумеваем коядро естественного морфизма r : Imϕ→ Kerψ или, что равносильно,

ядро естественного морфизма q : Cokerϕ→ Coimψ [14].
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Для коммутативного квадрата (1) будем обозначать символом ĝ : Kerα → Kerβ

морфизм, заданный условием g(kerα) = (kerβ)ĝ, и символом f̂ : Cokerα → Cokerβ —

морфизм, заданный условием f̂(cokerα) = (cokerβ)f .

Основная теорема

Основной результат статьи выглядит следующим образом:

Теорема 1. Пусть в коммутативной диаграмме
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(2)

в квазиабелевой категории строки и столбцы полуточны, вторая строка точна в члене

A13, первый столбец точен в членах A11 и A21, второй столбец точен, β13 и α31 — изо-

морфизмы, α01 — эпиморфизм и ker(α13β
−1
13 α22) = ker(β31α

−1
31 β22). Обозначим символом

H1 гомологии первой строки в члене A12, символом H2 — гомологии третьей строки в

члене A22, символом H3 — гомологии первого столбца в члене A31.

Тогда морфизмы β12 и α−1
31 β22 индуцируют морфизмы ϕ : H1 → H2 и ψ : H2 → H3

такие, что ψϕ = 0, т. е. последовательность

0→ H1
ϕ→ H2

ψ→ H3 → 0 (3)

полуточна.

Кроме того, справедливы следующие достаточные условия точности последователь-

ности (3) в конкретных членах:

(a) если в (2) α21, β11, β02 строгие и α01 ∈ Pc, то последовательность (3) точна в H1,

т. е. ϕ ∈M ;

(b) если в (2) β12 и β21 строгие, то последовательность (3) точна в H2;

(c) если в (2) α22, α13, β32 и композиция β31α
−1
31 β22 строгие, то последовательность (3)

точна в члене H3, т. е. ψ ∈ P .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Коммутативный квадрат
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порождает единственный морфизм β̂12 : Kerα12 → Kerα22 такой, что β12 kerα12 =

= (kerα22)β̂12 (см. конец предыдущего параграфа). Аналогично, β12 индуцирует мор-

физм
◦
β12 : Cokerα11 → Cokerα21 коядер строк квадрата

A11
α11−−−−→ A12

β11

y β12

y

A21
α21−−−−→ A22

и, поскольку im = coker ker, мы, таким образом, имеем морфизм β̌12 : Imα11 → Imα21,

для которого коммутативна диаграмма

Imα11
imα11−−−−→ A12

cokerα11−−−−−−→ Cokerα11

β̌12

y β12

y ◦

β12

y

Imα21
imα21−−−−→ A22

cokerα21−−−−−−→ Cokerα21.

Обозначим символами ε1 : Imα11 → Kerα12 и ε2 : Imα21 → Kerα22 естественные мор-

физмы такие, что imα11 = (kerα12)ε1 и imα21 = (kerα22)ε2 (по лемме 2(1), ε1 и ε2 —

строгие мономорфизмы). Тогда β̂12ε1 = ε2β̌12, H1 = coker ε1, H2 = coker ε2, и мы имеем

естественный морфизм ϕ : H1 → H2, для которого диаграмма

Imα11
ε1−−−−→ Kerα12

coker ε1−−−−−→ H1

β̌12

y β̂12

y ϕ

y

Imα21
ε2−−−−→ Kerα22

coker ε2−−−−−→ H2

коммутативна.

Далее, очевидно, α13β
−1
13 α22 kerα22 = 0 и, по условию,

ker(α13β
−1
13 α22) = ker(β31α

−1
31 β22),

имеем kerα22 = ker(β31α
−1
31 β22)h для некоторого морфизма h. Из этого следует, что

β31α
−1
31 β22 kerα22 = 0,

и, таким образом, имеется единственный морфизм µ : Kerα22 → Kerβ31 со свойством

α−1
31 β22 kerα22 = (kerβ31)µ.

Далее, поскольку

(cokerβ21)α
−1
31 β22α21 = (cokerβ21)β21 = 0,

найдется морфизм π : Cokerα21 → Cokerβ21 такой, что π cokerα21 = (cokerβ21)α31β22

и, таким образом, морфизм τ : Imα21 → Imβ21, для которого коммутативна диаграмма

Imα21
imα21−−−−→ A22

cokerα21−−−−−−→ Cokerα21

τ

y α
−1

31
β22

y π

y

Imβ21
imα21−−−−→ A31

cokerβ21−−−−−−→ Cokerβ21.
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Обозначим символом ε3 морфизм Imβ21 → Kerβ31 такой, что imβ21 = (kerβ31)ε3.

Тогда

(kerβ31)µε2 = α−1
31 β22(kerα22)ε2 = α−1

31 β22 imα21 = (imβ21)τ = (kerβ31)ε3τ.

Поскольку kerβ31 — мономорфизм, это дает соотношение µε2 = ε3τ, и поэтому суще-

ствует единственный морфизм ψ : H2 → H3, для которого диаграмма

Imα21
ε2−−−−→ Kerα22

coker ε2−−−−−→ H2

τ

y µ

y ψ

y

Imβ21
ε3−−−−→ Kerβ31

coker ε3−−−−−→ H3

коммутативна.

Покажем теперь, что ψϕ = 0.

Имеем коммутативную диаграмму

Imα11
ε1−−−−→ Kerα12

coker ε1−−−−−→ H1

β̌12

y β̂12

y ϕ

y

Imα21
ε2−−−−→ Kerα22

coker ε2−−−−−→ H2

τ

y µ

y ψ

y

Imβ21
ε3−−−−→ Kerβ31

coker ε3−−−−−→ H3.

(4)

Заметим, что

(kerβ31)µβ̂12 = α−1
31 β22(kerα22)β̂12 = α−1

31 β22β12 kerα12 = 0.

Так как kerβ31 ∈M , это влечет, что µβ̂12 = 0. Таким образом,

ψϕ coker ε1 = ψ(coker ε2)β̂12 = (coker ε3)µβ̂12 = 0.

Далее, coker ε1 ∈ P , и, следовательно, ψϕ = 0.

Таким образом, мы построили полуточную последовательность (3).

Докажем теперь последовательно утверждения (a), (b) и (c).

(a) Предположим, что α21,β11,β02 ∈ Oc и α01 ∈ Pc. Нам нужно доказать, что ϕ —

мономорфизм. С этой целью возьмем морфизм x : X → H1 со свойством ϕx = 0 и

покажем, что x = 0.

Рассмотрим коуниверсальный квадрат

T
t2−−−−→ X

t1

y x

y

Kerα12
coker ε1−−−−−→ H1.

Так как (coker ε2)β̂12t1 = ϕ(coker ε1)t1 = ϕxt2 = 0, ε1 = ker coker ε1, то существует

морфизм u : T → Imα1 такой, что β̂12t1 = ε2u. Рассмотрим коуниверсальный квадрат

V
v2−−−−→ T

v1

y u

y

A21
α̃21−−−−→ Imα21.
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Имеем

α31β21v1 = β22α21v1 = β22 imα21uv2 =

= β22(kerα22)ε2uv2 = β22(kerα22)β̂12t1uv2 = β22β12(kerα12)t1uv2.

Поскольку α31 — изоморфизм, отсюда вытекает, что β21v1 = 0. Из точности первого

столбца в члене A21 следует, что v1 = (imβ11)w для некоторого единственного морфизма

w. Мы можем записать следующую коммутативную диаграмму:

C
w′

−−−−→ A11
α11−−−−→ A12

κ

y β̃11

y β̃12

y

V
w−−−−→ Imβ11

σ−−−−→ Imβ12

imβ11

y imβ12

y

A21
α21−−−−→ A22,

где левый верхний квадрат коуниверсален и σ : Imβ11 → Imβ12 — морфизм образов,

индуцированный α21.

Имеем

β12α11w
′ = α21β11w

′ = α21(imβ11)wκ = (imα21)α̃21v1κ =

= (imα21)uv2κ = (kerα22)ε2uv2κ = (kerα22)β̂12t1v2κ.

Следовательно,

β12((kerα12)t1v2κ − α11w
′) = 0.

Точность второго столбца в члене A12 влечет, что

(kerα12)t1v2κ − α11w
′ = (imβ02)γ (5)

для некоторого морфизма γ : C → A12. Рассмотрим коммутативную диаграмму

A01
α01−−−−→ A02

β̃01

y β̃02

y

Imβ01
α̌11−−−−→ Imβ02

imβ01

y imβ02

y

A11
α11−−−−→ A12.

Здесь α̌11 : Imβ01 → Imβ02 — морфизм образов, индуцированный α11. Рассмотрим

коуниверсальный квадрат
P

p2−−−−→ C

p1

y γ

y

A02
β̃02−−−−→ B02

и затем — коуниверсальный квадрат

R
r2−−−−→ P

r1

y p1

y

A01
α01−−−−→ A02.
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Имеем из (5):

(kerα12)t1v2κp2r2 − α11w
′p2r2 = (imβ02)γp2r2 = (imβ02)β̃02p1r2 =

= β02p1r2 = β02α01r1 = α11β01r1.

Поэтому

(kerα12)t1v2κp2r2 = α11(w
′p2r2 + β01r1) = (kerα12)ε1α̃11(w

′p2r2 + β01r1),

что, ввиду того, что kerα12 ∈M , дает соотношение

t1v2κp2r2 = ε1α̃11(w
′p2r2 + β01r1).

В силу аксиомы 3 из соотношений α̃21 ∈ Pc, β̃11 ∈ Pc, β̃02 ∈ Pc, α01 ∈ Pc, следует, что

v2 ∈ Pc, κ ∈ Pc, p2 ∈ Pc, r2 ∈ Pc соответственно. Следовательно, по лемме 2(2), v2κp2r2 ∈
∈ Pc. Положим a = t1v2κp2r2, b = α̃11(w

′p2r2 + β01r1). Имеем im a = im t1 = ε1 im b.

Таким образом, t1 = ε1(im b)t̃1. Поэтому

xt2 = (coker ε1)t1 = (coker ε1)ε1(im b)t̃1 = 0.

Поскольку t2 ∈ P , отсюда следует, что x = 0.

(b) Предположим, что β12 и β21 строгие в (2). Пусть x : X → H2 — морфизм такой,

что ψx = 0. Покажем, что x = (imϕ)x′ для некоторого единственного x′. Без ограниче-

ния общности можем предполагать, что x = im x ∈Mc.

Рассмотрим коуниверсальный квадрат

G
g2−−−−→ X

g1

y x

y

Kerα12
ϕ−−−−→ H2.

Из (4) получаем, что

0 = ψxg2 = ψ(coker ε2)g1 = (coker ε3)µg1 = 0.

Поскольку ε3 = ker coker ε3, из этого следует, что µg1 = ε3g для некоторого g. Рассмот-

рим теперь коуниверсальный квадрат

B
b2−−−−→ G

b1

y g

y

A21
β̃21−−−−→ Imβ21.

Вспоминая, что (kerβ31)µ = α−1
31 β22 kerα22, получаем

β21b1 = (imβ21)β̃21b1 = (imβ21)gb2 = (kerβ31)ε3gb2 = (kerβ31)µg1b2 = α−1
31 β22(kerα22)g1b2.

Следовательно,

β22(kerα22)g1b2 = α31β21b1 = β22α21b1.
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Но тогда

β22((kerα22)g1b2 − α21b1) = 0.

Следовательно, в силу точности второго столбца в члене A22, существует единствен-

ный морфизм θ : Θ → Imβ12 такой, что (kerα22)g1b2 − α21b1 = (imβ12)θ. Рассмотрим

коуниверсальный квадрат

Θ′ θ1−−−−→ Θ

θ′

y θ

y

A12
β̃12−−−−→ Imβ12.

Имеем

β12θ
′ = (imβ12)β̃12θ

′ = (imβ12)θθ1 =

= (kerα22)g2b2θ1 − (imα21)α̃21b1θ1 = (kerα22)(g1b2θ1 − ε2α̃21b1θ1).

Поэтому

β13α12θ
′ = α22β12θ

′ = 0.

Поскольку β13 — изоморфизм, это означает, что α12θ
′ = 0. Следовательно, имеем мор-

физм θ3 : Θ′ → Kerα12 со свойством θ′ = (kerα12)θ3. Следовательно,

β12θ
′ = β12(kerα12)θ3 = (kerα22)β̂12θ3.

Таким образом, имеем равенство

(kerα22)(g1b2θ1 − ε2α̃21b1θ1) = (kerα22)β̂12θ3.

Так как kerα22 — мономорфизм, то получаем, что

g1b2θ1 − ε2α̃21b1θ1 = β̂12θ3 (6)

Применим coker ε2 к обеим частям (6). Имеем

(coker ε2)g1b2θ1 = (coker ε2)β̂12θ3,

xg2b2θ1 = ϕ(coker ε1)θ3.

В силу аксиомы 3 имеем следующие импликации: coker ε2 ∈ Pc =⇒ g2 ∈ Pc; β21 ∈
∈Pc =⇒ b2 ∈ Pc; β12 ∈ Pc =⇒ θ1 ∈ Pc. По лемме 2(2) морфизм c = g2b2θ1 ∈ Pc. Положим

xc = d, (coker ε1)θ3 = l, ϕ̃(coker ε1)θ3 = l′. Мы получаем два канонических разложения

морфизма d:

d = xc = (imϕ)(im l′)l′ coim l′.

Значит,

x = (imϕ) im l′. (7)

Так как imϕ — мономорфизм, то im l′ определяется равенством (7) однозначно.

Утверждение (b) доказано.

(c) Перейдем к двойственной категории (которая, очевидно, также квазиабелева) и

рассмотрим двойственное утверждение.
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Лемма 3. Пусть в коммутативной диаграмме

C42
γ41−−−−→ C41

δ32

y δ31

y

C32
γ31−−−−→ C31

δ22

y δ21

y

C23
γ22−−−−→ C22

γ21−−−−→ C21

δ13

y δ12

y δ11

y

C14
γ13−−−−→ C13

γ12−−−−→ C12
γ11−−−−→ C11

δ02

y δ01

y

C02
γ01−−−−→ C01

(8)

в квазиабелевой категории строки и столбцы полуточны, предпоследняя строка точна в

члене C13, последний столбец точен в членах C11 и C21, предпоследний столбец точен,

δ13 и γ31 — изоморфизмы, γ01 — мономорфизм и coker(γ22δ
−1
13 γ13) = coker(δ22γ

−1
31 δ31).

Пусть Ĥ3 — гомологии последнего стобца в члене C31, и пусть Ĥ2 — гомологии третьей

строки в члене C22.

Тогда морфизм δ22γ
−1
31 индуцирует морфизм ψ̂ : Ĥ3 → Ĥ2. Если в (8) γ22, γ13, δ32 и

δ22γ
−1
31 δ31 строгие, то ψ̂ — мономорфизм.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Коммутативный квадрат

C31
δ22γ

−1

31−−−−→ C22

δ21

y γ21

y

C21
id−−−−→ C21

индуцирует морфизм λ : Ker δ21 → Kerγ21 такой, что (kerγ21)λ = δ22γ
−1
31 ker δ21 и мор-

физм коядер ω : Coker δ21 → Cokerγ21 такой, что cokerγ21 = ω coker δ21, который дает

морфизм образов λ′ : Im δ21 → Imγ21 такой, что (im δ21 = (imγ21)λ
′. Следовательно,

морфизм δ22γ
−1
31 определяет естественный морфизм гомологий ψ̂ : Ĥ3 → Ĥ2 — морфизм

коядер строк квадрата

Im δ21
ε̂3−−−−→ Ker δ21

λ′

y λ

y

Imγ21
ε̂2−−−−→ Kerγ21.

Здесь ε̂3 : Im δ21 → Ker δ21 и ε̂2 : Imγ21 → Kerγ21 — естественные включения.

Пусть x : X → Ĥ3 — морфизм такой, что ψ̂x = 0. Докажем, что x = 0. Рассмотрим

коуниверсальный квадрат

Y
y1−−−−→ X

y2

y x

y

Ker δ21
coker ε3−−−−−→ Ĥ3.
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Поскольку (coker ε̂2)λy2 = ψ̂(coker ε̂3)y2 = ψ̂xy1 = 0 и ε2 = ker coker ε2, найдется мор-

физм y : Y → Imγ21 такой, что λy2 = ε̂2y. Далее, рассмотрим коуниверсальный квадрат

V ′ v′
2−−−−→ Y

v′1

y y

y

C23
γ̃22−−−−→ Imγ22.

Имеем

γ12δ13v
′
1 = δ12γ22v

′
1 = δ12(imγ22)γ̃22v

′
1 = δ12(imγ22)yv′2

= δ12(kerγ21)ε̂2yv′2 = δ12(kerγ21)λy2v
′
2 = δ12δ22γ

−1
31 (ker δ21)y2v

′
2 = 0.

Точность предпоследней строки в (8) в члене C13 влечет, что δ13v′1 = (imγ13)w
′ для

подходящего морфизма w′ : V ′ → Imγ13, т. е. v′1 = δ−1
13 (imγ13)w

′.

Рассмотрим коуниверсальный квадрат

W ′ w′
1−−−−→ V ′

w′
2

y w′

y

C14
γ̃13−−−−→ Imγ13.

Положим f = γ22δ
−1
13 γ13, f0 = δ22γ

−1
31 δ31. По условию, im f = im f0. Имеем

γ22v
′
1w

′
1 = γ22δ

−1
13 γ13w

′
2 = fw′

2 = (im f)f̃w′
2 = (im f0)f̃w′

2.

Рассмотрим теперь коуниверсальный квадрат

Z
f ′
0−−−−→ W ′

w′′
2

y f̃w′
2

y

C41
f̃0−−−−→ Im f0.

Имеем

δ22γ
−1
31 δ31w

′′
2 = (im f0)f̃w′

2f
′
0 = γ22δ

−1
13 γ13w

′
2f

′
0.

Далее,

δ22γ
−1
31 (ker δ21)y2v

′
2 = (kerγ21)λy2v

′
2 = (kerγ21)ε̂2yv′2 = (imγ22)γ̃22v

′
1 = γ22v

′
1.

Следовательно,

δ22γ
−1
31 (ker δ21)y2v

′
2w

′
1f

′
0 = γ22v

′
1w

′
1f

′
0 = γ22δ

−1
13 (imγ13)w

′w′
1f

′
0 = γ22δ

−1
13 (imγ13)γ̃13w

′
2f

′
0 =

= γ22δ
−1
13 γ13w

′
2f

′
0 = (im f)f̃w′

2f
′
0 = (im f)f̃0w

′′
2 = f0w

′′
2 = δ22γ

−1
31 δ31w

′′
2 .

Таким образом,

δ22γ
−1
31 (ker δ21)y2v

′
2w

′
1f

′
0 = δ22γ

−1
31 δ31w

′′
2 ,

т. е.

δ22γ
−1
31 (δ31w

′′
2 − (ker δ21)y2v

′
2w

′
1f

′
0) = 0.
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В силу точности предпоследнего столбца в члене C32 мы получаем, что

γ−1
31 (δ31w

′′
2 − (ker δ21)y2v

′
2w

′
1f

′
0) = (im δ32)ζ

для некоторого единственного морфизма ζ : Z ′ → Im δ32. Рассмотрим коуниверсальный

квадрат

K
k2−−−−→ C42

k1

y δ̃32

y

Z
ζ−−−−→ Im δ32.

Следовательно,

δ31w
′′
2k1 − (ker δ21)y2v

′
2w

′
1f

′
0k1 = γ31δ32k2 = δ31γ41k2,

или

(ker δ21)y2v
′
2w

′
1f

′
0k1 = δ31(w

′
2k1 − γ41k2) = (ker δ21)ε̂3δ̃31(w

′
2k1 − γ41k2).

Так как ker δ21 – мономорфизм, отсюда вытекает, что

y2v
′
2w

′
1f

′
0k1 = ε̂3δ̃31(w

′
2k1 − γ41k2).

В силу аксиомы 3 имеем следующие импликации: γ22 ∈ Oc =⇒ v′2 ∈ Pc; γ13 ∈ Oc =⇒
=⇒ w′

1 ∈ Pc; δ22γ
−1
31 δ31 ∈ Oc =⇒ f ′

0 ∈ Pc; δ32 ∈ Oc =⇒ k1 ∈ Pc. Таким образом, по

лемме 2(2), y2v
′
2w

′
1f

′
0k1 ∈ Pc.

Положим a = ε̂3δ̃31(w
′
2k1 − γ41k2), a′ = δ̃31(w

′
2k1 − γ41k2). Так как ε̂3 ∈ Mc, то

a = ε̂3(im a)a(coim a) и im a = ε̂3 im a′ = im y2. Значит, y2 = ε̂2y
′
2 для подходящего

морфизма y′2. Поэтому

xy1 = (coker ε̂3)y2 = (coker ε̂3)ε̂3y
′
2 = 0.

Так как y1 ∈ P , то x = 0, что и требовалось доказать.

Лемма 3 доказана, и потому доказано двойственное к ней утверждение (c) теоремы 1.

Теорема 1 доказана. �

Замечание. Пусть выполнены все условия теоремы 1. Тогда последовательность (3)

точна во всех членах. Анализируя (4), мы легко выводим следующие утверждения:

(i) если морфизм (coker ε2)β̂12 строгий, то морфизм ϕ строгий и, таким образом,

ϕ = kerψ;

(ii) если морфизм (coker ε3)µ строгий, то ψ строгий и, следовательно, ψ = cokerϕ.

Автор выражает благодарность за гостеприимство и превосходные условия для ра-

боты Институту математики Макса Планка в Бонне, где были получены результаты

настоящей работы.

Автор также благодарен рецензенту за внимательное чтение работы и полезные за-

мечания.
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