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КОНХО-СПИРАЛИ НА ПОВЕРХНОСТИ КОНУСА

В работе рассматривается конструкция из двух семейств конхо-спиралей на конусе. Установ-
лены геометрические свойства конхо-спирали. Доказано, что криволинейные четырехугольники,
образованные пересечением конхо-спиралей на поверхности конуса подобны. Найдены условия,
при которых линии одного семейства делят линии другого в классическом и обобщенном золо-
том сечении.
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Введение

Понятие конхо-спирали было введено Г. Кокстером в [1], где приведено уравнение
конхо-спирали в цилиндрической системе координат и отмечено, что направления, по
которым располагаются чешуйки шишки, наиболее близки к конхо-спиралям.

В статье изучаются некоторые геометрические свойства конхо-спиралей на конусе и
моделируется строение сосновой шишки (рис. 1).

Исследуются конхо-спирали, зависящие от структурных параметров, присутствую-
щих в параметрических уравнениях кривых. Устанавливается геометрический смысл
этих структурных параметров, приводятся геометрические свойства конхо-спирали.
Определяются два семейства конхо-спиралей на поверхности конуса, вычисляются коор-
динаты точек пересечения семейств спиралей, закрученных в противоположных направ-
лениях, и выводятся формулы для длины дуги конхо-спирали между соседними точками
пересечения. Доказывается подобие криволинейных четырехугольников, образованных
пересечением конхо-спиралей на поверхности конуса. Находятся условия, при которых
кривые одного семейства делят кривые другого семейства, закрученного в противопо-
ложном направлении, в отношении классического золотого сечения или в отношении
обобщенного золотого сечения.

Предврительные результаты работы были опубликованы в [2].
Известно, что некоторые встречающиеся в природе феномены, такие как расположе-

ние чешуек на сосновой шишке или семечек в подсолнухе, моделируются семействами
спиралей на различных поверхностях, в частности семействами конхо-спиралей на кону-
се. Листья растений растут, следуя очень строгой закономерности. Это явление получи-
ло название «филлотаксиса» [3; 4]. Как правило, в растениях обычно можно усмотреть
два семейства спиралей: в одном семействе спирали завиваются по часовой стрелке, а в
другом — против. В [5] отмечено, что числа спиралей, закрученных в разных направле-
ниях, являются соседними числами Фибоначчи. Свойства обобщенных чисел Фибоначчи
и обобщенных золотых сечений установлены в [6].

Известно, что в крупных шишках чешуйки расположены в пяти (восьми) спиралях,

ISSN 1818-7897. Вестник НГУ. Серия: Математика, механика, информатика. 2011. Т. 11, вып. 2. C. 65–76
c© Т.А. Козловская, 2011



66 Т.А. Козловская

полого навивающися на стержень шишки, они же расположены в восьми (тринадцати),
спиралях, круто навивающихся в противоположном направлении [1] .

Рис. 1.

1. Конхо-спираль на поверхности конуса

Рассмотрим поверхность конуса, параметризуемую следующим образом:


x(u, θ) = au cos θ;

y(u, θ) = au sin θ;

z(u, θ) = u,

(1)

где a > 0, −∞ < u < ∞, −∞ < θ < ∞.
Конхо-спираль на этом конусе определена следующей параметризацией:


x(θ) = aµθ cos θ;

y(θ) = aµθ sin θ;

z(θ) = µθ,

(2)

где a > 0, µ > 0, µ 6= 1, −∞ < θ < ∞.

Величины a и µ будем называть структурными параметрами конхо-спирали.
Геометрические свойства конхо-спирали приводятся в утверждении.

Утверждение 1. Конхо-спираль, заданная системой уравнений (2), обладает следую-
щими свойствами:

1) проекцией конхо-спирали на плоскость z = 0 является логарифмической спираль;
2) конхо-спираль сколь угодно близко приближается к началу координат;
3) конхо-спираль является линией откоса;
4) структурный параметр µ, в системе уравнений (2), отвечает за коэффициент роста

спирали.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
1) Уравнение проекции конхо-спирали на плоскость z = 0 имеет вид

{
x(θ) = aµθ cos θ;

y(θ) = aµθ sin θ.
(3)
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Переходя к полярной системе координат: x = ρ cos θ, y = ρ sin θ, получим, что
кривая, заданная системой уравнений (3), задается уравнением: ρ = aµθ, т. е. является
логрифмической спиралью.

2) Найдем предел расстояния от произвольной точки до начала координат:

lim
θ→−∞

√
µ2θa2 + µ2θ =

√
a2 + 1 lim

θ→−∞
µθ = 0.

Следовательно, конхо-спираль при любом µ неограниченно приближается к точке
(0, 0, 0).

3) Напомним, что линией откоса называется кривая, касательная к которой в про-
извольной точке образует постоянный угол с некоторым фиксированным вектором [2].

Рис. 2.

Покажем, что угол между направляющим вектором ~k = (0, 0, 1) оси конуса и направ-
ляющим вектором ~r = (x′, y′, z′) касательной к конхо-спирали постоянен (рис. 2). Пусть
γ — угол между векторами ~k и ~r. Тогда

cos γ =
z′√

x′2 + y′2 + z′2
, и в силу системы уравнений (2),

cos γ =
lnµ√

a2 ln2 µ + a2 + ln2 µ
= const.

4) Выясним геометрический смысл структурного параметра µ. Обозначим через Ak,
k ∈ Z точки пересечения конхо-спирали с образующей конуса, заданного системой урав-
нений (1), l(u) = (au, 0, u), где u ∈ R, a > 0. Тогда можем считать, что Ak имеет
координаты (aµθ(k), 0,µθ(k)), где θ(k) = 2πk, k ∈ Z.

Тогда расстояние d(Ak−1, Ak) между токами Ak−1 и Ak находится по формуле

ρ(Ak−1, Ak) =
√

a2 + 1
∣∣∣µ2π(κ−1)

(
µ2π − 1

) ∣∣∣ .

Определение 1. Число ρ(Ak−1, Ak) назовем k-м шагом конхо-спирали.

Найдем отношение двух последовательных шагов спирали:

ρ (Ak, Ak+1)
ρ (Ak−1, Ak)

= µ2π, где k ∈ Z.

Число µ2π назовем коэффициентом роста конхо-спирали. Если µ > 1, то µ2π > 1, сле-
довательно, шаг спирали увеличивается с ростом k (рис. 3).

Утверждение доказано.
Некоторые другие свойства конхо-спирали установлены в [7].
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2. Два семейства конхо-спиралей на конусе

Рассмотрим два семейства линий на конусе, обобщающие принцип строения сосновой
шишки.

Конхо-спираль назовем правозакрученной (левозакрученной), если ее проекция на
плоскость z = 0 — правозакрученная (левозакрученная) логарифмическая спираль
(рис. 4). Очевидно, что для правозакрученной конхо-спирали µ > 1, а для левозакру-
ченной 0 < µ < 1.

Зададим два семейства конхо-спиралей: γm(θ) и δn(ψ) уравнениями в цилиндриче-
ской системе координат:

γm(θ) :


ρ = µθa;

ϕ = θ + m
2π

r
;

z = µθ;

δn(ψ) :


ρ = λψa;

ϕ = −
(

ψ + n
2π

l

)
;

z = λψ,

(4)

где µ > 1, m = 0, 1, . . . , r − 1 и λ > 1, n = 0, 1, . . . , l − 1.
Непосредственными вычислениями найдем координаты точек пересечения конхо-

спиралей γm(θ) и δn(ψ):

γm(θ) ∩ δn(ψ) :


ρ = aµθk

mn ;

ϕ = θk
mn

+ m
2π

r
; где θk

mn
=

2π(k−m
r
−n

l ) logµ λ

1+logµ λ
, k ∈ Z.

z = µθk
mn ,

Обозначим точки пересечения конхо-спиралей γm(θ) и δn(ψ) через Ak
m,n.

Поскольку в цилиндрической системе координат формула для вычисления длины
дуги имеет вид

dl2 = dρ2 + ρ2dϕ2 + dz2,

то длина дуги конхо-спирали γm(θ) от точки γm(α) до γm(β) равна:

l1(α,β) =

β∫
α

√
a2µ2θ ln2 µ + µ2θ ln2 µ + a2µ2θdθ =

=
√

a2 ln2 µ + ln2 µ + a2

β∫
α

µθdθ = M(µβ − µα),

Рис. 3.
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Левозакрученная спираль Правозакрученная спираль

Рис. 4.

где M =

√
a2 ln2 µ + ln2 µ + a2

lnµ
.

Аналогично, длина дуги конхо-спирали δn(ψ) от точки δn(α) до δn(β) равна

l2(α, β) = N(λβ − λα), гдеN =

√
a2 ln2 λ + ln2 λ + a2

ln λ
.

Определим порядок расположения точек пересечения конхо-спиралей. Покажем, что
аппликата zk+1

m,n точки Ak+1
m,n больше, чем аппликата zk

m,n точки Ak
m,n, где n = 0, 1, . . . , l−1.

В самом деле,

zk
m,n = µθk

mn = µ

2π(k−m
r −n

l ) logµ λ

1+logµ λ = λ

2π(k−m
r −n

l )
1+logµ λ ,

zk+1
m,n = µθk+1

mn = µ

2π((k+1)−m
r −n

l ) logµ λ

1+logµ λ = λ

2π((k+1)−m
r −n

l )
1+logµ λ .

Отсюда,

zk+1
m,n − zk

m,n = λ

2π((k+1)−m
r −n

l )
1+logµ λ − λ

2π(k−m
r −n

l )
1+logµ λ = λ

2π(k−m
r −n

l )
1+logµ λ

(
λ

2π
1+logµ λ − 1

)
.

Так как µ>1 и λ>1, то 2π
1+logµ λ

>0. По свойству показательной функции, λ

2π(k−m
r −n

l )
1+logµ λ > 0

и λ
2π

1+logµ λ > 1. Следовательно, zk+1
m,n − zk

m,n > 0, и на линии γm(θ) точки Ak+1
m,n распола-

гаются выше, чем точки Ak
m,n.

Обозначим через zk
m,n аппликату точки Ak

m,n. Покажем, что zk
m,0 > zk

m,1 > zk
m,l−1.

Поскольку

zk
m,n′ = λ

2π

(
k−m

r −n′
l

)
1+logµ λ и zk

m,n′+1 = λ

2π

(
k−m

r −n′+1
l

)
1+logµ λ ,

где n′ = 0, 1, . . . , l − 2, то

zk
m,n′ − zk

m,n′+1 = λ

2π

(
k−m

r −n′
l

)
1+logµ λ

(
1 − λ

− 2π

l(1+logµ λ)

)
.

По свойству показательной функции

λ

2π

(
k−m

r −n′
l

)
1+logµ λ > 0 и λ

− 2π

l(1+logµ λ) < 1.
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Откуда получим
zk
m,n′ − zk

m,n′+1 > 0.

3. Подобие криволинейных четырехугольников

Определение 2. Пусть Ak
m,n — точки пересечения конхо-спиралей γm(θ) и δn(ψ), за-

данных уравнениями (4), и | ̂Ak
m,nAk

m′,n′ | — длина дуги спирали γm(θ) от точки Ak
m,n до

точки Ak
m′,n′ . Два криволинейных четырехугольника Ak

m,n Ak
m+1,n Ak

m+1,n+1 Ak
m,n+1 и

Ak
m′,n′ Ak

m′+1,n′ Ak
m′+1,n′+1 Ak

m′,n′+1, образованные пересечением конхо-спиралей на по-
верхности конуса (рис. 5), назовем подобными с коэффициентом подобия κ, если их
соответствующие углы равны

∠Ak
m,n = ∠Ak

m′,n′ , ∠Ak
m+1,n = ∠Ak

m′+1,n′ ,

∠Ak
m+1,n+1 = ∠Ak

m′+1,n′+1, ∠Ak
m,n+1 = ∠Ak

m′,n′+1;

а стороны пропорциональны с коэффициентом κ:

| ̂Ak
m′,n′Ak

m′+1,n′ |

| ̂Ak
m,nAk

m+1,n|
=

| ̂Ak
m′,n′+1A

k
m′+1,n′+1|

| ̂Ak
m,n+1A

k
m+1,n+1|

=

=
| ̂Ak

m′,n′Ak
m′,n′+1|

| ̂Ak
m,nAk

m,n+1|
=

| ̂Ak
m′+1,n′Ak

m′+1,n′+1|

| ̂Ak
m+1,nAk

m+1,n+1|
= κ.

Рис. 5.

Теорема 1. Пусть Ak
m,n — точки пересечения конхо-спиралей γm(θ) и δn(ψ), заданных

уравнениями (4). Два криволинейных четырехугольника Ak
m,n Ak

m+1,n Ak
m+1,n+1 Ak

m,n+1

и Ak
m′,n′ Ak

m′+1,n′ Ak
m′+1,n′+1 Ak

m′,n′+1, образованные пересечением конхо-спиралей на по-
верхности конуса, подобны с коэффициентом подобия κ.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Найдем параметры θk
m,n+1, θk

m+1,n, θk
m+1,n+1, ψk

m′,n′+1, ψk
m′+1,n′

и ψk
m′+1,n′+1, соответствующие точкам пересечения конхо-спиралей:

θk
m+1,n =

2π
(
k − m+1

r − n
l

)
logµ λ

1 + logµ λ
, θk

m,n+1 =
2π

(
k − m

r − n+1
l

)
logµ λ

1 + logµ λ
,

θk
m+1,n+1 =

2π
(
k − m+1

r − n+1
l

)
logµ λ

1 + logµ λ
; ψk

m′+1,n′ =
2π

(
k − m′+1

r − n′

l

)
1 + logµ λ

,
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ψk
m′,n′+1 =

2π

(
k − m′

r − n′+1
l

)
1 + logµ λ

, ψk
m′+1,n′+1 =

2π

(
k − m′+1

r − n′+1
l

)
1 + logµ λ

.

Найдем длины дуг спиралей, заключенных между данными точками:∣∣∣ ̂Ak
m,nAk

m+1,n

∣∣∣ = Nλψk
m,n

(
1 − λ

−2π

r(1+logµ λ)

)
,

∣∣∣ ̂Ak
m′,n′Ak

m′+1,n′

∣∣∣ = Nλ
ψk

m′,n′

(
1 − λ

−2π

r(1+logµ λ)

)
,

∣∣∣ ̂Ak
m,n+1A

k
m+1,n+1

∣∣∣ = Nλψk
m,n+1

(
1 − λ

−2π

r(1+logµ λ)

)
,

∣∣∣ ̂Ak
m′,n′+1A

k
m′+1,n′+1

∣∣∣ = Nλ
ψk

m′,n′+1

(
1 − λ

−2π

r(1+logµ λ)

)
,

∣∣∣ ̂Ak
m,nAk

m,n+1

∣∣∣ = Mµθk
m,n

(
1 − λ

−2π logµ λ

l(1+logµ λ)

)
,

∣∣∣ ̂Ak
m′,n′Ak

m′,n′+1

∣∣∣ = Mµ
θk

m′,n′

(
1 − µ

−2π logµ λ

l(1+logµ λ)

)
,

∣∣∣ ̂Ak
m+1,nAk

m+1,n+1

∣∣∣ = Mµθk
m+1,n

(
1 − µ

−2π logµ λ

l(1+logµ λ)

)
,

∣∣∣Ak
m′+1,n′Ak

m′+1,n′+1

∣∣∣ = Mµ
θk

m′+1,n′

(
1 − µ

−2π logµ λ

l(1+logµ λ)

)
.

Откуда∣∣∣ ̂Ak
m′,n′Ak

m′+1,n′

∣∣∣∣∣∣ ̂Ak
m,nAk

m+1,n

∣∣∣ = λ

2π

(
m′−m

r + n′−n
l

)
1+logµ λ ,

∣∣∣ ̂Ak
m′,n′+1A

k
m′+1,n′+1

∣∣∣∣∣∣ ̂Ak
m,n+1A

k
m+1,n+1

∣∣∣ = λ

2π

(
m′−m

r + n′−n
l

)
1+logµ λ ,

∣∣∣ ̂Ak
m′,n′Ak

m′,n′+1

∣∣∣∣∣∣ ̂Ak
m,nAk

m,n+1

∣∣∣ = µ

2π

(
m′−m

r + n′−n
l

)
logµ λ

1+logµ λ ,

∣∣∣ ̂Ak
m′+1,n′Ak

m′+1,n′+1

∣∣∣∣∣∣ ̂Ak
m+1,nAk

m+1,n+1

∣∣∣ = µ

2π

(
m′−m

r + n′−n
l

)
logµ λ

1+logµ λ .

Воспользовавшись основным свойством логарифмов, запишем следующие равенства:∣∣∣ ̂Ak
m′,n′Ak

m′,n′+1

∣∣∣∣∣∣ ̂Ak
m,nAk

m,n+1

∣∣∣ = λ

2π

(
m′−m

r + n′−n
l

)
1+logµ λ ,

∣∣∣ ̂Ak
m′+1,n′Ak

m′+1,n′+1

∣∣∣∣∣∣ ̂Ak
m+1,nAk

m+1,n+1

∣∣∣ = λ

2π

(
m′−m

r + n′−n
l

)
1+logµ λ .

Следовательно,∣∣∣ ̂Ak
m′,n′Ak

m′+1,n′

∣∣∣∣∣∣ ̂Ak
m,nAk

m+1,n

∣∣∣ =

∣∣∣ ̂Ak
m′,n′+1A

k
m′+1,n′+1

∣∣∣∣∣∣ ̂Ak
m,n+1A

k
m+1,n+1

∣∣∣ =

∣∣∣ ̂Ak
m′,n′Ak

m′,n′+1

∣∣∣∣∣∣ ̂Ak
m,nAk

m,n+1

∣∣∣ =
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=

∣∣∣ ̂Ak
m′+1,n′Ak

m′+1,n′+1

∣∣∣∣∣∣ ̂Ak
m+1,nAk

m+1,n+1

∣∣∣ = λ

2π

(
m′−m

r + n′−n
l

)
1+logµ λ = κ.

Покажем, что ∠Ak
m,n = ∠Ak

m′,n′ , ∠Ak
m+1,n = ∠Ak

m′+1,n′ , ∠Ak
m+1,n+1 = ∠Ak

m′+1,n′+1,
∠Ak

m,n+1 = ∠Ak
m′,n′+1.

Вычислим координаты направляющих векторов ~γm и~δn касательных к конхо-спиралям
γm(θ) и δn(ψ) в каждой точке их пересечения по формулам

dx = cos ϕdρ − ρ sinϕdϕ,

dy = sinϕdρ + ρ cos ϕdϕ,

dz = dz.

Пусть ~γm(ϕ) — направляющий вектор касательной к конхо-спиралям γm(θ) в точке
θ = ϕ, а ~δn(ψ) — направляющий вектор касательной к конхо-спиралям δm(ψ). Тогда
~γm(ϕ) = (a lnµ cos ϕ − a sinϕ, a lnµ sinϕ + a cos ϕ, lnµ) и ~δn(ψ) = (a ln λ cos ψ + a sin ψ ,
a ln λ sinψ − a cos ψ, ln λ) .

Пусть β — угол между этими векторами. Тогда

cos β =
~γm

~δn

|~γm|
∣∣∣~δn

∣∣∣ =
a2 (lnµ ln λ − 1) + lnµ ln λ√

a2
(
ln2 µ + 1

)
+ ln2 µ

√
a2

(
ln2 λ + 1

)
+ ln2 λ

= const.

Угол между векторами ~γm(ϕ) и ~δn(ψ), не зависит от ϕ и ψ, т. е. не зависит от точки
пересечения конхо-спиралей.

Теорема доказана.

4. Пересечение конхо-спиралей и обобщенное золотое сечение

Напомним, что если точка C делит отрезок AB в отношении |AB|
|CB| = |CB|

|AC| , то говорят,
что C делит AB в золотом сечении.

Теорема 2. Пусть Ak
m,n точки пересечения конхо-спиралей γm(θ) и δn(ψ), заданных

уравнениями (4) Если точка Ak
m,n делит дугу ̂Ak

m,n−1A
k
m,n+1 в золотом сечении,

то 2π
l = logµ τ1 + logλ τ1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Ak
m,n−1, Ak

m,n и Ak
m,n+1 (k ∈ Z) — три последовательные

точки пересечения линии γm с линиями δn−1, δn, δn+1 (рис. 6).
Индексы n− 1, n, n + 1 в обозначениях линий семейства левозакрученных спиралей

принимают значения из множества {0, 1, . . . , l − 1} и находятся как элементы классов
вычетов по модулю l.

Найдем параметры θk
m,n−1 и θk

m,n+1, соответствующие точкам Ak
m,n−1 и Ak

m,n+1:

θk
m,n−1 =

2π
(
k − m

r − n−1
l

)
logµ λ

1 + logµ λ
= θk

m,n +
2π logµ λ

l
(
1 + logµ λ

) ,

θk
m,n+1 =

2π
(
k − m

r − n+1
l

)
logµ λ

1 + logµ λ
= θk

m,n −
2π logµ λ

l
(
1 + logµ λ

) ,
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Рис. 6.

где

θk
mn

=
2π

(
k − m

r − n
l

)
logµ λ

1 + logµ λ
.

Введем величину

ξ =
2π logµ λ

l
(
1 + logµ λ

) .

Выясним, при каких условиях на параметры µ и λ точка Ak
m,n делит дугу ̂Ak

m,n−1A
k
m,n+1

в золотом сечении: ∣∣∣ ̂Ak
m,n−1

Ak
m,n

∣∣∣∣∣∣ ̂Ak
m,n

Ak
m,n+1

∣∣∣ =

∣∣∣ ̂Ak
m,n−1

Ak
m,n+1

∣∣∣∣∣∣ ̂Ak
m,n−1

Ak
m,n

∣∣∣ .

Подставляя в это соотношение выражения для длин дуг∣∣∣ ̂Ak
m,n

Ak
m,n+1

∣∣∣ = M
(
µθk

m,n − µθk
m,n+1

)
,
∣∣∣Ak

m,n
Ak

m,n+1

∣∣∣ = Mµθk
m,n

(
1 − µ−ξ

)
,∣∣∣ ̂Ak

m,n−1
Ak

m,n

∣∣∣ = Mµθk
m,n

(
µξ − 1

)
,
∣∣∣Ak

m,n−1
Ak

m,n+1

∣∣∣ = Mµθk
m,n

(
µξ − µ−ξ

)
,

получим соотношение

µθk
m,n

(
µξ − 1

)
µθk

m,n (1 − µ−ξ)
=

µθk
m,n

(
µξ − µ−ξ

)
µθk

m,n (µξ − 1)
,

которое сводится к квадратному относительно µξ уравнению, независящему от k:

µ2ξ − µξ − 1 = 0.

Найдем положительный корень этого уравнения: µξ =
1 +

√
5

2
. Обозначим его через

τ1 =
1 +

√
5

2
. Тогда ξ = logµ τ1. Откуда logµ τ1 = 2πlogµ λ

l(1+logµ λ) . Выразим из этого равен-

ства 2π
l :

2π

l
= logµ τ1 + logµ λ · logµ τ1.

Перепишем это условие симметрично относительно µ и λ:
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2π

l
= logµ τ1 + logλ τ1.

Теорема доказана.

Определение 3. Пусть p — целое неотрицательное число. Если точка C делит отрезок
AB в отношении (

|AB|
|CB|

)p

=
|CB|
|AC|

,

то говорят, что C делит AB в p-золотом сечении.

Теорема 3. Пусть Ak
m,n точки пересечения конхо-спиралей γm(θ) и δn(ψ), заданных

уравнениями (4).
1) Если точка Ak

m,n делит дугу ̂Ak
m,n−1A

k
m,n+1 в p-золотом сечении,

то 2π
pl = logµ τp + logλ τp.

2) Если точка Ak
m,n делит дугу ̂Ak

m−1,nAk
m+1,n в q-золотом сечении,

то 2π
qr = logµ τq + logλ τq.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1) Выясним, при какой связи между параметрами µ и λ точка
Ak

m,n делит дугу ̂Ak
m,n−1A

k
m,n+1 в p-золотом сечении:∣∣∣ ̂Ak

m,n−1
Ak

m,n

∣∣∣∣∣∣ ̂Ak
m,n

Ak
m,n+1

∣∣∣ =


∣∣∣ ̂Ak

m,n−1
Ak

m,n+1

∣∣∣∣∣∣ ̂Ak
m,n−1

Ak
m,n

∣∣∣
p

.

Найдем отношение длин дуг конхо-спиралей:∣∣∣ ̂Ak
m,n−1

Ak
m,n

∣∣∣∣∣∣ ̂Ak
m,n

Ak
m,n+1

∣∣∣ =
µξ − 1
1 − µ−ξ

= µξ,


∣∣∣ ̂Ak

m,n−1
Ak

m,n+1

∣∣∣∣∣∣ ̂Ak
m,n−1

Ak
m,n

∣∣∣
p

=
(

µξ − µ−ξ

µξ − 1

)p

.

Получим

µξ =
(

µξ − µ−ξ

µξ − 1

)p

.

Тогда
ξ = logµ τp

p.

Отсюда

logµ τp
p =

2π logµ λ

l
(
1 + logµ λ

) .

Преобразовав последнее равенство, получим более удобную формулу, по которой для
любого значения параметра µ можно найти такое значение параметра λ, при котором

точка Ak
m,n делит дугу ̂Ak

m,n−1A
k
m,n+1 в p-золотом сечении:

2π

pl
= logµ τp + logλ τp. Вторая

часть теоремы 3 доказывается аналогично.
Теорема доказана.

Теорема 4. Если линии семейства γm(θ) делят линии семейства δn(ψ) в p-золотом
сечении, а линии семейства δn(ψ) делят линии семейства γm(θ) в q-золотом сечении,

то τ
p
p = (τq

q)
r/l.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу теоремы 3 условие взаимного деления линий можно за-
писать в виде системы {

2π
qr = logµ τq + logλ τq;
2π
pl = logµ τp + logλ τp.

Преобразуем первое равенство системы:{
2π = r

(
logµ τ

q
q + logλ τ

q
q

)
;

2π
pl = logµ τp + logλ τp.

Откуда
r
(
logµ τq

q + logλ τq
q

)
= l

(
logµ τp

p + logλ τp
p

)
.

Обозначим Q = τ
q
q и P = τ

p
p. Тогда

logµ Qr + logλ Qr = logµ P l + logλ P l.

Следовательно,

logµ

Qr

P l
+ logλ

Qr

P l
= 0.

Обозначим через υ = Qr

P l . Тогда последнее равенство примет вид

logµ υ + logλ υ = 0.

Если υ 6= 1, то получим

1
logυ µ

+
1

logυ λ
= 0.

Откуда
logυ µ + logυ λ = 0.

Следовательно, µλ = 1, что противоречит параметрическим уравнениям спиралей. Зна-
чит,

υ =
τ

qr
q

τ
pl
p

= 1.

В результате получим условие взаимного деления линий двух семейств в обобщенном
золотом сечении:

τp
p =

(
τq

q

)r/l
.

Теорема доказана.
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