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В работе предлагается двумерная модель распространения трещины гидроразрыва, учиты-
вающая одновременно напряженно-деформированное состояние породы в окрестности скважи-
ны и трещины, течение и утечку жидкости в трещине и распространение трещины с выбором
направления роста. Построен эффективный численный алгоритм для описания пошагового рас-
пространения трещины гидроразрыва, который объединяет эти три разнородные подзадачи.
Проведен анализ влияния параметров модели на ее решение. Получены зависимости траекто-
рии распространения, давления и раскрытия трещины от конфигурации перфораций, скорости
закачки и реологии жидкости. Установлено, что сильное искривление траектории трещины, вы-
зываемое отклонением перфорации от направления поперек действия наименьшего главного
напряжения в нетронутом массиве породы, приводит к ее пережатию, что значительно повы-
шает давление в скважине.
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Введение

Одной из наиболее широко применяемых технологий повышения нефтеотдачи яв-

ляется гидравлический разрыв нефтеносного пласта [1], который производится при по-

мощи закачивания под высоким давлением в перфорированную скважину жидкости

гидроразрыва (воды с растворенными полимерами). Под действием давления жидко-

сти в области перфораций около скважины инициируется зародышевая трещина. Затем

жидкость, надавливая на берега зародышевой трещины, заставляет ее распространять-

ся в нетронутом массиве породы, как показано на рис. 1. Для поддержания трещины в

открытом состоянии через определенное время от начала подачи в жидкость гидрораз-

рыва добавляются твердые частицы (песок). После утечки жидкости в породу трещина

закрывается и плотная упаковка из попавших в трещину частиц образует высокопрони-

цаемый канал для фильтрации нефти из пласта в скважину. Нефтяная проводимость

получившейся трещины существенно зависит от ее расположения, формы и распреде-

ления вдоль нее твердых частиц.

Моделирование процесса гидроразрыва пласта — роста трещины с учетом потерь

жидкости гидроразрыва на фильтрацию в пористую среду, и, наконец, определение

влияния примеси твердых частиц в жидкости на динамику раскрытия трещины и ее

конечную форму позволяют прогнозировать геометрию трещины и оптимизировать всю

технологию этого процесса. Однако в наиболее общей постановке модель процесса гидро-

разрыва чрезвычайно сложна. Она объединяет в себе ряд подмоделей, таких как течение
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Рис. 1. Схематичная картина процесса гидроразрыва пласта

смеси неньютоновской жидкости и твердых частиц внутри трещины, перенос твердых

частиц, фильтрация жидкости в породу через поверхность трещины, деформация поро-

ды в окрестности скважины и трещины, критерии роста и выбора направления распро-

странения трещины.

Уравнения, описывающие перечисленные процессы, нелинейны, сильно взаимосвяза-

ны и имеют различные особенности. Совместное их решение является актуальной про-

блемой из-за плохой сходимости численных алгоритмов. В настоящей работе предлага-

ется модель, которая одновременно учитывает напряженно-деформированное состояние

породы в окрестности скважины и трещины, течение и утечку жидкости в трещине и

распространение трещины с выбором направления роста. Для моделирования каждого

из этих явлений применяются эффективные численные методы, в том числе и для их

объединения.

1. Математическая модель гидроразрыва

Предложенная в работе модель гидроразрыва тесно связана с моделью продольной

трещины большой высоты и является ее дальнейшим развитием.

1.1. Предыстория

Среди одномерных моделей гидроразрыва особое место занимает модель продоль-

ной трещины большой высоты, предложенная Христиановичем и Желтовым [2; 3], а
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затем, значительно позднее, усовершенствованная Гиртсма и де Клерком [4]. Эта мо-

дель в литературе имеет название KGD модели и получила широкое распространение,

составляя основу многих экспертных систем проектирования технологии гидроразрыва,

применяемых и в настоящее время в нефтяной отрасли.

Рис. 2. Концепция KGD модели

Концептуальное ее представление приведено на рис. 2. Трещина гидроразрыва мо-

делируется плоским разрезом бесконечной высоты, погруженным в линейную упругую

среду и ориентированным перпендикулярно направлению действия наименьших глав-

ных напряжений залегания σmin в нетронутом массиве породы. Такое представление

трещины гидроразрыва справедливо, если высота трещины всегда значительно превос-

ходит ее полную длину 2L(t). В каждое из крыльев трещины закачивается ньютоновская

жидкость с постоянным расходом Qin, отчего трещина распространяется вдоль оси x.

В работах [5; 6] эта модель была усовершенствована и распространена на случай за-

данной криволинейной траектории трещины в плоскости xy. Кроме того, был добавлен

учет влияния полости скважины и рассмотрена более реалистичная модель жидкости

гидроразрыва как неньютоновской жидкости со степенной реологией. Однако в таком

случае встает проблема задания траектории, близкой к реальной, что является отдель-

ной сложной проблемой. Предложенная в настоящей работе модель призвана устранить

этот недостаток.

1.2. Концепция модели

В настоящей работе строится новая модель, в которой распространение трещины

производится по траектории, определяемой в каждый момент времени критериями раз-

рушения и выбора направления роста трещины. Это потребовало создания специаль-

ной эффективной методики объединения ряда подмоделей ввиду высокой нелинейности

объединенной проблемы. Отметим, что каждая из подмоделей при этом тоже требует

эффективных численных методов ее решения.

Геометрическая концепция модели взята такой же, как и в [5], допускается искривле-

ние траектории трещины в плоскости xy, как показано на рис. 3. Скважина диаметром D

представляет собой цилиндрическую полость бесконечной высоты, расположенную вер-

тикально вдоль оси z в породе. Трещина гидроразрыва представляет собой криволиней-
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ный разрез, все вертикальные образующие которого являются прямыми, параллельны-

ми оси скважины (оси z). Трещина гидроразрыва состоит из двух симметричных отно-

сительно оси скважины крыльев, присоединенных к полости скважины под углом β от

оси x.

Рис. 3. Геометрическая концепция модели

Согласно такой геометрической концепции задачу упругости можно рассматривать

как плоское напряженно-деформированное состояние породы. Таким образом, в усло-

виях плоской деформации схема моделирования гидроразрыва представляется горизон-

тальным сечением вертикальной скважины с исходящими от границы скважины двумя

симметричными крыльями, как показано на рис. 4. Крылья трещины распространяют-

ся вглубь породы согласно теории хрупкого разрушения и к моменту времени t имеют

длину L(t). Раскрытие крыла трещины в точке 0 6 l 6 L(t) обозначается W (l). Порода

представляется однородной изотропной линейной упругой средой.

Рис. 4. Горизонтальное сечение

Рассмотрение в модели гидроразрыва по крайней мере двух ее крыльев, выходящих

из скважины, обусловлено тем, что максимальное раскрытие трещины гидроразрыва

в реальных условиях наблюдается в окрестности скважины. При наличии только од-

ного крыла максимальное раскрытие трещины реалистично бы находилось в середине

этого крыла. Кроме того, предполагается, что крылья трещины симметричны относи-

тельно оси скважины. Поэтому рассматривается только часть исследуемой области, что

значительно сокращает необходимые вычислительные ресурсы.
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В каждое из крыльев трещины поступает жидкость гидроразрыва с постоянным рас-

ходом Qin. Жидкость гидроразрыва — неньютоновская со степенной реологией — зани-

мает весь объем крыла трещины вплоть до его кончика L(t). Жидкость воздействует на

берега трещины с давлением p(l). Давление в полости скважины определяется давлени-

ем в начальной точке крыла трещины pwell = p(0). Порода сжимается на бесконечности

тензором σ∞ij с главными компонентами σmax и σmin, направленными вдоль осей x и y со-

ответственно. Тензор σ∞ij определяется напряжениями залегания в нетронутом массиве

породы.

Таким образом, представленная модель гидроразрыва включает в себя три связан-

ных между собой подзадачи: внешнюю подзадачу упругости с вырожденной границей

(с трещинами), подзадачу течения в крыле трещины и утечки в породу неньютоновской

жидкости и подзадачу хрупкого распространения трещины в породу.

В целом предложенная модель распространения трещины гидроразрыва является

нестационарной. Нестационарность всего процесса обеспечивается через уравнение не-

разрывности течения жидкости в крыле трещины, в то время как все остальные процес-

сы являются стационарными и описываются уравнениями, не зависящими от времени.

1.3. Подзадача упругости

1.3.1. Постановка подзадачи

Напряженное состояние изотропной однородной породы описывается уравнениями

линейного упругого равновесия

∑

i

∂σij(x)

∂xi
= σij,i(x) = 0, x ∈ V, (1)

где σij — компоненты тензора напряжений. Производные по пространственным коор-

динатам здесь и далее обозначаются индексом, отделяемым запятой (·),i. Индексы i и j

принимают значения 1, 2. По совпадающим индексам производится суммирование.

Рис. 5. Постановка задачи упругости

Вся граница задачи упругости представляется в следующем виде:

∂V = S = S∗ + S+ + S−, (2)
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где S∗ — граница полости скважины; S+ — верхняя граница разреза (крыльев трещины);

S− — нижняя граница разреза (крыльев трещины), как изображено на рис. 5. Тогда на

полости скважины S∗ ставится граничное условие

ti(x) = −ni(x)pwell + σ∞ij nj, x ∈ S∗, (3)

где ni — компоненты единичной нормали к поверхности. На трещиновой части грани-

цы S± ставится граничное условие

ti(x) = −ni(x)p(l) + σ∞ij nj, x ∈ S±, l ∈ [0, L(t)]. (4)

Так как рассматривается внешняя задача упругости, то еще добавляется условие на

бесконечности [7]:

ui(∞) = 0. (5)

Учет напряжений залегания в нетронутом массиве породы обеспечивается за счет доба-

вок с тензором σ∞ij в граничных условиях (3) и (4). Решение этой задачи упругости дает

изменение напряженно-деформированного состояния относительно уже сжатой напря-

жениями σ∞ij породы, т. е. реальные напряжения, возникающие в породе, равны σij +σ
∞
ij .

Дополняя уравнения (1) законом Гука с упругими параметрами E и ν, которыми

характеризуется порода, получим уравнения Навье для компонент смещений. Таким

образом, при известном распределении давления p(l) вдоль крыла трещины поставлена

замкнутая дифференциальная задача линейной упругости.

Наиболее распространенными методами ее решения являются методы конечных раз-

ностей, конечных элементов и граничных элементов. Однако для решения внешней зада-

чи упругости применение методов конечных разностей и конечных элементов становится

неэффективным из-за необходимости аппроксимации объема вплоть до удаленной гра-

ницы большим количеством элементов. Поэтому для решения таких задач применяется

метод граничных элементов (МГЭ), который автоматически удовлетворяет гранично-

му условию на бесконечности (5), и аппроксимация удаленной границы не требуется.

Отметим, что для МГЭ в отличие от других перечисленных выше методов проблема

перестройки сетки при росте трещины не по заданной траектории значительно упроща-

ется.

Классический метод граничных элементов [8–10] в задаче с вырожденной границей

не применим [11]. Поэтому для задач с вырожденной границей, как правило, использу-

ются специальные варианты МГЭ: многозонный МГЭ [11; 12], МГЭ разрывных смеще-

ний [13; 14] и дуальный МГЭ [15].

1.3.2. Многозонный МГЭ

Многозонный МГЭ является распространением классического МГЭ для регулярной

границы [8] на две области с общей границей (на этой границе между областями зада-

ются условия сцепки). Получаемая в этом случае результирующая система уравнений

содержит еще и уравнения для нахождения смещений и напряжений на фиктивной гра-

нице. В случае если требуется построить траекторию распространения трещины с вы-

бором направления роста (а не с заданной траекторией, как в [5]), задача чрезвычайно
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усложняется ввиду перестройки фиктивной границы между этими двумя областями на

каждом шаге роста трещины.

1.3.3. МГЭ разрывных смещений

В МГЭ разрывных смещений будем иметь дело с разрывом смещений на границе.

Метод основан на аналитическом решении задачи о бесконечной плоскости смещения,

в которой смещения терпят разрыв в пределах конечного отрезка под действием рас-

клинивающего давления. Далее, составляя границу из подобных отрезков и интегрируя

по ней, получим систему линейных алгебраических уравнений относительно разрывов

смещений. Разрывные смещения в случае неразрывной границы (не трещиновой) можно

трактовать как взаимные смещения границ двух изолированных друг от друга тел с оди-

наковыми характеристиками, но подверженными симметричной и разнонаправленной

нагрузке. Реальные же смещения вычисляются по найденным фиктивным с помощью

специальных дополнительных вычислений.

1.3.4. Дуальный МГЭ

Суть дуального МГЭ заключается в конструировании к интегральному уравнению

для смещений дополнительного интегрального граничного уравнения на разрывной ча-

сти границы S±. Дополнительное уравнение получается из фундаментального решения

для напряжений в предположении симметричности напряжений на противоположных

берегах трещины.

Заметим, что имеющиеся ограничения в МГЭ разрывных смещений и в дуальном

МГЭ не являются достаточно существенными, так как задача упругости рассматрива-

ется в отсутствие касательных напряжений на трещине (4). Наиболее оптимальным, с

точки зрения вычислительных затрат и удобства его применения к задаче распростра-

нения трещины, является дуальный МГЭ.

Введем обозначения на вырожденной границе S±:

Wi(x) = ui(x
+)− ui(x

−),

Σti(x) = ti(x
+) + ti(x

−) = 0,

где координаты точек x+ и x− совпадают, но они принадлежат разным берегам раз-

реза x− ∈ S− и x+ ∈ S+. Здесь Wi — разрыв смещений на разрезе. Таким образом,

величина раскрытия трещины W (l) совпадает с Wini(x(l)), где x(l) — координата гра-

ницы S±.

Выпишем интегральное уравнение для смещений на S∗:

− 1

2
δij(x

∗)uj(x
∗) =

∫

S∗

Uij(x
∗,x)tj(x)dS −

∫

S∗

Tij(x
∗,x)uj(x)dS −

−
∫

S−

Tij(x
∗,x)Wj(x)dS, x∗ ∈ S∗, (6)

где Uij и Tij — широкоизвестное решение задачи Кельвина о действии точечной силы

(см., например, [16; 17]). Это уравнение связывает величину смещений на границе S∗
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со значениями смещений и напряжений на регулярной границе и значениями разры-

ва смещений на вырожденной границе. Выпишем аналогично уравнение для смещений

на S+:

− 1

2
δij(x

+)uj(x
+) =

∫

S∗

Uij(x
+,x)tj(x)dS −

∫

S∗

Tij(x
+,x)uj(x)dS −

−
∫

S−

Tij(x
+,x)Wj(x)dS, x+ ∈ S+. (7)

Это уравнение связывает величину смещений на границе S+ со значениями смещений

и напряжений на регулярной границе и значениями разрыва смещений на вырожден-

ной границе. Затем добавим дополнительное интегральное уравнение для напряжений,

которое можно получить из фундаментального интегрального соотношения для напря-

жений:

tj(x
−) =

∫

S∗

Lkj(x
−,x)tk(x)dS −

∫

S∗

Mkj(x
−,x)uk(x)dS −

−
∫

S−

Mkj(x
−,x)Wk(x)dS, (8)

где

Lkj(x
′,x) = ni(x

′)Dkij(x
′,x),

Mkj(x
′,x) = ni(x

′)Skij(x
′,x),

а функции Dkij и Skij получаются из Uij и Tij дифференцированием по соответству-

ющей координате (полные выражения для Dkij и Skij можно найти, например, в [18]).

Уравнение (8) связывает величину напряжений на границе S∗ со значениями смещений

и напряжений на регулярной границе и значениями разрыва смещений на вырожденной

границе.

Дополнительное уравнение (8) имеет большую степень сингулярности, нежели ин-

тегральное уравнение для смещений (6) и (7). В нем приходится иметь дело с интегра-

лами с сильными особенностями и рассматривать их в смысле Коши (сингулярность

вида ∼ r−1) и Адамара (сингулярность вида ∼ r−2). Второй интеграл в (6) и третий

интеграл в (7) вычисляются в смысле главного значения Коши, а последний интеграл

в (8) вычисляется в смысле главного значения Адамара.

Заметим, что уравнения (6) и (8) образуют замкнутую систему интегральных урав-

нений относительно Wi на S− и ui на S∗. Поэтому предлагается следующая упрощающая

модификация дуального МГЭ. В расчетах используются только два уравнения (6) и (8),

откуда можно найти раскрытие крыла трещины W (l). Такая модификация, очевидно,

значительно сокращает объем вычислений. Заметим, что тогда не требуется аппрокси-

мация S+. В случае же необходимости по найденным значениям Wi на S− и ui на S∗,

используя (7), можно найти ui на S±.

Граница S∗ аппроксимируется равномерно N постоянными граничными элемента-

ми. Граница S± аппроксимируется постоянными граничными элементами с пошаговым
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добавлением элементов к кончику трещины при увеличении времени. В постоянных

элементах геометрия аппроксимируется прямым отрезком, а функции ui, Wi, ti вдоль

такого элемента постоянны. При применении таких элементов вычисление сингулярных

интегралов может быть произведено полуаналитическим способом, т. е. выделенная син-

гулярная функция интегрируется аналитически, а оставшаяся функция интегрируется

численно с применением квадратуры Гаусса достаточного порядка.

Таким образом, подзадача упругости в каждый фиксированный момент времени по

заданному распределению давления в крыле трещины p(l) дает зависимость раскры-

тия трещины W (l). Формально результат решения такой задачи можно представить в

следующем виде:

W (l) = W(p(l)), l ∈ [0, L(t)].

Отметим, что трещина распространяется в породу с достаточно малой скоростью и при-

менение статической модели упругости является справедливым.

1.4. Подзадача течения и утечки жидкости в породу

1.4.1. Постановка задачи

Течение жидкости гидроразрыва вдоль каждого крыла трещины полагается лами-

нарным неньютоновским квазиодномерным (при этом учитывается переменность сече-

ний трещины вдоль длины). Движение жидкости гидроразрыва в трещине описывается

при пренебрежении инерцией, сжимаемостью жидкости и потерей импульса при ее отто-

ке в породу. Тогда уравнение количества движения следует из решения задачи о течении

неньютоновской жидкости между двумя параллельными плоскостями единичной высо-

ты, разнесенными на расстояние W (см., например, [19]):

∂p

∂l
= −2n+1(2n + 1)n

nn

µ

W 2n+1
Qn, (9)

где Q — расход жидкости через сечение l единичной высоты вдоль трещины; µ — ко-

эффициент динамической вязкости жидкости гидроразрыва; n — показатель степенной

реологии жидкости. Уравнение неразрывности берется в следующем виде:

∂W

∂t
+

∂Q

∂l
+ 2QL(l, t) = 0, (10)

где источниковый член 2QL(l, t) отвечает за утечку жидкости гидроразрыва в породу.

Утечка определяется так называемым эмпирическим законом Картера [20; 21]:

QL(l, t) =
CL√

t− texp(l)
,

где texp(l) — время прохождения крылом трещины точки l (т. е. texp(l) есть обратная

к L(t) функция), а CL — коэффициент, характеризующий проницаемость породы.

К системе дифференциальных уравнений (9) и (10) добавляется граничное условие

на скважине

Q(0, t) = Qin.
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Это условие задает расход жидкости в крыло трещины. Еще к системе (9) и (10) добав-

ляются граничные условия на кончике трещины:

W (L(t), t) = 0,

Q(L(t), t) = 0.
(11)

Здесь первое условие задает нулевую ширину трещины, а второе определяет отсутствие

перетока жидкости через кончик трещины. Условия (11) означают, что жидкость запол-

няет трещину вплоть до ее кончика L(t).

1.4.2. Метод решения

Построенная система дифференциальных уравнений (10) и (9) аппроксимируется

конечными разностями:

W s+1 −W s

△t
+ ΛQs+1 + Qs+1

L = 0,

Λps+1 = −2n+1(2n + 1)n

nn

µ

(W s+1)2n+1
(Qs+1)n.

Здесь оператор Λ — противопоточная разность первого порядка аппроксимации, а △t —

шаг по времени. Используется неявная схема аппроксимации для расхода Q.

При заданном шаге по времени △t по заданному распределению W s+1 находится

расход Qs+1 на следующем шаге по времени. А затем по уже определенному Qs+1 нахо-

дится распределение давления ps+1 на следующем шаге по времени. Расчетная сетка для

аппроксимации уравнений течения и утечки жидкости строится согласованно с сеткой

для определения напряженно-деформированного состояния.

Таким образом, подзадача течения и утечки жидкости в каждый фиксированный

момент времени по распределению раскрытия крыла трещины W (l) дает зависимость

давления в трещине p(l). Формально результат решения такой задачи можно предста-

вить в следующем виде:

p(l) = p(W (l)), l ∈ [0, L(t)].

Следовательно, подзадача течения и утечки жидкости в породу и подзадача упругости в

каждый фиксированный момент времени t образуют связанную задачу взаимодействия

«гидродинамика — упругость» посредством сильно нелинейного соотношения на крыле

трещины:

p(l)− p(W(p(l))) = 0, l ∈ [0, L(t)]. (12)

1.5. Подзадача распространения и выбора направления трещины

1.5.1. Критерии распространения и выбора направления распространения трещины

Полагаем, что трещина распространяется в породу с достаточно низкой скоростью,

что соответствует теории хрупкого разрушения (подробнее о теории хрупкого разру-

шения см., например, [22]). Скорость и направление распространения трещины, соглас-
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но этой теории, находятся исключительно по коэффициентам интенсивности напряже-

ний (КИН) KI и KII , которые в локальной системе координат, связанной с кончиком,

определяются следующим образом [23]:

KI = lim
r→0

(
√

2πrσ22(r,φ)

∣∣∣∣
φ=0

)
,

KII = lim
r→0

(
√

2πrσ12(r,φ)

∣∣∣∣
φ=0

)
.

(13)

Здесь r — расстояние от кончика трещины до точки наблюдения, а φ — угол, откладыва-

емый от направления касательной к траектории трещины в ее кончике до направления

на точку наблюдения. KI и KII зависят от размеров и формы всей трещины, геометрии

подзадачи упругости (2), величины нагружения (3) и (4) в подзадаче упругости.

Трещина распространяется до тех пор, пока выполнено условие

KI > KIc, (14)

где KIc — коэффициент трещиностойкости породы. Направление роста трещины выби-

рается в направлении, перпендикулярном локальному максимальному главному напря-

жению σ2, т. е. в том направлении, в котором при росте трещины выполнен критерий

KII = 0. (15)

Отметим, что критерии (14) и (15) определяют трещину нормального отрыва.

1.5.2. Пошаговое распространение трещины

Распространение трещины описывается пошагово, и каждое ее приращение представ-

ляется прямолинейным отрезком. Следовательно, каждое приращение определяется его

величиной △L и углом направления θ, как показано на рис. 6.

Рис. 6. Пошаговое распространение трещины: L(ts) — положение кончика трещины на шаге s;

L(ts+1) — новое положение кончика трещины для следующего шага s + 1, при котором выпол-

нены критерии (14) и (15)

Варьирование параметров △L и θ задает множество форм трещины на текущем ша-

ге по времени. Из всего этого множества форм выбирается такая трещина, для которой

удовлетворяются критерии (13) и (14). Формально такой выбор можно представить в

виде решения следующей нелинейной системы уравнений для параметров △L и θ при-

ращения трещины:

KI(△L,θ) = KIc,

KII(△L,θ) = 0.
(16)
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С учетом симметрии задачи гидроразрыва приращение для второго крыла трещины

будет расположено симметрично относительно оси скважины. В предложенном дуаль-

ном методе граничных элементов аппроксимируется только граница подзадачи упруго-

сти S, следовательно, каждое приращение (для каждого из крыльев трещины) аппрок-

симируем постоянным граничным элементом. Таким образом, не требуется перестройка

расчетной сетки, а необходимо только ее достраивание путем добавления новых элемен-

тов.

1.5.3. Вычисление КИНов

Существует множество способов вычисления КИНов, наиболее употребимыми из ко-

торых являются интерполяционный [24] и при помощи J-интеграла [25]. Интерполя-

ционный подход заключается в использовании специального граничного элемента (так

называемый разрывный четвертичный граничный элемент с квадратичной аппрокси-

маций функций на нем) у конца трещины для хорошего воспроизведения асимптотики

решения задачи упругости в окрестности кончика трещины (13).

В работе же для вычисления КИНов используется J-интеграл, который вычисляет

скорость выделения энергии деформации при изменении длины трещины [26; 27]. Такой

подход не требует специального представления сингулярного поля напряжений в окрест-

ности кончика трещины (13). Рассмотрим J-интеграл в локальной системе координат,

связанной с прямолинейным элементом у конца трещины D:

J =

∮

ABCDA

(Wn1 − σijniuj,1) dS,

где контур интегрирования ABCDA включает кончик трещины, как показано на рис. 7.

Здесь W — плотность энергии деформации, ni — компоненты единичной нормали к кон-

туру интегрирования. Включение контура CDA в контур интегрирования для J-инте-

грала необходимо ввиду того, что граничный элемент на кончике трещины, согласно (4),

нагружен напряжениями. Часть контура ABC имеет форму окружности, охватываю-

щей граничный элемент у конца трещины.

Рис. 7. Контур интегрирования для J-интеграла: 1 — граничный элемент у конца трещины

С другой стороны, J-интеграл равен [26; 27]

J =
K2

I + K2
II

E′
, (17)
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где E′ = E
1−ν2 . Однако непосредственно J-интеграл не применим для вычисления сра-

зу пары KI и KII . Поэтому для разделения суммы в формуле (17) предлагается вы-

делить симметричную (I) и антисимметричную (II) [25; 28] составляющие смещений

(деформаций)
[

uI
1

uI
2

]
=

1

2

[
u+

1 + u−
1

u+
2 − u−

2

]
,

[
uII

1

uII
2

]
=

1

2

[
u+

1 − u−
1

u+
2 + u−

2

]

и напряжений


σI

11

σI
22

σI
12


 =

1

2



σ+

11 + σ−11
σ+

22 + σ−22
σ+

12 − σ−12


 ,



σII

11

σII
22

σI
12


 =

1

2



σ11 − σ′11
σ+

22 − σ−22
σ+

12 + σ−12




в окрестности кончика трещины. Здесь значение величины (·)+ вычисляется в точке O+,

лежащей на контуре ABCDA, а значение величины (·)− — в симметричной относительно

оси x1 точке O−, также лежащей на контуре ABCDA (см. рис. 7). Тогда J-интеграл

распадается на две части [25; 28]:

J = JI + JII = 2

∫

BCD

(W In1 − σI
ijniu

I
j,1)dS + 2

∫

BCD

(W IIn1 − σII
ij niu

II
j,1)dS. (18)

Здесь симметричная и антисимметричная плотности энергии деформации для гуковской

среды вычисляются по следующим формулам:

W I =
1

2
σI

ijε
I
ij , W II =

1

2
σII

ij ε
II
ij . (19)

С другой стороны, JI и JII [25; 28] равны

JI =
K2

I

E′
, JII =

K2
II

E′
. (20)

Интегрируя с помощью квадратуры Гаусса по части контура BC, и с помощью форму-

лы прямоугольников по части контура CD определяем величины JI и JII , из которых

затем находим KI и KII . Отметим, что для вычисления значений σij и ui на контуре ин-

тегрирования ABC в дуальном МГЭ используются соответствующие фундаментальные

интегральные соотношения [15].

Таким образом, через процедуру вычисления КИНов (18), (19) и (20) связывается

задача взаимодействия «гидродинамика — упругость» с нелинейной системой (16) для

пошагового распространения трещины.

1.6. Начальная конфигурация гидроразрыва

Для замыкания описанной объединенной проблемы, состоящей из трех подзадач,

добавляются следующие начальные данные:

L

∣∣∣∣
t=0

= L0,

p(l)

∣∣∣∣
t=0

= pinit, l ∈ [0, L0],
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Рис. 8. Начальная конфигурация

которые означают, что в начальный момент времени t = 0 имеется заполненная жидко-

стью гидроразрыва уже инициированная зародышевая трещина длиной L0, нагружен-

ная давлением инициации pinit, т. е. давлением, необходимым для начала распростране-

ния трещины, как изображено на рис. 8. Две перфорации представляются плоскими раз-

резами длиной L0 каждая. Они выходят из скважины симметрично ее оси под углом β

к оси x. Давление инициации pinit определяется из задачи упругости, когда KI = KIc.

1.7. Метод объединения и совместного решения всех подзадач

Согласно пошаговой стратегии распространения трещины гидроразрыва, на каж-

дом шаге по времени t должна быть решена нелинейная система (16), т. е. определены

величина △L и направление θ прироста трещины, как изображено на рис. 9. Величи-

ны KI и KII непрерывны от своих аргументов, согласно определению КИНов и непре-

рывному влиянию течения жидкости на процесс в целом. По этой причине, а также для

сокращения количества вычислений КИНов было предложено решать эту нелинейную

систему методом Ньютона (подробнее о методе Ньютона см., например, [29]). Стартовая

точка (△L0,θ0) берется с предыдущего шага по времени, а в начальный момент вре-

мени t = 0 задается произвольно. На каждой следующей итерации решается линейная

система уравнения относительно (△Lq+1,θq+1):

KI(△Lq,θq) +
∂KI(△Lq,θq)

∂△L
(△Lq+1 −△Lq) +

∂KI(△Lq,θq)

∂θ
(θq+1 − θq) = 0,

KII(△Lq,θq) +
∂KII(△Lq,θq)

∂△L
(△Lq+1 −△Lq) +

∂KII(△Lq,θq)

∂θ
(θq+1 − θq) = 0.

Здесь производные ∂KI(△Lq,θq)
∂L , ∂KII(△Lq ,θq)

∂L , ∂KI(△Lq ,θq)
∂θ

, ∂KII(△Lq ,θq)
∂θ

вычисляются чис-

ленно по формулам правой разности.

В практических задачах гидроразрыва для решения нелинейной системы (16) мето-

дом Ньютона количество итераций контролировалось и составило 10–20 для достижения

относительной погрешности 10−4 вектора (L,θ).

Каждое вычисление КИНов требует решения нелинейной системы уравнений (12),

возникающей из сопряженной задачи взаимодействия «гидродинамика — упругость».

Эта система сильно нелинейна, имеет большую размерность и особенность в окрестности
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Рис. 9. Нелинейная проблема определения величины △L и направления θ прироста трещины

кончика трещины. Поэтому для решения этой проблемы нельзя однозначно предложить

какой-либо метод гарантированного решения. На практических задачах гидроразрыва

было проверено три метода: метод простых итераций, метод релаксации (подробнее об

этих методах см., например, [29]) и метод Левенберга –Марквардта [30; 31] для задачи,

переписанной в форме задачи оптимизации.

Начальное приближение (p0
1, . . . , p

0
N ) для давления берется с предыдущего шага по

времени, а в начальный момент времени t = 0 — произвольным. Значение давления на

каждой следующей итерации в методе простых итераций находится по формуле

pq+1
m = pm(W1(pq

1, . . . , p
q
N ), . . . ,WN(pq

1, . . . , p
q
N )), m = 1, . . . , N.

Оказалось, что отображение p(W(·)) в общем случае не является сжимающим, и суще-

ствуют точки, встречающиеся в прикладных задачах гидроразрыва, в которых метод

расходится.

Значение давления на каждой следующей итерации в методе релаксации находится

по формуле

pq+1
m = (1− r)pq

m + rpm(W1(pq
1, . . . , p

q
N ), . . . ,WN(pq

1, . . . , p
q
N )), m = 1, . . . , N,

где r — параметр релаксации. Оказалось, что для сходимости метода приходится вы-

бирать достаточно малым параметр релаксации r, что приводит к очень медленной

сходимости метода из-за большого количества итераций.

Для применения метода Левенберга –Марквардта перепишем задачу (12) в виде за-

дачи минимизации функционала F :

F (p1, . . . , pN ) =

N∑

m=1

(
pm(W1(pq

1, . . . , p
q
N ), . . . ,WN(pq

1, . . . , p
q
N ))− pm

)2
.

Также известно, что минимум функционала F равен 0, что значительно упрощает кон-

троль вычислений. Тогда значение давления на каждой следующей итерации находится
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по формуле

pq+1 = pq +△p,

а приращение △p находится из системы

(
JT (pq)J(pq) + λnI

)
△p = −JT (pq)f(pq).

Здесь J — матрица Якоби вектор-функции p(W(·)), I — единичная матрица, а λ — неко-

торая неотрицательная константа, подбираемая на каждой итерации. Каждый шаг этого

алгоритма более затратен, но в целом метод сходится быстрее, чем метод релаксации.

2. Результаты расчетов

Проведен ряд расчетов с целью определения влияния параметров модели на рас-

пространение трещины. Было исследовано влияние угла перфорации β, длины перфо-

рации L0, неравномерности напряжений залегания (соотношение между σmin и σmax),

а также трещиностойкости породы KIc, скорости закачки жидкости в скважину Qin и

реологии жидкости на решение, получаемое в модели.

Параметры модельных задач выбирались в соответствии с реальными данными.

В каждой из задач, если не указано иное значение параметра, используются значе-

ния, приведенные ниже. Геометрические параметры: диаметр скважины D = 10 см,

длина перфорации L0 = 10 см и угол перфорации β = 30◦. Параметры породы: мо-

дуль Юнга E = 20,7 ГПа, коэффициент Пуассона ν = 0,27, трещиностойкость поро-

ды KIc = 1,5 МПа·м0,5, напряжения залегания σmin = 69 МПа, σmax = 103,5 МПа и

проницаемость CL = 150 · 10−6 м2/c0,5. Параметры закачки жидкости: расход жидкости

гидроразрыва в крыло трещины Qin = 0,7·10−3 м2/c (выбранное значение соответствует

закачке в скважину жидкости гидроразрыва темпом 40 барр./мин при высоте трещи-

ны гидроразрыва 76 м), динамическая вязкость µ = 0,6 Па·сn и степенной показатель

реологии n = 0,8.

2.1. Влияние угла перфорации

Рассматривалось три случая распространения трещины для углов перфорации

β = 30, 60, 90◦ , как изображено на рис. 10.

В начальный момент времени t = 0 траектория трещины гидроразрыва претерпе-

вает излом в кончике перфорации (на расстоянии L0) для средних углов β = 15−75◦.

В остальных случаях траектория распространения представляет собой гладкую кри-

вую. Затем трещина всегда плавно выходит на магистральное направление поперек дей-

ствия минимального сжимающего напряжения σmin менее чем через 1 м своего распрос-

транения.

Излом траектории возникает из-за несимметричности напряженно-деформированно-

го состояния в окрестности кончика трещины в начальный момент времени. Так как в

последующие моменты времени нагрузка изменяется плавно и трещина растет непре-

рывно, то траектория трещины становится гладкой.
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Рис. 10. Траектории распространения трещины гидроразрыва в зависимости от угла перфора-

ции β: 1 – β = 30◦; 2 – β = 60◦; 3 – β = 90◦

Рис. 11. Длина трещины L(t) в зависимости от времени при различных углах β: 1 – β = 30◦;

2 – β = 60◦; 3 – β = 90◦



Двумерная пошаговая модель распространения трещины гидроразрыва 53

Скорость распространения трещины слабо зависит от угла перфорации β, как пока-

зано на рис. 11.

Рис. 12. Раскрытие W (0) и давление p(0) около скважины при различных углах β: 1 – β = 30◦;

2 – β = 60◦; 3 – β = 90◦

При углах β < 45◦ раскрытие трещины около скважины W (0) увеличивается с тече-

нием времени и увеличением общей длины трещины L(t) соответственно, как показано

на рис. 12. Давление в скважине p(0) при этом уменьшается до некоторого асимпто-

тического значения. При углах β > 45◦ раскрытие трещины около скважины W (0)

остается примерно постоянным. В таком случае при β < 75◦ давление p(0) уменьшается

до некоторого асимптотического значения, а при β > 75◦ стабилизируется. Очевидно,

что увеличение угла перфорации приводит к повышению давления в скважине.

Рис. 13. Раскрытие W (l) и давление p(l) вдоль крыла трещины в момент времени t = 1 c при

различных углах β: 1 – β = 30◦; 2 – β = 60◦; 3 – β = 90◦

При углах перфорации β > 30◦ на расстоянии, примерно равном половине диамет-

ра скважины, происходит пережатие трещины, что требует большего давления для ее

дальнейшего распространения, как показано на рис. 13.

Таким образом, параметр β оказывает существенное влияние на траекторию распро-

странения, давление и раскрытие трещины гидроразрыва.
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2.2. Влияние длины перфорации

Рассматривались четыре длины перфорации L0: 3,5, 5, 10, 20 см. Траектории рас-

пространения трещины гидроразрыва при угле β = 30◦ показаны на рис. 14. Во всех

случаях наблюдается излом траектории в кончике перфорации, и чем больше длина

перфорации, тем выше угол излома. После излома траектория плавно выходит на на-

правление поперек действия минимального сжимающего напряжения.

Рис. 14. Траектории распространения трещины гидроразрыва при угле β = 30◦ в зависимости

от длины перфорации L0: 1 – L0 = 3,5 см; 2 – L0 = 5 см; 3 – L0 = 10 см; 4 – L0 = 20 см

2.3. Влияние неравномерности напряжений залегания

и трещиностойкости породы

При постоянном значении σmin = 69 МПа варьировалось значение σmax, т. е. ме-

нялось их соотношение k = σmax/σmin. Траектории трещин для различных значений

параметра k приведены на рис. 15.

Достаточно, чтобы главные напряжения залегания отличались всего на 10% (k =

= 1,1), для того чтобы траектория трещины искривлялась. Изменение соотношения k

изменяет угол излома траектории трещины гидроразрыва в кончике перфорации.

Оказалось, что реалистичная трещиностойкость породы KIc = 0−3 МПа·м0,5 прак-

тически не влияет на траекторию распространения трещины, как показано на рис. 16.

Для того чтобы влияние трещиностойкости было ощутимым, требуется увеличить ее

значение на порядок.

2.4. Влияние скорости закачки жидкости

Рассматривалось три случая распространения трещины для различных скоростей

закачки Qin = 0,35·10−3, 0,7·10−3, 1,4·10−3 м2/c (что соответствует закачкам темпом 20,

40 и 80 барр./мин при высоте трещины гидроразрыва 76 м).
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Рис. 15. Траектории распространения трещины гидроразрыва при угле β = 30◦ в зависимости

от соотношения главных напряжений залегания k = σmax/σmin: 1 – k = 1,0; 2 – k = 1,1; 3 –

k = 1,25; 4 – k = 1,5; 5 – k = 2,0

Рис. 16. Траектории распространения трещины гидроразрыва при угле β = 30◦ в зависимости

от разных значений трещиностойкости породы KIc: 1 – KIc = 0−1,5 МПа·м0,5; 2 – KIc =

= 15 МПа·м0,5; 3 – KIc = 30 МПа·м0,5

Рис. 17. Траектории распространения трещины гидроразрыва при угле β = 30◦ для различных

скоростей закачки Qin: 1 – Qin = 0,35 · 10−3; 2 – Qin = 0,7 · 10−3; 3 – Qin = 1,4 · 10−3
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Скорость закачки жидкости Qin слабо влияет на траекторию распространения тре-

щины, как показано на рис. 17.

Рис. 18. Длина трещины L(t) в зависимости от времени при угле β = 30◦ для различных ско-

ростей закачки Qin: 1 – Qin = 0,35 · 10−3; 2 – Qin = 0,7 · 10−3; 3 – Qin = 1,4 · 10−3

Увеличение скорости закачки жидкости Qin ведет к увеличению скорости распро-

странения трещины гидроразрыва, как показано на рис. 18. При увеличении скорости

закачки вдвое скорость распространения растет примерно в
√

2 раз.

Рис. 19. Давление p(0) и раскрытие W (0) трещины около скважины для различных скоростей

закачки Qin: 1 – Qin = 0,35 · 10−3; 2 – Qin = 0,7 · 10−3; 3 – Qin = 1,4 · 10−3

Увеличение скорости закачки жидкости Qin ведет к увеличению раскрытия трещины

W (0) около скважины и слабо влияет на давление в скважине p(0), как показано на

рис. 19.

Таким образом, параметр Qin оказывает слабое влияние на траекторию распростра-

нения и существенное на раскрытие трещины гидроразрыва.
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2.5. Влияние реологии жидкости гидроразрыва

Рассматривалось пять случаев распространения трещины для различных динамиче-

ских вязкостей µ, отличавшихся между собой на порядок. Траектории распространения

гидроразрыва приведены на рис. 20.

Рис. 20. Траектории распространения трещины гидроразрыва при угле β = 30◦ при различных

значениях µ: 1 – µ = 0,06 Па·с; 2 – µ = 0,6 Па·с; 3 – µ = 6 Па·с

Очевидно, что динамическая вязкость µ оказывает слабое влияние на решение мо-

дели.

Заключение

Разработана двумерная модель распространения трещины гидроразрыва. Предло-

жен эффективный численный алгоритм для пошагового распространения трещины гид-

роразрыва. Проведен анализ влияния параметров в модели. Выявлено влияние пара-

метров модели на траекторию распространения, давление и раскрытие трещины. Уста-

новлено, что сильное искривление траектории трещины, вызываемое неверным углом

перфорации (углом, отличным от направления поперек действия минимального сжима-

ющего напряжения), приводит к ее пережатию, что значительно повышает давление в

скважине.
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