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В ГИПЕРАРИФМЕТИЧЕСКОЙ ИЕРАРХИИ

Доказано, что в полурешетке Роджерса бесконечного Σω-вычислимого семейства существует
бесконечно много минимальных элементов, и у любой не 0′-универсальной нумерации существу-
ет бесконечно много минимальных накрытий.
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Введение

В 1950-е гг. были начаты исследования в области вычислимых нумераций. Для по-

лурешетки вычислимых нумераций достаточно полно исследованы вопросы о существо-

вании экстремальных элементов [1].

Рассмотрен вопрос и о существовании минимальных вычислимых нумераций. Ссыл-

ки на соответствующие работы могут быть найдены в [1].

Теорема. 1. Всякая однозначная нумерация минимальна.

2. Если семейство S имеет хотя бы одну вычислимую однозначную нумерацию, то

для любого R ∈ S семейство S \ {R} однозначно вычислимо.

Теорема. Семейство всех в. п. множеств обладает счетным семейством попарно неэк-

вивалентных однозначных нумераций.

В 1990-е гг. С.С. Гончаровым и А. Сорби было начато исследование вычислимых ну-

мераций для произвольных уровней арифметической иерархии. С.С. Гончаров и

С.А. Бадаев решили вопрос о существовании минимальных нумераций и минималь-

ных накрытий на уровнях арифметической иерархии выше Σ0
2 [2]. В данной статье рас-

сматривается обобщение полученных в [2] результатов на случай гиперарифметической

иерархии.

1. Основные определения

Определение 1. Произвольное сюръективное отображение α множества натуральных

чисел на непустое множество A называется нумерацией A. Пусть α и β — нумерации A.

Нумерация α сводится к β (α ≤ β), если существует вычислимая функция f , такая

что α(n) = β(f(n)) для любого n ∈ ω. Нумерации α и β называются эквивалентными

(α ≡ β), если α ≤ β и β ≤ α.
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Определение 2. Нумерация α семейства A Σ0
n+1-множеств, где n ≥ 0, называется

Σ0
n+1-вычислимой, если существует вычислимая функция f , такая что для любого m

ϕf(m) является Σ0
n+1-формулой арифметики Пеано и α(m) = {x ∈ ω | N � ϕf(m)(x)}.

Множество Σ0
n+1-вычислимых нумераций A обозначается Com0

n+1(A) [3].

Семейство A, у которого Com0
n+1(A) 6= ∅ будем называть Σ0

n+1-вычислимым. При

n = 0 определение Σ0
1-вычислимой нумерации совпадает с классическим определением

вычислимой нумерации семейства в. п. множеств.

Отношение ≡ является отношением эквивалентности на Com0
n+1(A), а отношение ≤

вводит частичный порядок на множестве классов эквивалентности. Класс эквивалентно-

сти нумерации α называется степенью α, обозначается deg(α). Частично упорядоченное

множество 〈Com0
n+1(A)/ ≡,≤〉 степеней Σ0

n+1-вычислимых нумераций A будем обозна-

чать R0
n+1(A). Если α,β ∈ Com0

n+1(A), то нумерация α ⊕ β семейства A определяется

так: α⊕ β(2n) = α(n) и α⊕ β(2n + 1) = β(n), и deg(α⊕ β) является наименьшей верх-

ней гранью пары deg(α),deg(β) в R0
n+1(A). Таким образом, R0

n+1(A) является верхней

полурешеткой.

Определение 3. Верхняя полурешетка R0
n+1(A) называется полурешеткой Роджерса

класса арифметических нумераций A.

Определение 4. Нумерация α семейства A ⊆ Σ0
n+1 называется универсальной в

Com0
n+1(A), если α ∈ Com0

n+1(A) и β 6 α для всех нумераций β ∈ Com0
n+1(A).

Любое конечное семейство имеет минимальную нумерацию, сводящуюся ко всем ну-

мерациям этого семейства [1], т. е. полурешетка Роджерса R0
n+1 любого конечного се-

мейства A ∈ Σ0
n+1 имеет наименьший элемент. Для бесконечных семейств это не так.

Теорема. Для любого n если A— бесконечное Σ0
n+2– вычислимое семейство, то R0

n+2(A)

содержит бесконечно много минимальных элементов [2].

Теорема не выполняется для некоторых бесконечных семейств в. п. множеств. Вопрос

о числе минимальных элементов в полурешетке Роджерса R0
1 был поставлен Ю.Л. Ер-

шовым и остается открытым.

Определение 5. Если существует Σ0
n+2 -вычислимая нумерацияβ семейства A ⊆ Σ0

n+2,

для которой deg (β) > deg (α), где α ∈ Com0
n+2(A), и для любой степени deg (γ) из

deg (α) 6 deg (γ) 6 deg (β), следует, что либо deg (γ) = deg (α), либо deg (γ) = deg (β),

то deg (β) называется минимальным накрытием deg (α).

Теорема. Если A — бесконечное Σ0
n+2-вычислимое семейство, и α ∈ Com0

n+2(A) не

является 0′-универсальной в Com0
n+2(A), то существует бесконечно много минимальных

накрытий α (с точностью до эквивалентности) [4].

2. Минимальные элементы и минимальные накрытия в Σα

Рассмотрим вопрос о существовании минимальных элементов и минимальных на-

крытий в полурешетке Роджерса в гиперарифметической иерархии.
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Определение 6. Σα для произвольного предельного ординала α можно определять

по-разному:

• Σα =
⋃

δ<α

Σδ;

• ΣR
α = {X | X вычислимо перечислимо относительно 0(α)} [5];

• ΣK
α = {X | существует вычислимая последовательность формул ϕg(δ)(x) ∈ Σβ,

β < α, δ < α : x ∈ X ⇐⇒ N �
∨

δ<α

ϕg(δ)(x)} [6].

Определение 7. Таким образом, из определений 2, 6 получаем три варианта опреде-

ления вычислимой нумерации:

• нумерация ν Σα-вычислима, если существует вычислимая функция f , такая что

для любого n ∈ ω ϕf(n) ∈ Σβ, β < α и ν(n) = {x ∈ ω : N � ϕf(n)(x)} (ϕf(n) —

формула с геделевым номером f(n));

• нумерация ν ΣR
α-вычислима, если существует вычислимая функция f , такая что

для любого n ∈ ω ϕf(n) 0α-вычислима и ν(n) = {x ∈ ω : N � ϕf(n)(x)};

• нумерация ν ΣK
α -вычислима, если существует вычислимая функция G(n, δ), такая

что для любого n ∈ ω ϕG(n,δ) ∈ Σβ, β < α и ν(n) = {x ∈ ω : N �
∨

δ<α

ϕG(n,δ)(x)}.

Лемма 1. Пусть δ ≥ 2 — произвольный ординал, A — бесконечное Σδ-вычислимое

семейство, β — Σδ-вычислимая нумерация A. Пусть M — максимальное множество,

M = {m0 < m1 < . . . }. Возьмем A ∈ A.

βM,A(x) =




β(i), если x = mi,

A, если x ∈M.

Тогда βM,A Σδ-вычислима.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим, x ∈ βM,A ⇐⇒ (n ∈ M & x ∈ β(a0)) ∨ (n ∈ M &

& ∃i (mi = n & x ∈ β(i))), где β(a0) = A.

Случай 1. δ — предельный ординал. Поскольку M рекурсивно перечислимо, то харак-

теристическая функция M χM 0′-вычислима.

mi = n ⇐⇒ ∃x
(
χM (x) = 1 &

x∑

j=0

χM (j) = i
)
,

т. е. отношение mi = n является 0′-вычислимым.

Пусть Σδ =
⋃
l<δ

Σl. В этом случае отношение x ∈ β(i) определяется Σl-формулой для

некоторого l < δ, поэтому x ∈ βM,A также определяется Σb формулой для b < δ. По

теореме о представимости [5. § 14.4] отношение x ∈ βM,A входит в Σδ, так как определимо

формулой из Σb, b < δ.

ΣR
δ = {X | X вычислимо перечислимо относительно 0(δ)}. Поскольку βM,A(n) опре-

деляется 0(δ)-вычислимой формулой, то βM,A Σδ-вычислима.
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ΣK
δ = {X | существует вычислимая последовательность формул ϕg(b)(x) ∈ Σγ,

b < δ,γ < δ : x ∈ X ⇐⇒ N �
∨
ϕg(b)(x)}, тогда α ΣK

δ -вычислима, если существует

G(n, b) — рекурсивная функция, такая что α(n) = {x | N �
∨
b<δ

ϕG(n,b)(x)}.

x ∈ βM,A(n)⇐⇒
⇐⇒ (n ∈M & ∃ l (N � ϕG(a0,l)(x))) ∨ (n ∈M & ∃i (mi = n & ∃l(N � ϕG(i,l)(x)))⇐⇒
⇐⇒ ∃ l ∃s ((n ∈M & N � ϕG(a0,l)(x)) ∨ (n ∈M & ∃i (mi = n & N � ϕG(i,s)(x))))⇐⇒

⇐⇒ ∃s(n ∈M & N � ϕG(a0,l(s))(x)) ∨ (n ∈M & ∃i (mi = n & N � ϕG(i,r(s))(x)))).

Это формула из Σb с номером, являющимся рекурсивной функцией от n, поэтому βk

ΣK
ω-вычислима.

Случай 2. δ — непредельный ординал. Отношение x ∈ β(i) Σδ-вычислимо. Получаем,

что x ∈ βM,A(i) также Σδ-вычислимо. �

2.1. Минимальные элементы

Теорема 1. Полурешетка Роджерса любого бесконечного Σδ-вычислимого (ΣR
δ -вычис-

лимого, ΣK
δ -вычислимого) семейства содержит бесконечное число минимальных элемен-

тов.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть β — Σδ-вычислимая нумерация семейства A ⊆ Σδ. Для

данного k положим

βk(x) =




β(i), если x = mi,

β(k), если x ∈M.

По лемме 1, βk Σδ-вычислима. Докажем, что βk — минимальная нумерация. Пусть

нумерация γ семейства A сводится к βk с помощью некоторой вычислимой функции f ,

и пусть R = rng(f). Множество R ∩M бесконечно, так как A — бесконечное семейство

и βk(x) = α(k) для всех x ∈M . Таким образом, M \R — конечное множество.

Сейчас мы построим вычислимую функцию g, сводящую βk к γ. Сначала определим

значения g на конечном множестве M∪R следующим образом. Мы нумеруем множества

M и R одновременно и для любого x ∈ M ∪ R проверяем, пронумеровано ли x в M не

позже, чем в R. Если так, положим g(x) равным некоторому фиксированному γ -номеру

множества α(k), иначе положим g(x) = µy(f(y) = x), где µ — стандартный оператор ми-

нимизации. Подходящим образом определяя g на конечном множестве M \R, получаем

искомую вычислимую функцию g, поэтому βk — минимальная нумерация.

Предположим теперь, что α(k) 6= α(m), и покажем, что βk 
 βm. Допустим, что

βk(x) = βm(h(x)), x ∈ ω, для некоторой вычислимой функции h. Имеем h(β−1
k (α(k)) ⊆

⊆M из-за того, что βm(x) 6= α(k) для всех x ∈M .

Заметим, что множество M \h(β−1
k (α(k))) содержит βm-номера для любых множеств

из A, отличных от α(m) и α(k), и, таким образом, это множество бесконечно. Макси-

мальность M влечет, что в. п. подмножество h(M) множества h(β−1
k (α(k))) конечно.

По той же причине множество h−1(h(M)) \ M βk-номеров также конечно, поскольку
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M содержит бесконечное число βk-номеров множеств из A, отличных от α(k). Таким

образом, M вычислимо, потому что (h−1(h(M))) вычислимо. Противоречие.

Имеем βk 
 βm, если α(k) 6= α(m). Мы показали, что если семейство A бесконеч-

но, то оно имеет бесконечно много Σ0
n+2 -вычислимых минимальных нумераций βk, не

сводящихся друг к другу. Таким образом, теорема доказана. �

2.2. Минимальные накрытия

Определение 8. Пусть C — в. п. множество, f — вычислимая функция, такая что

range(f) = C. Определим нумерацию βC = β ◦ f .

Нам понадобится лахлановская конструкция, чтобы рассматривать отношение тео-

ретико-множественного включения вместо отношения сводимости нумераций. Доказа-

тельство может быть найдено в [4].

Лемма 2. Для любой пары A, B в. п. множеств и для любой пары нумераций α, β

имеем:

1) следующие утверждения эквивалентны:

a) βA 6 βB ;

b) существует частично рекурсивная функция ϕ, удовлетворяющая dom(ϕ) ⊇ A,

ϕ(A) ⊆ B, и для любых x ∈ A β(x) = β(ϕ(x));

c) существует в. п. отношение эквивалентности η, такое что

∀x, y ((x, y) ∈ η & x 6= y ⇒ x, y ∈ A ∪B),

∀x, y ((x, y) ∈ η⇒ β(x) = β(y)),

∀x ∈ A∃y ∈ B((x, y) ∈ η);

2) если A ⊆ B, то βA 6 βB ;

3) если βA 6 βB , то βB ≡ βA∪B ;

4) если α 6 β, то α = βC для некоторого в. п. множества C;

5) если α 6 β и α ≡ βC для некоторого в. п. множества C, то для любой γ, такой что

α 6 γ 6 β, существует в. п. множество D с C ⊆ D и γ ≡ βD;

6) βA∪B ≡ βA ⊕ βB;

7) пусть U — произвольное множество; если γ 6U β с помощью некоторой U-вычис-

лимой функции f , то γ 6U βC , для любого в. п. множества C, такого что C ⊆
⊆ range(f).

8) если для некоторого a ∈ B, β[A] = {β(a)}, то βA∪B ≡ βB ;

9) если A — конечное множество и β[A] ⊆ β[B], то βA∪B ≡ βB .

Теорема 2. Пусть A — бесконечное Σδ-вычислимое (ΣR
δ -вычислимое, ΣK

δ -вычислимое)

семейство, α ∈ Comδ(A) (α ∈ ComR
δ (A), α ∈ ComK

δ (A)) не является 0′-универсальной

в Comδ(A) (ComR
δ (A), ComK

δ (A)), тогда существует бесконечно много минимальных

накрытий α.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПустьA— бесконечное Σδ-вычислимое семейство, и пусть α,β ∈
∈ Com0

δ(A) — нумерации, такие что β 
0′ α.
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Пусть M — максимальное множество, и пусть M ′ ⇌ {2x+1 | x ∈M}. Для любого A ∈
∈ A, рассмотримминимальную нумерациюβM,A , построенную выше. Полемме 1, βM,A ∈
∈ Comδ(A). Проверим сейчас, что нумерации α⊕βM,A, A ∈ A, являются минимальными

накрытиями β и что α⊕ βM,A 
 α⊕ βM,B , если A 6= B.

Так как βM,A ≡0′ β, следовательно, α < α⊕ βM,A, иначе мы получим противоречие

с β 
0′ α. Пусть γ ∈ Com0
ω(A) — любая такая нумерация, что α 6 γ 6 α ⊕ βM,A.

Если C1 обозначает множество всех четных чисел, то α ≡ (α⊕βM,A)C1 . По лемме 2 (5),

γ ≡ (α⊕ βM,A)C2 для некоторого в. п. множества C2 ⊇ C1.

По построению нумерации βM,A, имеем (α ⊕ βM,A)(x) = A для всех x ∈ M ′. Таким

образом, применяя при необходимости лемму 2 (8), мы можем предполагать, что C2 ⊇
⊇M ′. По лемме 2 (6),

γ ≡ (α⊕ βM,A)C1 ⊕ (α⊕ βM,A)C2\C1
.

Если (α⊕βM,A)[C2\C1] — конечное семейство, то (C2\C1)\M ′ — конечное семейство,

так как M — максимальное множество. Применяя лемму 2 (8, 9), имеем (α⊕βM,A)C1 ≡
≡ (α ⊕ βM,A)C2 , и, следовательно, γ ≡ α. Если (α ⊕ βM,A)[C2 \ C1] — бесконечное се-

мейство, тогда из-за максимальности M C2 — множество с конечным дополнением, и

отсюда, по лемме 2 (9), γ ≡ α ⊕ βM,A. Таким образом, для любого A ∈ A, нумерация

α⊕ βM,A — минимальное накрытие α.

Остается показать, что α⊕ βM,A 
 α⊕ βM,B , если A 6= B. Докажем от противного.

Предположим, что A 6= B и α⊕ βM,A 6 α⊕ βM,B. Тогда βM,A 6 α⊕ βM,B. По лемме 2

(4), βM,A ≡ (α ⊕ βM,B)D для некоторого в. п. множества D. Пусть D1 и D2 состоят из

четных членов D и нечетных членов D соответственно. По лемме 2 (6),

βM,A ≡ (α⊕ βM,B)D1 ⊕ (α⊕ βM,B)D2 .

В точности те же аргументы, которые мы использовали для множества C2 выше,

могут быть применены к множеству D2, т. е. мы можем полагать, что M ′ ⊆ D2. Если

семейство (α⊕βM,B)[D2 \M ′] конечно, то множество D2 \M ′ конечно. Тогда, по лемме 2

(8, 9), (α⊕βM,B)D ≡ (α⊕βM,B)D1 . Таким образом, βM,A ≡ αD′ , где D′ = {x | 2x ∈ D1}.
Отсюда βM,A 6 α. Так как βM,A ≡0′ β, получаем противоречие с β 
0′ α.

Если семейство (α⊕βM,B)[D2 \M ′] бесконечно, то из максимальности M множество

D2 имеет конечное дополнение по отношению к множеству всех нечетных чисел. Тогда

лемма 2 (6, 9) влечет, что

βM,A ≡ (α⊕ βM,B)D ≡ αD′ ⊕ βM,B.

Это противоречит тому, что βM,B 
 βM,A.

Таким образом, α⊕ βM,A 
 α⊕ βM,B если A 6= B. �

В случае предельного ординала можно смягчить условие о не 0′-универсальности α,

заменив его на условие неуниверсальности α.

Теорема 3. Пусть A — бесконечное Σω-вычислимое семейство, α ∈ Comω(A) не явля-

ется универсальной в Comω(A), тогда существует минимальное накрытие α.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть M — максимальное множество, M = {m0 < m1 < . . . },
M ′ = { 2x + 1 | x ∈M }, A,B ⊆ A.

βA,B(x) =





A, если x ∈M,

B, если x = mi и α(ϕi(mi)) ↓= A,

A, если x = mi и α(ϕi(mi)) ↓6= A,

A, если x = mi и ϕi(mi) ↑ .

По построению, βA,B 
 α. Тогда α ⊕ βA,B > α. βA,B Σω-вычислима. Действительно,

α(ϕi(mi)) = A ⇐⇒ ∀y(ϕf(ϕi(mi))(y) ↔ y ∈ A), α(ϕi(mi)) 6= A ⇐⇒ ∃y¬(ϕf(ϕi(mi))(y) ↔
↔ y ∈ A), ϕi(mi) ↑ вычисляется с оракулом 0′, т. е. это арифметические формулы, поэто-

му n ∈ βA,B(x) представляется дизъюнкцией условий, являющихся арифметическими

формулами. Докажем, что α⊕ βA,B — минимальное накрытие α.

Пусть γ ∈ Com0
ω(A) — любая такая нумерация, что α 6 γ 6 α ⊕ βA,B . Если C1

обозначает множество всех четных чисел, то α ≡ (α ⊕ βM,A)C1 . По лемме 2 (5), γ ≡
≡ (α⊕ βA,B)C2 для некоторого в. п. множества C2 ⊇ C1.

По построению нумерации βA,B, имеем (α ⊕ βA,B)(x) = A для всех x ∈ M ′. Таким

образом, применяя при необходимости лемму 2 (8), мы можем предполагать, что C2 ⊇
⊇M ′. По лемме 2 (6),

γ ≡ (α⊕ βA,B)C1 ⊕ (α⊕ βA,B)C2\C1
.

Если (α ⊕ βA,B)[C2 \ C1] — бесконечное семейство, тогда из-за максимальности M

C2 — множество с конечным дополнением, и отсюда, по лемме 2 (9), γ ≡ α⊕ βA,B.

Если (α⊕βA,B)[C2\C1] — конечное семейство, то (C2\C1)\M ′ может быть конечным

или бесконечным. Если оно бесконечно, то из максимальности M C2 — множество с ко-

нечным дополнением, и далее, как выше. Если оно конечно, то, применяя лемму 2 (8, 9),

имеем (α⊕βA,B)C1 ≡ (α⊕βA,B)C2 , и, следовательно, γ ≡ α. Таким образом, для любых

A,B ∈ A нумерация α⊕ βA,B — минимальное накрытие α. �
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