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О СХОДИМОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВРЕМЕНИ ПРЕБЫВАНИЯ

СЛУЧАЙНОГО БЛУЖДАНИЯ НА ПОЛУОСИ∗

Приводится обобщение известного закона арксинуса для распределения времени пребывания
случайного блуждания на полуоси. Кроме того, в условиях Краме́ра найдено асимптотическое
представление производящей функции времени пребывания выше растущего уровня при нали-
чии отрицательного сноса блуждания.
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Рассматривается последовательность независимых одинаково распределенных слу-

чайных величин {Xn, n ≥ 1}, имеющих невырожденное распределение, и пусть Sn =

= X1 + . . . + Xn, n ≥ 1. Для произвольного b ≥ 0 введем

Tn(b) =

n∑

k=1

I{Sk>b} ,

где IA(ω) = 1, если ω ∈ A, и IA(ω) = 0 в противном случае. Таким образом, Tn(b)

есть время пребывания случайного блуждания во множестве (b,∞) на общем интервале

времени [1, . . . , n], т. е. число точек k, 1 ≤ k ≤ n, таких, что Sk > b.

Мы будем изучать предельное поведение распределения случайной величины Tn(b)

при n→∞, в том числе при условии, что b = b(n).

1. Случайное блуждание без сноса

Хорошо известен следующий классический результат (закон арксинуса) [1].

Теорема 1. Если распределение X1 симметрично или если EX1 = 0, EX2
1 <∞, то для

любого 0 < x < 1 при b = 0

P

(
Tn(b)

n
< x

)
→ 2

π
arcsin

√
x, n→∞. (1)

Покажем, что эта теорема допускает следующее обобщение. Мы будем предполагать

теперь, что b = b(n).

Теорема 2. Пусть EX1 = 0, EX2
1 < ∞ и b = b(n) = o(

√
n). Тогда утверждение (1)

сохраняется в силе. Если 0 ≤ b(n) ≤ C = const, то (1) выполняется для симметричного

случайного блуждания без дополнительных моментных ограничений.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно, что Tn(b) ≤ Tn(0) п. н. при b ≥ 0. Поэтому в условиях

теоремы 1

lim inf P
(Tn(b)

n
< x

)
≥ lim inf P

(Tn(0)

n
< x

)
=

2

π
arcsin

√
x .

Далее введем момент первого достижения уровня b(n)

Nn = min { 1 ≤ k ≤ n : Sk ≥ b(n) }

и положим Nn =∞, если Sk < b(n) для всех k = 1, . . . , n. Для всякого 0 < ε < 1 имеем

P
(Tn(b)

n
< x

)
≤
∑

k≤nε

P
(Tn(b)

n
< x,Nn = k

)
+

∑

nε<k≤n

P
(Tn(b)

n
< x,Nn = k

)
+

+ P
(
Nn =∞

)
≤
∑

k≤nε

P
(Tn(b)

n
< x,Nn = k

)
+ P(Nn > nε) = P1 + P2 .

Пусть Mn = min { 1 ≤ k ≤ n : Sk ≥ C } и Mn = ∞, если Sk < C при всех k.

Если b(n) ≤ C, то Nn ≤ Mn и P2 → 0 при n → ∞, поскольку в условиях теоремы 2

Mn →M <∞ п. н.

Пусть теперь EX1 = 0, σ2 = EX2
1 <∞ и b = b(n) = o(

√
n). Положим St = max

1≤k≤t
Sk

и воспользуемся следующим соотношением [2]:

lim
n→∞

P
(
Sn < σ

√
nx
)

=

√
2

π

x∫

0

e−
u2

2 du, x ≥ 0.

Для P2 имеем

P2 = P (Nn > nε) = P
(
Snε < b(n)

)
= P

(
Snε

σ
√

nε
<

b(n)

σ
√

nε

)
=

=

√
2

π

b(n)

σ
√

nε∫

0

e−
u2

2 du + o(1)→ 0

при n→∞.

Для оценки P1 мы уже не будем различать случаи b(n) ≤ C и b(n)→∞. Рассмотрим

новое случайное блуждание {Sk,m,m ≥ 1}, которое начинается в точке (k, Sk), где Sk,m =

= Xk+1 + Xk+2 + . . . + Xk+m. Пусть T ∗
n(t) — время, проведенное этим блужданием выше

некоторого уровня t ≥ 0 в течение первых n шагов. Тогда, очевидно, T ∗
n−k(0) ≤ Tn(b)

п. н. на событии {Nn = k < n}, и поэтому

P1 =
∑

k≤nε

P

(
Tn(b)

n
< x,Nn = k

)
≤
∑

k≤nε

P

(
T ∗

n−k(0)

n
< x,Nn = k

)
.

В силу независимости событий
{T ∗

n−k(0)

n
< x

}
и
{
Nn = k

}
имеем

∑

k≤nε

P
(T ∗

n−k(0)

n
< x,Nn = k

)
≤ max

1≤k≤nε
P
(T ∗

n−k(0)

n
< x

)
P
(
Nn ≤ nε

)
=
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= P
(T ∗

n−nε(0)

n
< x

)
P
(
Nn ≤ nε

)
= P

(T ∗
n−nε(0)

n− nε
<

x

1− ε
)

P
(
Nn ≤ nε

)
→

→ 2

π
arcsin

√
x

1− ε , n→∞, 0 < x < 1− ε .

Здесь мы воспользовались уже доказанным соотношением P (Nn ≤ nε)→ 1 и тем фак-

том, что случайное блуждание {Sk,m,m ≥ 1} является вероятностной копией исходного

блуждания и для него также справедлив закон арксинуса. Теперь, устремляя ε к нулю,

получаем

lim supP

(
Tn(b)

n
< x

)
≤ 2

π
arcsin

√
x ,

что и завершает доказательство теоремы 2.

2. Случайное блуждание с отрицательным сносом

Здесь мы рассмотрим случайное блуждание с отрицательным сносом. В этом случае

Tn(b) → T∞(b) < ∞ п. н. при n → ∞ для каждого фиксированного b ≥ 0. Возникает

вопрос о нахождении распределения случайной величины T∞(b), т. е. времени пребыва-

ния всей траектории блуждания выше уровня b. Мы приведем ниже представление для

производящей функции искомого распределения, которое включает достаточно просто

устроенную главную часть и остаточный член. При больших значениях b последний яв-

ляется экспоненциально малым по сравнению с главной частью. На распределение X1

при этом накладывается условие Краме́ра.

Отправной точкой наших исследований служит полученная в [3] теорема об асимпто-

тике производящей функции распределения времени пребывания, поэтому мы приведем

формулировку этого результата.

Напомним необходимые обозначения из [3]. Пусть ϕ(λ) = EeλX1 . Мы будем исполь-

зовать положительную компоненту R+(z,λ) факторизации

1− zϕ(λ) = R+(z,λ)R−(z,λ), |z| < 1, Re λ = 0, (2)

в которой

R+(z,λ) = exp
{
−

∞∑

n=1

zn

n
E (exp{λSn};Sn > 0 )

}
,

R−(z,λ) = exp
{
−

∞∑

n=1

zn

n
E (exp{λSn};Sn ≤ 0 )

}
.

Известны и другие представления для компонент факторизации [4].

Везде в дальнейшем мы будем предполагать выполненными следующие условия.

A1. Распределение X1 содержит абсолютно непрерывную компоненту.

A2. EX1 < 0, 1 < ϕ(β) <∞ при некотором β > 0.

Условие A2 обеспечивает выполнение факторизационного тождества (2) в полосе

0 ≤ Reλ ≤ β. Кроме того, из условия A2 следует, что в интервале (0,β) функция ϕ(λ)

достигает своего минимума в некоторой точке q0. При 1/ϕ(β) ≤ z < 1/ϕ(q0) уравнение

1− zϕ(λ) = 0 имеет решение λ(z) ∈ (q0,β]. Обозначим q = λ(1),

V (z, s) = − R+(s, 0)R+(z,λ(s))

λ(s)R′
+(s,λ(s))R+(z, 0)

,
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и пусть

Lδ = {s : |s| < 1, |s − 1| < δ}.

Следующий результат получен в [3] (здесь число b от n не зависит).

Теорема 3. Пусть выполнены условия A1, A2. Тогда существуют δ > 0 и ε > 0 такие,

что при |sv| < 1, s ∈ Lδ имеет место представление

1 +

∞∑

n=1

sn EvTn(b) =
1

1− s

{
1− V (sv, s) e−λ(s)b − (v − 1)R+(s, 0)

R+(sv, 0)
ψsv,s(b)

}
,

где равномерно по множеству |z| < 1, s ∈ Lδ

|ψz,s(b)| ≤ Ce−(q+ε)b.

Здесь и далее буквой C обозначаются константы, возможно, различные.

Приведенная теорема позволяет получить следующий результат.

Теорема 4. Пусть выполнены условия A1, A2. Тогда существует ε > 0 такое, что при

0 ≤ v ≤ 1

lim
n→∞

EvTn(b) = EvT∞(b) = 1− R+(v, q)e−qb

R+(v, 0)
+ (v − 1)rb(v),

где

|rb(v)| ≤ Ce−(q+ε)b.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что выполнены условия теоремы 3. Используя

установленные в [5] свойства функций R+(z,λ) и λ(s), получаем для каждого фиксиро-

ванного b при s→ 1
R+(sv,λ(s))

R+(sv, 0)
=

R+(v, q)

R+(v, 0)
(1 + o(1)),

− R+(s, 0)

λ(s)R′
+(s,λ(s))

= 1 + o(1), e−λ(s)b = e−qb(1 + o(1)),

поэтому

V (sv, s) e−λ(s)b =
R+(v, q)e−qb

R+(v, 0)
(1 + o(1)).

Для оценивания остаточного члена заметим, что в наших условиях величина R+(sv,0)

отделена от нуля (напомним, что единственным нулем положительной компоненты

R+(1,λ) является число λ = λ(1) = q > 0). Поэтому равномерно по |sv| < 1, s ∈ Lδ

∣∣∣∣
R+(s, 0)

R+(sv, 0)
ψsv,s(b)

∣∣∣∣ ≤ Ce−(q+ε)b.

Таким образом, для всякого |v| ≤ 1 при s→ 1

1 +

∞∑

n=1

sn EvTn(b) =
1

1− s

{(
1− R+(v, q)e−qb

R+(v, 0)
+ (v − 1)rb(v)

)
(1 + o(1))

}
,

где обозначено

rb(v) = lim
s→1

R+(s, 0)

R+(sv, 0)
ψsv,s(b) .
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При 0 ≤ v ≤ 1 последовательность EvTn(b) является монотонной по n, поэтому в силу

известной тауберовой теоремы [6]

lim
n→∞

EvTn(b) = EvT∞(b) = 1− R+(v, q)e−qb

R+(v, 0)
+ (v − 1)rb(v).

Теорема доказана. �

В [3] отмечалось, что ψsv,s(b) ≡ 0, если P(X1 > t) = ce−αt, t > 0. Имеем также в

этом случае rb(v) ≡ 0 и

R+(v,λ) =
λ− λ(v)

λ− α .

Автор благодарен рецензенту за внимательное прочтение работы и ряд полезных

замечаний.
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