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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ФУНКЦИОНАЛОВ

НА ПЕРЕХОДАХ ЦЕПИ МАРКОВА

Найдены распределения функционалов, заданных на переходах цепи Маркова.
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Введение

Пусть κ = {κ(n);n = 0, 1, . . .} — однородная цепь Маркова с множеством состояний

D = {1, 2, . . . , N}. Для произвольного подмножества B ⊂ D2 рассмотрим случайное

множество

TB = {n : (κ(n − 1),κ(n)) ∈ B}
⋃
{0}

и определяемые им функционалы

m(B,n)= Card
{

TB ∩ [1, n]
}
, q(B,n) = max

{
TB ∩ [0, n]

}
,

r (B,n) = inf
{

TB ∩ [n + 1,∞)
}

(inf{∅} =∞),

где Card(A) — число элементов множества A. Обозначим s(B) = r(B, 0), так что

s(B) = inf
{

TB ∩ [1,∞)
}
.

Варьируя множество B, можно с помощью этих функционалов получить широкий

класс функционалов для цепей. Некоторые из этих функционалов достаточно нагляд-

ны. Так, если C — произвольное непустое подмножество из D, то s(D × C) — первый

положительный момент достижения цепью κ множества C; s
(
(D\C) × C

)
— момент

первого вхождения цепи в множество C; m
(
D × C,n

)
— время пребывания κ в мно-

жестве C за промежуток [ 1, n ]; m
(
(D\C) × C,n

)
— число вхождений в C цепи κ за

промежуток времени [ 1, n ]; на множестве {s(D × C) 6 n} функционал q(D × C,n) —

момент последнего (на промежутке [ 1, n ]) пребывания цепи κ в C; аналогично на мно-

жестве
{
s
(
(D\C)×C

)
6 n

}
q((D\C)×C,n) — последний на промежутке [1, n ] момент

вхождения κ в множество C.

Многие из указанных функционалов достаточно полно исследованы. Так, в работе

[1] доказана локальная предельная теорема для вектора, координаты которого являются

числами попаданий цепи в отдельные состояния за n шагов; интегральная предельная

теорема для этого вектора доказана в [1; 2]. Обобщения этих результатов для процессов,

определенных на цепи Маркова, содержатся в работах [3–8]. В [9] комбинаторными ме-

тодами найден точный закон распределения матрицы, составленной из чисел переходов
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в цепи за n шагов (т. е. из чисел m({i}×{j}, n)), и установлена его асимптотическая нор-

мальность. В работе [10] рассматривается число серий i-го состояния двузначной цепи

(этот функционал просто выражается через m((D\{i})×{i}, n)) и находится точный за-

кон распределения этого функционала. В работе [11] для двузначных цепей описываются

распределения числа появлений некоторого состояния и числа серий этого состояния.

Исчерпывающие сведения о функционалах m(D × {i}, n), q(D × {i}, n), r(D × {i}, n)

приведены в [7; 8; 12].

В теоремах 1, 2 устанавливаются условия конечности величины s(B) и находятся ее

факториальные моменты (при условии конечности s(B)). В теореме 3 приводится преоб-

разование над распределением случайного вектора
(
m(B,n), q(B,n), r(B,n),κ(q(B,n)),

κ(r(B,n))
)
. Обращение этого преобразования позволяет найти для правильных цепей

(все существенные состояния которых непериодичны) предельные распределения функ-

ционалов r(B,n) и q(B,n).

В теореме 7 устанавливается предельное распределение функционала m(B,n), когда

начальное состояние κ(0) цепи является несущественным состоянием. Для этого пред-

варительно в теоремах 5, 6 исследуется предельное поведение дисперсии этого функци-

онала.

Результаты данной работы частично анонсированы в [13].

1. Вспомогательные результаты и обозначения

Рассмотрим однородную марковскую последовательность случайных векторов V =

= {V (n),σ(n); n = 0, 1, . . .}, управляемую однородной цепью Маркова σ = {σ(n); n =

= 0, 1, . . .} с конечным числом состояний D0 = {1, 2, . . . , N +1}. Координата V (n) прини-

мает значения из Z+ ∪{∞} (Z+ — множество неотрицательных целых чисел), V (0) = 0.

Для любого борелевского множества B ⊂ [0,∞] предполагается выполненным условие:

P
(
V (n + 1) ∈ B, σ(n + 1) = j/V (n) = x, σ(n) = i

)
=

= P
(
V (1) + x ∈ B, σ(1) = j/σ(0) = i

)
, x ∈ Z+; i ∈ D, j ∈ D0 .

Состояние (∞, N + 1) для последовательности V будем считать поглощающим, при-

чем поглощение предполагается одновременным по двум координатам. Положим

ϕ(ρ) =
∥∥E(ρV (1);σ(1) = j/σ(0) = i)

∥∥
i,j=1,N

,

ϕ̃(ρ) =
∥∥E(ρV (1);σ(1) = j/σ(0) = i)

∥∥j=1,N+1

i=1,N
,

считая ρ∞ = 0 при 0 < ρ < 1 и 1∞ = 1, и рассмотрим функционал

t(k) = inf {n > 0 : V (n) > k }, k > 1 .

Обозначим δij, i, j ∈ {1, . . . , N + 1} — символ Кронекера, I = ‖δij‖i,j=1,N — единичная

матрица порядка N . Для произвольного множества M положим δM(x) = 1 при x ∈ M

и δM (x) = 0 при x /∈ M . Для S ⊂ (D0)
2 обозначим Sc — дополнение S до (D0)

2; также

для произвольной прямоугольной матрицы A(·) = ‖aij(·)‖j=1,l

i=1,k
, k, l ∈ {1, 2, · · · , N +1}
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положим A(S, ·) = ‖aij(·)δS(i, j)‖j=1,l

i=1,k
, [A(·)]ij = aij(·), i = 1, k, j = 1, l, |A(·)| =

= sup
16i6k

l∑
j=1
|aij(·)|. Для произвольной матрицы C(·) = ‖cij(·)‖i,j=1,k, k ∈ 1, N , также

обозначим C∗(·) = ‖δij

k∑
l=1

cil(·)‖i,j=1,k .

Аналогично лемме 1 из работы [14] устанавливается следующая лемма.

Лемма 1. Пусть |ϕ(ρ)| < 1 при 0 < ρ < 1, что эквивалентно P (V (1) = 0/σ(0) = j) < 1,

j = 1, N . Тогда при 0 < γ < 1, 0 < z < 1, 0 < µ2 6 1, 0 < γµ1µ2 6 1; i, j ∈ 1, N ,

r ∈ 1, N +1

(1− γ)γ−1
∞∑

k=1

γkE(zt(k)−1µ
V (t(k)−1)
1 µ

V (t(k))
2 ); t(k) <∞, σ(t(k)− 1) = j,

σ(t(k)) = r/σ(0) = i) = [
(
I − zϕ(µ1γµ2)

)−1
]ij [ϕ̃(µ2)− ϕ̃(γµ2)]jr .

2. Функционалы на переходах цепи Маркова

Пусть, как и во введении, κ = {κ(n); n = 0, 1, . . .} — однородная цепь Маркова с

множеством состояний D = {1, 2, . . . , N} и матрицей перехода P; TB = {n :
(
κ(n−1),

κ(n)
)
∈ B}∪{0}, B ⊂ D2. До конца работы будем придерживаться обозначений Pi(·) =

= P (·/κ(0) = i), Ei(·) = E(·/κ(0) = i).

Для изучения функционалов, определенных во введении, рассмотрим последователь-

ность моментов TB(0) = 0, TB(k) = inf {TB ∩ (TB(k−1),∞)}, k > 1, и процесс VB =

= {TB(n),κ(TB(n)); n = 0, 1, . . . }, где κ(∞) = N +1. Процесс VB является однородным

по времени, аддитивным по первой компоненте двумерным марковским процессом с

поглощающим состоянием (∞, N + 1). Обозначим матрицу эволюции процесса VB через

ϕB(ρ) =
∥∥E(ρTB(1); κ(TB(1)) = j/κ(TB(0)) = i)

∥∥
i,j=1,N

(1)

и положим

ϕ̃B(ρ) =
∥∥E(ρTB(1); κ(TB(1)) = j/κ(TB(0)) = i)

∥∥j=1,N+1

i=1,N
.

При 0 < ρ < 1 матрица ϕB(ρ) имеет представление

ϕB(ρ) = ρ
(
I − ρP(Bc)

)−1P(B), (2)

вытекающее из равенства ϕB(ρ) = ρP(B) + ρP(Bc)ϕB(ρ).

1. Рассмотрим определенный во введении функционал s(B) = inf {n > 1 : (κ(n−1),

κ(n)) ∈ B }. Распределение s(B) может быть легко получено. Действительно, из соот-

ношения (2), в силу равенства s(B) = TB(1), следует

Pi

(
s(B) = n, κ(s(B)) = j

)
=
[(
P(Bc)

)n−1P(B)
]
ij

при n > 1; i, j = 1, N .

Отсюда, в частности, вытекает

Pi

(
s(B) =∞

)
= lim

n→∞

[
{(P(Bc))n}∗

]
ii

. (3)
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Выясним условия, которым должна удовлетворять пара (i, B), чтобы величина s(B)

была Pi-п. н. конечной и найдем при этих условиях ее факториальные моменты. Для

этого наряду с (3) воспользуемся вытекающим из (2) равенством

Ei

(
ρs(B); s(B) <∞

)
= ρ

[
{
(
I − ρP(Bc)

)−1P(B)}∗
]
ii

(4)

при 0 < ρ < 1, i = 1, N . Также нам понадобится следующее свойство неотрицательных

матриц (матриц с неотрицательными элементами).

Лемма 2. Уменьшение хотя бы одного элемента неотрицательной неразложимой мат-

рицы, не выводящее из класса неотрицательных матриц, влечет уменьшение спектраль-

ного радиуса этой матрицы.

Доказательство леммы может быть получено из следующего утверждения (см. [15.

Гл. 13, § 3]): при увеличении хотя бы одного элемента неотрицательной матрицы спек-

тральный радиус не убывает, он строго возрастает, если преобразуемая матрица до-

полнительно неразложима. Действительно, пусть C — неотрицательная матрица, полу-

ченная из неразложимой матрицы D уменьшением ее некоторых элементов. Матрицы

C + 1
2(D−C) и D = C + (D−C) не отличаются расположением их нулевых элементов.

Поэтому наряду с матрицей D матрица C + 1
2(D − C) также неразложима. Тогда, при-

меняя первую часть вышеупомянутого утверждения к матрицам C и C + 1
2 (D − C), а

вторую — к матрицам C + 1
2(D − C) и D, получим требуемое свойство.

Пусть i — существенное состояние цепи κ, и S(i) — класс существенных сообщающих-

ся состояний цепи, содержащий i. Очевидно, что подматрица матрицы P, соответствую-

щая переходам внутри класса S(i), является неразложимой стохастической матрицей.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть i — существенное состояние цепи κ. Тогда для конечности Pi-п. н.

величины s(B) необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие: P(B
⋂

S2(i)) 6= O

(O — нулевая матрица порядка N). Если величина s(B) Pi-п. н. конечна, то

Ei

( k∏

n=0

(s(B)− n)
)

= (k + 1)!

[{(
I − P(Bc

⋂
S2(i))

)−(k+1)(
P(Bc

⋂
S2(i))

)k}∗
]

ii

при k > 0 (O0 = I).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что P
(
B
⋂

S2(i)
)
6= O. Тогда из леммы 2 следует,

что спектральный радиус матрицы P
(
Bc ∩S2(i)

)
меньше 1. В силу (3) отсюда получим

(i — существенное состояние)

Pi

(
s(B) =∞

)
= lim

n→∞

[
{(P(Bc ∩ S2(i)))n}∗

]
ii

= 0 .

Необходимость условия P
(
B ∩ S2(i)

)
6= O для конечности Pi-п. н. величины s(B) оче-

видна, поскольку из существенного состояния любого класса возможен переход толь-

ко в состояния этого же класса. По этой же причине множества {s(B) < ∞}, {s
(
B ∪

∪ (S2(i))c
)
<∞} Pi-п. н. совпадают, а величины s(B), s

(
B ∪ (S2(i))c

)
на этих множествах

Pi-п. н. равны между собой. Поэтому, в силу (4), имеем

Ei (ρ
s(B); s(B) <∞) = ρ

[
{
(
I − ρP(Bc ∩ S2(i))

)−1P
(
B ∪ (S2(i))c

)
}∗
]
ii
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при 0 < ρ < 1. Дифференцируя (k + 1) раз обе части последнего равенства и переходя

в полученном соотношении к пределу при ρ ↑ 1, нетрудно получить справедливость

второго утверждения теоремы.

Отметим, что первые два момента случайной величины s(B), B = D × i0, i0∈D

получены в [7; 8].

Замечание 1. Если в условии теоремы 1 матрица P
(
Bc
⋂

S2(i)
)

нильпотентна и n0 — ее

индекс нильпотентности (n0 = min{k > 0 :
(
P
(
Bc
⋂

S2(i)
))k

= O}), то при k > n0 момен-

ты Ei

(
s(B)

)k
представляются в виде линейных комбинаций моментов Ei

(
s(B)

)n
, n 6 n0

(причем коэффициенты этих линейных комбинаций зависят только от n0 и k). Это свя-

зано с тем, что (см. соотношение, предшествующее (3)) для существенного состояния i

выполняется Pi

(
s(B) = n,κ(s(B)) = j

)
=
[(
P(Bc

⋂
S2(i))

)n−1P(B)
]
ij

= 0, j = 1, N при

n > n0, и, следовательно, Pi-п. н. s(B) 6 n0.

Для формулировки условий, обеспечивающих Pi-п. н. конечность величины s(B) в

случае, когда i — несущественное состояние, определим для произвольного непустого

подмножества состояний A ⊂ D p(i, A) = Pi {κ(n) ∈ A при некотором n > 0 } — веро-

ятность достижения множества A из состояния i, и будем говорить, что множество A

достижимо из i, если p(i, A) > 0. Проверка достижимости или недостижимости множе-

ства A из состояния i достаточно просто осуществляется c помощью ориентированного

графа, соответствующего матрице перехода P. Пусть S1, S2 . . . Sd, d > 1 — все классы

существенных сообщающихся состояний цепи κ. Для нахождения численных значений

вероятностей p(i, Sm) обозначим через H множество несущественных состояний цепи κ

и заметим, что (i ∈ H)

p(i, Sm) = Pi{∃n > 0 :
(
κ(n − 1),κ(n)

)
∈ H × Sm} = Pi{s(H × Sm) <∞}.

Поскольку цепь, покинув класс H, никогда в него не возвратится, то в силу (4)

несложно получить, что

Ei

(
ρs(H×Sm); s(H × Sm)<∞

)
= ρ

[
{
(
I − ρP(H2)

)−1P(H × Sm)}∗
]
ii
,

и, следовательно,

p(i, Sm) =
[
{
(
I − P(H2)

)−1P(H × Sm)}∗
]
ii
.

Обозначим Gi = {Sm, 1 ≤ m ≤ d : p(i, Sm) > 0}. Множество Gi не пустое. Последова-

тельность состояний (j0, j1 . . . jn), n ≥ 1 будем называть цепочкой, если все вероятности

переходов pjm−1,jm, m = 1, n положительны, и простой цепочкой, если дополнительно

все входящие в нее состояния различны. Будем говорить, что цепочка (j0, j1 . . . jn), n > 1

соединяет несущественное состояние i с классом Sm, если j0 = i, jn−1 ∈ H, jn ∈ Sm. Обо-

значим n(i, Sm) — число простых цепочек, соединяющих состояние i с классом Sm. Каж-

дой простой цепочке (j0, j1 . . . jn) поставим во взаимнооднозначное соответствие множе-

ство {(j0, j1), . . . (jn−1, jn)}, которое назовем множеством переходов, соответствующим

заданной простой цепочке. Нумеруя произвольным образом числами 1, 2, . . . , n(i, Sm)

простые цепочки, соединяющие i с Sm ∈ Gi, обозначим соответствующие им множества

переходов через D1(i, Sm), . . ., Dn(i,Sm)(i, Sm).
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Теорема 2. Пусть i — несущественное состояние цепи κ. Тогда для конечности Pi-п. н.

величины s(B) необходимо и достаточно, чтобы для любого класса Sm ∈ Gi выполнялось

либо неравенство P
(
B ∩ (Sm)2

)
6= O, либо система соотношений B ∩ Dr(i, Sm) 6= ∅,

r = 1, n(i, Sm). Если величина s(B) Pi-п. н. конечна, то

Ei

( k∏

n=0

(
s(B)− n

))
= (k + 1) !

[{(
I − P

(
(B′)c

))−(k+1) (P
(
(B′)c

))k}∗]
ii

при k > 0, где B′ = B ∪
( ⋃
m: Sm /∈Gi

(Sm)2
)
∪
( ⋃

m: Sm∈Gi,
P(B

⋂
(Sm)2)=O

(Sm)2
)
.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для доказательства необходимости предположим, что найдет-

ся класс Sm ∈ Gi, для которого P
(
B
⋂

(Sm)2
)

= O и B
⋂

Dr(i, Sm) = ∅ для некоторого

r ∈ 1, n(i, Sm). Пусть (i, j1 . . . jn) — цепочка, отвечающая множеству переходов Dr(i, Sm).

Но тогда

Pi{s(B) =∞} ≥ Pi{κ(1) = j1, . . . ,κ(n) = jn} = pi,j1

n−1∏

l=1

pjljl+1
> 0 .

Для доказательства достаточности рассмотрим B′ — пополнение множества B элемен-

тами тех множеств (Sm)2 (1 ≤ m ≤ d), для которых либо Sm /∈ Gi, либо одновременно

Sm ∈ Gi, P
(
B ∩ (Sm)2

)
= O. Нетрудно видеть, что множества {s(B) <∞}, {s(B′) <∞}

Pi-п. н. совпадают, а величины s(B), s(B′) на этих множествах Pi-п. н. равны между

собой. Поэтому в силу (4) имеем

Ei

(
ρs(B); s(B) <∞

)
= ρ

[{(
I − ρP

(
(B′)c

))−1P(B′)
}∗]

ii
.

Из строения множества B′ вытекает, что спектральный радиус матрицы P
(
(B′)c

)

меньше 1. Поэтому, переходя в обеих частях последнего равенства к пределу при ρ ↑ 1,

получим Pi-п. н. конечность величины s(B). С помощью последнего равенства несложно

доказывается справедливость второго утверждения теоремы 2.

Применение теорем 1 и 2 позволяет находить необходимые и достаточные условия Pi-

п. н. конечности величины s(B) для всех состояний i из любого подмножества множества

D. Отсюда, в частности, можно получить (как, впрочем, и из соотношений (3), (4))

справедливость следующего утверждения.

Следствие 1. Для конечности Pi-п. н., i = 1, N величины s(B) необходимо и достаточ-

но, чтобы спектральный радиус матрицы P(Bc) был меньше 1 или, что эквивалентно,

для всех классов существенных сообщающихся состояний Sm цепи выполнялись нера-

венства P
(
B
⋂

(Sm)2
)
6= O. Если величина s(B) Pi-п. н., i = 1, N конечна, то при k > 0,

i ∈ D

Ei

( k∏

n=0

(
s(B)− n

))
= (k + 1)!

[{(
I − P(Bc)

)−(k+1)(P(Bc)
)k}∗]

ii
.

2. Найдем предельные распределения функционалов q(B,n), r(B,n) (см. введение).

Для этого обратимся к процессу VB = {TB(n),κ
(
TB(n)

)
; n = 0, 1, . . .} с матрицей эволю-

ции ϕB(ρ) (см. (1)). Положим tB(k) = inf {n > 0 : TB(n) > k }, k > 1. Тогда tB(k) − 1 =

= m(B, k−1), TB

(
tB(k)−1

)
= q(B, k−1), TB

(
tB(k)

)
= r(B, k−1). Из леммы 1 вытекает

следующая теорема.
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Теорема 3. При 0 < ρ < 1, 0 < γ < 1, 0 < λ 6 1, 0 < µλ 6 1; i, j ∈ 1, N, r ∈ 1, N + 1

(
1− γ

) ∞∑

k=0

γk Ei

(
ρm(B,k)µq(B,k) λr(B,k);κ

(
q(B, k)

)
= j,κ

(
r(B, k)

)
= r
)

=

= −
[(

I − ρϕB(µλγ)
)−1
]
ij

[
ϕ̃B(λγ) − ϕ̃B(λ)

]
jr

. (5)

Далее, назовем однородную марковскую цепь правильной, если все ее существенные

состояния непериодичны. Для правильных цепей существуют предельные переходные

вероятности [15. Гл. 13, § 7]. Пусть Π = lim
n→∞

Pn — матрица предельных переходных

вероятностей правильной цепи κ. Обращая соотношение (5), после несложных преобра-

зований получим (см. (2))

Следствие 2. Пусть κ — правильная цепь Маркова, и Π — матрица предельных пере-

ходных вероятностей. Тогда при i, j ∈ 1, N , t > 0 выполняются равенства

lim
k→∞

Pi

(
k − q(B, k) = t;κ

(
q(B, k)

)
= j
)

= [ΠP(B)
(
Pt(Bc)

)∗
]ij ,

lim
k→∞

Pi

(
r(B, k)− k = t + 1;κ

(
r(B, k)

)
= j
)

= [ΠPt(Bc)P(B)]ij ,

lim
k→∞

Pi

(
r(B, k)− q(B, k) = t + 1

)
= (t + 1)[

(
ΠPt(Bc)

(
I −P(Bc)

)2)∗
]ii .

Представления для левых частей равенств этого следствия при B = D × i0, i0 ∈ D

получены в других обозначениях в [7].

3. Найдем распределение функционала m(B, k), k > 1. Для этого положим в соот-

ношении (5) µ = λ = 1 и просуммируем обе части полученного равенства по j от 1 до N

и по r от 1 до N + 1. Получим

(
1− γ

) ∞∑

k=0

γk Ei(ρ
m(B,k)) =

[((
I − ρϕB(γ)

)−1(
I −ϕB(γ)

))∗]
ii
.

Используя (2), отсюда получаем

Ei

(
ρm(B,k)

)
=
[((
P(Bc) + ρP(B)

)k)∗]
ii
. (6)

Из соотношения (6), в частности, вытекает

Ei

( r∏

n=0

(
m(B, k)− n

))
= (r + 1) !

∑

n1,n2,...,nr+1>0,
n1+···+nr+16k−r−1

[(r+1∏

i=1

(
PniP(B)

))∗]
ii

(7)

при k − 1 > r > 0.

В дальнейшем нам также потребуется следующая лемма.

Лемма 3. Пусть An, n = 0,∞ и Cn, n = 0,∞ — последовательности матриц одина-

кового порядка, сходящиеся (покомпонентно) соответственно к матрицам A,C. Тогда

последовательности n−1
n−1∑
k=0

AkCn−1−k, n = 1,∞ сходятся к матрице AC.

Утверждение леммы в скалярном случае (т. е. An, n = 0,∞; Cn, n = 0,∞ — число-

вые последовательности) вытекает из теоремы Теплица. В общем случае доказательство

вытекает из скалярного случая.
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Теорема 4. Пусть κ — правильная цепь Маркова, и Π — матрица предельных пере-

ходных вероятностей. Тогда при i ∈ 1, N выполняется равенство

lim
k→∞

{
Eim(B, k)− k[

(
ΠP(B)

)∗
]ii
}

=
[((

(I −P + Π)−1 −Π
)
P(B)

)∗]
ii
.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку PΠ = Π и Π2 = Π, то при n > 1 выполняется

(P −Π)n =

n∑

k=0

Ck
nPk(−Π)n−k = Pn +

n−1∑

k=0

Ck
n(−1)n−kΠ = Pn −Π .

Отсюда в силу (7) имеем

Eim(B, k) =

k−1∑

n=0

[(
PnP(B)

)∗]
ii

=

k−1∑

n=0

[(
(Pn −Π)P(B)

)∗]
ii

+ k
[(

ΠP(B)
)∗]

ii
=

=

k−1∑

n=1

[(
(P −Π)nP(B)

)∗]
ii

+
[(

(I −Π)P(B)
)∗]

ii
+ k

[(
ΠP(B)

)∗]
ii

,

и, следовательно,

lim
k→∞

{
Eim(B, k)− k

[(
ΠP(B)

)∗]
ii

}
=
[(

(I − P + Π)−1P(B)
)∗]

ii
−

−
[(
P(B)

)∗]
ii

+
[(

(I −Π)P(B)
)∗]

ii
=
[((

(I − P + Π)−1 −Π
)
P(B)

)∗]
ii

.

Теорема доказана. �

Следствие 3. В условиях теоремы 4

lim
k→∞

k−1Ei

(
m(B, k)

)
= [
(
ΠP(B)

)∗
]ii, i ∈ 1, N.

Обратимся к нахождению предельного распределении функционала m(B,n). Следуя

[15. Гл. 13, § 7], будем называть правильную цепь Маркова регулярной, если множество ее

существенных состояний представляет один класс сообщающихся состояний. Правиль-

ную цепь, содержащую более одного класса существенных сообщающихся состояний,

назовем нерегулярной цепью. В дальнейшем нам понадобятся некоторые свойства эле-

ментов матрицы предельных переходных вероятностей Π правильных цепей. Известно

(см. [12. Гл. 12, § 5]), что элементы матрицы Π регулярной цепи удовлетворяют равен-

ствам: [Π]ij = [Π]jj , если i, j — соответственно несущественное и существенное состо-

яния цепи, а также [Π]ij = 0, если i, j — несущественные состояния цепи. Пусть, как

и ранее, H — множество несущественных состояний цепи κ, а S(j) ( j — существен-

ное состояние) — класс существенных состояний, содержащий состояние j. Следующее

утверждение дополняет указанный результат.

Лемма 4. Пусть κ — правильная цепь Маркова, и Π — матрица предельных переход-

ных вероятностей. Тогда при i ∈ H для любого существенного состояния j выполняется

равенство [Π]ij = p
(
i, S(j)

)
[Π]jj .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть c — произвольное неотрицательное целое число, и n > c.

Тогда

[Pn]ij = Pi

(
κ(n) = j,κ(c) ∈ H

)
+
∑

l∈S(j)

Pi

(
κ(c) = l

)
Pl

(
κ(n − c) = j

)
.
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Обозначим первое и второе слагаемые этого равенства соответственно через I1(c, n),

I2(c, n). Для слагаемого I2(c, n) имеем

lim
n→∞

I2(c, n) =
∑

l∈S(j)

Pi

(
κ(c) = l

)
[Π]lj = [Π]jj

∑

l∈S(j)

Pi

(
κ(c) = l

)
=

=
[
Π
]
jj

Pi

(
s
(
H × S(j)

)
6 c
)
.

Отсюда

lim
c→∞

lim
n→∞

I2(c, n) =
[
Π
]
jj

Pi

(
s(H × S(j)) <∞

)
= [Π]jjp

(
i, S(j)

)
.

Для слагаемого I1(c, n) имеем

lim
n→∞

I1(c, n) 6 lim
n→∞

Pi

(
s
(
H × S(j)

)
∈ (c, n]

)
= Pi

(
s
(
H × S(j)

)
∈ (c,∞)

)
,

и, следовательно,

lim
c→∞

lim
n→∞

I1(c, n) = 0 .

Поэтому

lim
n→∞

[Pn]ij 6 lim
c→∞

lim
n→∞

I1(c, n) + lim
c→∞

lim
n→∞

I2(c, n) = p
(
i, S(j)

)
[Π]jj ,

а также

lim
n→∞

[Pn]ij > lim
c→∞

lim
n→∞

I2(c, n) = p
(
i, S(j)

)
[Π]jj .

Лемма доказана. �

Обозначим Di ( ·) = D ( ·/κ0 = i) и исследуем предельное поведение дисперсии

Dim(B, k), i ∈ 1, N при k →∞ .

Теорема 5. Пусть κ — правильная цепь Маркова (регулярная или нерегулярная). Тог-

да в любом из трех нижеперечисленных случаев: 1) i — произвольное состояние регу-

лярной цепи; 2) i — произвольное существенное состояние нерегулярной цепи; 3) i —

несущественное состояние нерегулярной цепи, для которого выполняется

[((
ΠP(B)−

(
ΠP(B)

)∗)
ΠP(B)

)∗]

ii
= 0, (8)

имеет место равенство

lim
k→∞

k−1Dim (B, k) =
[(

ΠP(B)
)∗]

ii
− 3

{
[
(
ΠP(B)

)∗
]ii
}2

+

+ 2
[(

ΠP(B)
(
I − P + Π

)−1P(B)
)∗]

ii
. (9)

Если 4) i — несущественное состояние нерегулярной цепи, для которого выполняется

[((
ΠP(B)−

(
ΠP(B)

)∗)
ΠP(B)

)∗]
ii
6= 0,

тогда имеет место равенство

lim
k→∞

k−2Dim(B, k) =
[((

ΠP(B)−
(
ΠP(B)

)∗)
ΠP(B)

)∗]
ii

. (10)
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из соотношения (7) при r = 0 и r = 1 имеем

Dim (B, k) − Eim (B, k) = 2
∑

(n1,n2)∈K1

[(
Pn1P(B)Pn2P(B)

)∗]
ii
−

−
∑

(n1,n2)∈K2

[(
Pn1P(B)

)∗(Pn2P(B)
)∗]

ii
, (11)

где K1 = {(n1, n2) : n1, n2 > 0, n1 + n2 6 k − 2},K2 = {(n1, n2) : n1, n2 = 0, k − 1}.
Преобразуем правую часть последнего равенства к виду, удобному для предельного

перехода. Для этого выразим слагаемые в (11) с помощью следующих равенств:

(
Pn1P(B)Pn2P(B)

)∗
=
(
Pn1P(B)

(
Pn2P(B)−ΠP(B)

))∗
+

+
(
Pn1P(B)

)∗(
ΠP(B)

)∗
+
((
Pn1P(B)−

(
Pn1P(B)

)∗)
ΠP(B)

)∗

и

(
Pn1P(B)

)∗(Pn2P(B)
)∗

=
(
Pn1P(B)

)∗(Pn2P(B)−ΠP(B)
)∗

+

+
(
Pn1P(B)

)∗(
ΠP(B)

)∗

(здесь в первом равенстве мы воспользовались равенством (A∗C)∗ = A∗C∗ для произ-

вольных матриц A и C одинакового порядка).

Тогда равенство (11) примет вид

Dim(B, k)− Eim(B, k) = 2
∑

(n1,n2)∈K1

[(
Pn1P(B)

(
Pn2P(B)−ΠP(B)

))∗]
ii

+

+ 2
∑

(n1,n2)∈K1

[(
Pn1P(B)

)∗(
ΠP(B)

)∗]
ii

+ 2
∑

(n1,n2)∈K1

[((
Pn1P(B) −

−
(
Pn1P(B)

)∗)
ΠP(B)

)∗]
ii
−
∑

(n1,n2)∈K2

[(
Pn1P(B)

)∗(Pn2P(B)−

−ΠP(B)
)∗]

ii
−

∑

(n1,n2)∈K2

[(
Pn1P(B)

)∗(
ΠP(B)

)∗]
ii

.

Обозначим через In(i, k), n = 1, 5 n-ю сумму в правой части этого равенства и рас-

смотрим предел lim
k→∞

k−1(2(I1(i, k) + I2(i, k) + I3(i, k)) − I4(i, k)− I5(i, k)).

При k > 2 имеем

I1(i, k) =
[( k−2∑

n1=0

Pn1P(B)

k−2−n1∑

n2=0

(
Pn2P(B)−ΠP(B)

))∗]
ii

=
[(k−2∑

n=0

A(n)C(k − 2− n)
)∗]

ii
,

где A(n) = PnP(B), C(n) =
n∑

m=0

(
PmP(B)−ΠP(B)

)
.

Так как выполнено lim
n→∞

A(n) = ΠP(B) и также поскольку lim
n→∞

C(n) =
(
(I − P +

+ Π)−1 −Π
)
P(B), то в силу леммы 3

lim
k→∞

k−1I1(i, k) =
[(

ΠP(B)
(
(I − P + Π)−1 −Π

)
P(B)

)∗]
ii

.

Аналогично находятся пределы
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lim
k→∞

k−1I4(i, k) =
[(

ΠP(B)
)∗((

(I − P + Π)−1 −Π
)
P(B)

)∗]
ii
,

lim
k→∞

k−1
(
2I2(i, k) − I5(i, k)

)
=
[(

ΠP(B)
)∗((

(I −P + Π)−1 −Π
)
P(B)

)∗]
ii
−

−
[(

ΠP(B)
)∗(

ΠP(B)
)∗]

ii
.

Отметим, что все предыдущие вычисления справедливы для произвольной правильной

цепи Маркова κ и для любого ее состояния i. Поэтому исследование предела

lim
k→∞

k−1
(
2(I1(i, k) + I2(i, k) + I3(i, k)) − I4(i, k) − I5(i, k)

)

свелось к рассмотрению предела lim
k→∞

k−1I3(i, k) .

Рассмотрим сумму

I3(i, k) =
∑

(n1,n2)∈K1

[((
Pn1P(B)−

(
Pn1P(B)

)∗)
ΠP(B)

)∗]
ii

и ее слагаемые an(i), которым в силу матричного равенства (AC)∗ = (AC∗)∗ придадим

вид

an(i) =
[((
PnP(B)−

(
PnP(B)

)∗)(
ΠP(B)

)∗)∗]
ii

. (12)

Докажем, что в случаях 1 и 2 (в условии теоремы) выполняются равенства an(i) = 0,

а следовательно, и равенство I3(i, k) = 0.

Пусть рассматриваемая цепь κ регулярна. Покажем, что в этом случае матрицы

PnP(B)−
(
PnP(B)

)∗
и
(
ΠP(B)

)∗
перестановочны. Отсюда и в силу равенств

(
(A−A∗)C

)∗
=
(
C(A−A∗)

)∗
=
(
C(A−A∗)∗

)∗
=
(
C(A∗ −A∗)

)∗
= O∗ = O

(O — нулевая матрица) для перестановочных матриц (A−A∗), C будет вытекать равен-

ство an(i) = 0 для любого состояния i. Если рассматриваемая цепь κ регулярна, то все

строки предельной матрицы Π одинаковы [12. Гл. 12, § 5]. Отсюда вытекает, что ΠP(B)

также имеет одинаковые строки, а следовательно,
(
ΠP(B)

)∗
с точностью до скалярно-

го сомножителя совпадает с единичной матрицей и перестановочна с любой матрицей

соответствующего порядка.

Пусть κ — правильная цепь, и i — ее существенное состояние, S(i) — класс суще-

ственных состояний цепи, содержащий i. Тогда (см. (12))

[(
PnP(B)

(
ΠP(B)

)∗)∗]
ii

=

N∑

k=1

[PnP(B)]ik[
(
ΠP(B)

)∗
]kk =

=
∑

k∈S(i)

[
PnP(B)

]
ik

[(
ΠP(B)

)∗]
kk

=
[(

ΠP(B)
)∗]

ii

∑

k∈S(i)

[PnP(B)]ik =

=
[(

ΠP(B)
)∗]

ii

[(
PnP(B)

)∗]
ii

=
[((
PnP(B)

)∗(
ΠP(B)

)∗)∗]
ii

,

поскольку [PnP(B)]ik = 0 при k /∈ S(i) (так как [PnP(B)]ik 6 [Pn+1]ik = 0 при k /∈ S(i)).

Таким образом, an(i) = 0 и I3(i, k) = 0. Заметим, что, переходя в равенстве an(i) = 0 к

пределу при n→∞, получим равенство (8).

Рассмотрим случаи 3 и 4 в условии теоремы. Пусть κ — нерегулярная цепь, и i — ее

несущественное состояние. Преобразуем I3(i, k) :
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I3(i, k) =
∑

(n1,n2)∈K1

[((
Pn1P(B)−ΠP(B)

)
ΠP(B)

)∗]
ii

+

+
∑

(n1,n2)∈K1

[((
ΠP(B)

)∗ −
(
Pn1P(B)

)∗)(
ΠP(B)

)∗]
ii

+

+ 2−1k(k − 1)
[((

ΠP(B)−
(
ΠP(B)

)∗)
ΠP(B)

)∗]
ii

. (13)

Обозначим через G1(i, k), G2(i, k) соответственно первую и вторую суммы в правой части

этого равенства. Так как

∑

(n1,n2)∈K1

(Pn1 −Π) = (k − 1)(I −Π) +
k−2∑

l=1

l∑

m=1

(P −Π)m,

то в силу леммы 3 имеем

lim
k→∞

k−1
(
G1(i, k) + G2(i, k)

)
=
[((

(I −P + Π)−1 −Π
)
P(B)ΠP(B)

)∗]
ii
−

−
[((

(I − P + Π)−1 −Π
)
P(B)

)∗(
ΠP(B)

)∗]
ii

. (14)

Если для состояния i выполнено [
((

ΠP(B)−
(
ΠP(B)

)∗)
ΠP(B)

)∗
]ii 6= 0, то в силу (13),

(14)

lim
k→∞

k−2I3(i, k) = 2−1[
((

ΠP(B)−
(
ΠP(B)

)∗)
ΠP(B)

)∗
]ii ,

а следовательно, и

lim
k→∞

k−2Dim(B, k) = [
((

ΠP(B)−
(
ΠP(B)

)∗)
ΠP(B)

)∗
]ii > 0 . (15)

Равенство (10) для случая 4 установлено.

Предположим, что для несущественного состояния i выполнено предположение (8)

теоремы, а следовательно, и (см. (13), (14))

lim
k→∞

k−1I3(i, k) = [
(
(I − P + Π)−1P(B)ΠP(B)

)∗
]ii −

−
[(

(I −P + Π)−1P(B)
)∗(

ΠP(B)
)∗]

ii
. (16)

Отметим (нам это понадобится в дальнейшем), что из предположения (8) относительно

несущественного состояния i вытекает аналогичное соотношение для любого несуще-

ственного состояния j, достижимого из i :

[((
ΠP(B) −

(
ΠP(B)

)∗)
ΠP(B)

)∗]
jj

= 0 . (17)

Действительно, в противном случае, применяя предыдущие вычисления к состоянию

j, получим (см. (15)) lim
k→∞

k−2Djm(B, k) > 0. Последнее неравенство в силу достижимо-

сти j из i влечет неравенство lim
k→∞

k−2Dim(B, k) > 0, которое противоречит (16).

Далее покажем, что при сделанном предположении (8) правая часть (16) равна ну-

лю. Обозначим через S множество существенных состояний цепи κ. Как и ранее, H —

множество несущественных состояний цепи κ, и S1, S2, . . . , Sd, d > 2 — разбиение мно-

жества существенных состояний S цепи на непересекающиеся классы сообщающихся
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состояний, S(j) = Sm, если j ∈ Sm. Обозначим также Πkl = [Π]kl. Обратимся к предпо-

ложению (8). Рассмотрим выражение [
(
ΠP(B)ΠP(B)

)∗
]ii, входящее в левую часть (8).

Имеем

[(
ΠP(B)

(
ΠP(B)

)∗)∗]
ii

=

N∑

k=1

[ΠP(B)]ik[
(
ΠP(B)

)∗
]kk =

=
∑

k∈S

[
ΠP(B)

]
ik

[(
ΠP(B)

)∗]
kk

=

d∑

r=1

∑

k∈Sr

[
ΠP(B)

]
ik

[(
ΠP(B)

)∗]
kk

, (18)

поскольку [ΠP(B)]ik 6 [ΠP]ik = Πik = 0 при i, k ∈ H. Рассмотрим правую часть

цепочки равенств (18). Величина [
(
ΠP(B)

)∗
]kk одинакова для всех k ∈ Sr, так как

[(
ΠP(B)

)∗]
kk

=

N∑

j=1

[
ΠP(B)

]
kj

=

N∑

j=1

∑

l∈Sr

Πkl

[
P(B)

]
lj

и Πkl = Πvl при v ∈ Sr. Положим

αr = [
(
ΠP(B)

)∗
]kk, k ∈ Sr . (19)

Тогда из (18) вытекает

[(
ΠP(B)

(
ΠP(B)

)∗)∗]
ii

=

d∑

r=1

αr

∑

k∈Sr

[
ΠP(B)

]
ik

. (20)

Рассмотрим правую часть (20). Пусть v ∈ Sr — некоторое фиксированное состояние.

Тогда в силу леммы 4

∑

k∈Sr

[
ΠP(B)

]
ik

=
∑

k∈Sr

N∑

j=1

Πij

[
P(B)

]
jk

=
∑

k∈Sr

∑

j∈Sr

Πij

[
P(B)

]
jk

=

=
∑

k∈Sr

∑

j∈Sr

p(i, Sr)Πjj

[
P(B)

]
jk

= p(i, Sr)
∑

k∈Sr

∑

j∈Sr

Πvj ×

×
[
P(B)

]
jk

= p(i, Sr)
∑

k∈Sr

[
ΠP(B)

]
vk

= p(i, Sr)
[(

ΠP(B)
)∗]

vv
= αrp(i, Sr) ,

и, следовательно, ∑

k∈Sr

[ΠP(B)]ik = αrp(i, Sr) . (21)

Отсюда и из (20) следует

[(
ΠP(B)

(
ΠP(B)

)∗)∗]
ii

=

d∑

r=1

(αr)
2p(i, Sr) .

Вновь обратимся к предположению (8) и рассмотрим выражение ([
(
ΠP(B)

)∗
]ii)

2, вхо-

дящее в левую часть (8) (i — несущественное состояние). В силу (21) имеем

[(
ΠP(B)

)∗]
ii
=
∑

k∈S

[
ΠP(B)

]
ik

=
d∑

r=1

αrp(i, Sr) . (22)
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Таким образом, равенству (8) можно придать следующий вид:

d∑

r=1

(αr)
2p(i, Sr) =

( d∑

r=1

αrp(i, Sr)
)2

.

Преобразуем левую часть последнего равенства. В силу равенства
d∑

k=1

p(i, Sk) = 1 имеем

d∑

r=1

(αr)
2p(i, Sr) =

d∑

r=1

(αr)
2

d∑

k=1

p(i, Sr)p(i, Sk) =

=

d∑

r=1

(αr)
2
(
p2(i, Sr) +

∑

k=1,d,
k 6=r

p(i, Sr)p(i, Sk)
)

=

=

d∑

r=1

(αr)
2p2(i, Sr) +

d∑

r=1

(αr)
2

d∑

k=r+1

p(i, Sr)p(i, Sk) +

d∑

k=1

d∑

r=k+1

(αr)
2p(i, Sr)p(i, Sk) =

=
d∑

r=1

(αr)
2p2(i, Sr) +

d−1∑

r=1

d∑

k=r+1

p(i, Sr)p(i, Sk)×
(
(αr)

2 + (αk)
2
)
.

Поэтому равенству (8) можно также придать следующий вид:

d−1∑

r=1

d∑

k=r+1

p(i, Sr)p(i, Sk)(αr − αk)
2 = 0 . (23)

Рассмотрим любой из номеров n(i) ∈ 1, d, для которого выполнено неравенство

p(i, Sn(i)) > 0 (в силу равенства
∑d

r=1 p(i, Sr) = 1 такой номер найдется). Тогда из

соотношения (23) вытекает, что для любого номера 1 6 r 6 d, r 6= n(i) выполняется

хотя бы одно из равенств

p(i, Sr) = 0, αr = αn(i) . (24)

Отсюда в силу (22) вытекает

[
(
ΠP(B)

)∗
]ii = αn(i) . (25)

Аналогично для любого несущественного состояния j, достижимого из i (см. (17)), вы-

текает равенство

[
(
ΠP(B)

)∗
]jj = αn(j) . (26)

Если несущественное состояние j достижимо из i, то из p(j, Sn(j)) > 0 вытекает нера-

венство p(i, Sn(j)) > 0, и, следовательно (см. (24)),

αn(j) = αn(i) . (27)

Обратимся к правой части (16). Имеем

[((
I −P + Π

)−1P(B)ΠP(B)
)∗]

ii
=
[(
P(B)

(
ΠP(B)

)∗
+

+

∞∑

n=1

(Pn −Π)P(B)
(
ΠP(B)

)∗)∗]
ii

=

N∑

k=1

[
P(B)

]
ik

[(
ΠP(B)

)∗]
kk

+
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+

∞∑

n=1

N∑

k=1

[
(Pn −Π)P(B)

]
ik

[(
ΠP(B)

)∗]
kk

.

Рассмотрим слагаемые в правой части последнего равенства. Пусть k ∈ H. Ес-

ли [P(B)]ik > 0, то состояние k достижимо из i. Отсюда в силу (26), (27) вытека-

ет [
(
ΠP(B)

)∗
]kk = αn(i). Аналогично неравенство [(Pn − Π)P(B)]ik 6= 0 влечет до-

стижимость k из i (так как [ΠP(B)]ik = 0 при i, k ∈ H), и, следовательно, также

[
(
ΠP(B)

)∗
]kk = αn(i).

Пусть k ∈ Sr для некоторого r ∈ 1, d. Если [P(B)]ik > 0, то p(i, Sr) > 0, и, следова-

тельно, в силу (19), (24) имеем [
(
ΠP(B)

)∗
]kk = αr = αn(i). Если [

(
Pn − Π

)
P(B)]ik 6=

6= 0, то выполняется хотя бы одно из неравенств [PnP(B)]ik > 0, [ΠP(B)]ik > 0. И в

первом (так как [Pn+1]ik ≥ [PnP(B)]ik), и во втором случае (поскольку [ΠP(B)]ik =

= lim
n→∞

[PnP(B)]ik) получаем p(i, Sr) > 0, и, следовательно, [
(
ΠP(B)

)∗
]kk = αn(i).

Таким образом, имеем (см. также (25))

[(
(I − P + Π)−1P(B)ΠP(B)

)∗]
ii

= αn(i)

[(
(I − P + Π)−1P(B)

)∗]
ii

=

=
[(

ΠP(B)
)∗]

ii

[(
(I − P + Π)−1P(B)

)∗]
ii

.

Следовательно, если для несущественного состояния i нерегулярной цепи κ выполнено

соотношение (8), то правая часть (16) равна 0.

Таким образом, в любом из трех нижеперечисленных случаев:

1) i — произвольное состояние регулярной цепи;

2) i — произвольное существенное состояние нерегулярной цепи;

3) i — несущественное состояние нерегулярной цепи, для которого выполнено (8),

имеем

lim
k→∞

k−1
(
Dim(B, k)− Eim(B, k)

)
= 2
[(

ΠP(B)
(
(I − P + Π)−1 −Π

)
×

× P(B)
)∗]

ii
−
[(

ΠP(B)
)∗((

(I − P + Π)−1 −Π
)
P(B)

)∗]
ii

+
[(

ΠP(B)
)∗ ×

×
((

(I − P + Π)−1 −Π
)
P(B)

)∗]
ii
−
[(

ΠP(B)
)∗(

ΠP(B)
)∗]

ii
= 2
[(

ΠP(B)×
× (I − P + Π)−1P(B)

)∗]
ii
− 3
[(

ΠP(B)
)∗(

ΠP(B)
)∗]

ii
.

Отсюда в силу следствия 3 вытекает равенство (9). Теорема доказана. �

Отметим, что для неразложимых непериодических цепей (т. е. для регулярных це-

пей, не содержащих несущественных состояний) равенство (9) может быть получено из

соотношения (0.4) работы [6].

Замечание. Из доказательства предыдущей теоремы нетрудно видеть, что условие

(8) применительно к несущественному состоянию i эквивалентно тому, что числа

[
(
ΠP(B)

)∗
]jj для всех существенных состояний j, достижимых из i, имеют общее зна-

чение. А отсюда, в свою очередь, вытекает, что это общее значение совпадает с числом

[
(
ΠP(B)

)∗
]ii.

Отметим также, что в случаях 1, 2 теоремы 5 соотношение (8) выполнено.

Из неравенство Чебышева, с помощью теорем 4, 5, получим следствие.
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Следствие 4. Пусть правильная цепь κ и ее состояние i удовлетворяют любому из

условий 1–3 теоремы 5. Тогда последовательность

cn

(m(B,n)

n
− [
(
ΠP(B)

)∗
]ii

)
,

где cn = o(
√

n), сходится по вероятности Pi к нулю.

Обозначим правую часть равенства (9) через σ2
i (B) и найдем условия, при которых

σ2
i (B) > 0.

Теорема 6. Пусть κ — правильная цепь Маркова, и i — ее состояние, удовлетворяю-

щее условию (8). Тогда для выполнения неравенства σ2
i (B) > 0 необходимо, чтобы для

любого, и достаточно, чтобы для некоторого класса существенных состояний K, дости-

жимого из i, выполнялось P(B∩K2) 6= P(K2) и P(B∩K2) 6= O (O — матрица, состоящая

из нулей).

Доказательство теоремы разобьем на два этапа. Вначале докажем утверждение тео-

ремы для регулярной цепи κ, все состояния которой существенны, а затем — в общем

случае.

1-й этап. Пусть κ — регулярная цепь, все состояния которой существенны. Необходи-

мость условий теоремы в этом случае вытекает из того, что при P(B) = P или P(B) = O

выполняется соответственно Pi

(
m(B,n) = n, n > 1

)
= 1 или Pi

(
m(B,n) = 0, n > 1

)
= 1

для i = 1, N, а следовательно, Dim(B,n) = 0, n > 1, i = 1, N . Для доказательства

достаточности условий теоремы запишем σ2
i (B) (с учетом (8)) в виде

σ2
i (B) = [

(
ΠP(B)

)∗ −
((

ΠP(B)
)∗)2

+ 2
(
ΠP(B)

(
(I − P + Π)−1 −Π

)
P(B)

)∗
]ii

и преобразуем сумму первых двух слагаемых этого равенства:

(
ΠP(B)

)∗−
((

ΠP(B)
)∗)2

=
(
ΠP(B)

)∗(
I−
(
ΠP(B)

)∗)
=
(
ΠP(B)

)∗(
ΠP−ΠP(B)

)∗
=

=
(
ΠP(B)

)∗(
ΠP(Bc)

)∗
=
(
ΠP(B)

)∗(
ΠP(Bc)

)∗((
ΠP(Bc)

)∗
+
(
ΠP(B)

)∗)
=

=
(
ΠP(B)

)∗((
ΠP(Bc)

)∗)2
+
(
ΠP(Bc)

)∗((
ΠP(B)

)∗)2
.

Обозначим через Πj общее значение [Π]ij > 0, i, j = 1, N и положим pij = [P]ij ,

pk = [
(
P(B)

)∗
]kk. Тогда

[(
ΠP(B)

)∗((
ΠP(Bc)

)∗)2
+
(
ΠP(Bc)

)∗((
ΠP(B)

)∗)2]
ii

=

=
∑

(k,l)∈B

Πkpkl

(
1−

N∑

d=1

Πdpd

)2
+

∑

(k,l)∈Bc

Πkpkl

( N∑

d=1

Πdpd

)2
=

∑

k,l=1,N

Πkpklu
2
kl ,

где ukl = 1 −
N∑

d=1

Πdpd при (k, l) ∈ B и ukl = −
N∑

d=1

Πdpd при (k, l) ∈ Bc. Рассмотрим

матрицу ΠP(B)
(
(I − P + Π)−1 − Π

)
P(B) в представлении σ2

i (B). Обозначим через

T = ‖ tij ‖i,j=1,N матрицу
(
(I − P + Π)−1 − Π

)
P(B) и положим ti =

N∑
j=1

tij . Отметим,

что Π ·T = O и
(
ΠP(B)

)∗
— диагональная матрица с равными диагональными элемен-

тами (а следовательно,
(
ΠP(B)

)∗
перестановочна с любой матрицей соответствующей

размерности). Тогда
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(
ΠP(B)T

)∗
=
(
ΠP(B)

((
ΠP(B)

)∗
+
(
ΠP(Bc)

)∗)
T
)∗

=
(
ΠP(B)T

(
ΠP(B)

)∗)∗
+

+
(
ΠP(B)

(
ΠP(Bc)

)∗
T
)∗

=
(
Π
(
P − P(Bc)

)
T
(
ΠP(B)

)∗)∗
+

+
(
ΠP(B)

(
ΠP(Bc)

)∗
T
)∗

= −
(
ΠP(Bc)

(
ΠP(B)

)∗
T
)∗

+
(
ΠP(B)

(
ΠP(Bc)

)∗
T
)∗

.

Для первого слагаемого в правой части последнего равенства имеем

[(
ΠP(Bc)

(
ΠP(B)

)∗
T
)∗]

ii
=
[(

ΠP(Bc)
(
ΠP(B)

)∗
T ∗)∗]

ii
=

=
N∑

l=1

[ΠP(Bc)]il[
(
ΠP(B)

)∗
]ll[T

∗]ll =
N∑

l=1

[ΠP(Bc)]il

N∑

r=1

[Π]rprtl =

=

N∑

r=1

Πrpr

N∑

l=1

∑

k:(k,l)∈Bc

Πkpkltl =

N∑

r=1

Πrpr

∑

(k,l)∈Bc

Πkpkltl = −
∑

(k,l)∈Bc

Πkpkltlukl .

Аналогично для второго слагаемого получим

[(
ΠP(B)

(
ΠP(Bc)

)∗
T
)∗]

ii
=

∑

(k,l)∈B

Πkpkltlukl .

Таким образом,

σ2
i (B) =

∑

k,l=1,N

Πkpklu
2
kl + 2

∑

k,l=1,N

Πkpklukltl .

Аналогично тому, как это сделано в [2], преобразуем правую часть последнего равенства.

Имеем

σ2
i (B) =

∑

k,l=1,N

Πkpkl(ukl + tl)
2 −

∑

k,l=1,N

Πkpklt
2
l =

∑

k,l=1,N

Πkpkl(ukl + tl − tk + tk)
2 −

−
∑

k,l=1,N

Πkpklt
2
l =

∑

k,l=1,N

Πkpkl(ukl + tl − tk)
2 + 2

∑

k,l=1,N

Πkpkl(ukl + tl − tk)tk +

+
∑

k,l=1,N

Πkpklt
2
k −

∑

k,l=1,N

Πkpklt
2
l =

∑

k,l=1,N

Πkpkl(ukl + tl − tk)
2 +

+ 2
∑

k=1,N

(
Πktk

∑

l=1,N

pkl(ukl + tl − tk)
)
,

поскольку

∑

k,l=1,N

Πkpklt
2
k =

∑

k=1,N

Πkt
2
k ,

∑

k,l=1,N

Πkpklt
2
l =

∑

l=1,N

t2l
∑

k=1,N

Πkpkl =
∑

l=1,N

t2l Πl .

Продолжая преобразование, из равенства P · T = T + (Π − I)P(B) имеем

∑

l=1,N

pkl(ukl + tl − tk) =
∑

l=1,N

pklukl +
∑

l=1,N

pkltl − tk =
∑

l:(k,l)∈B

pkl

(
1−

N∑

d=1

Πdpd

)
+

+
∑

l:(k,l)∈Bc

pkl

(
−

N∑

d=1

Πdpd

)
+ [(P · T )∗]kk − tk = pk

(
1−

N∑

d=1

Πdpd

)
− (1− pk)

N∑

d=1

Πdpd +

+ tk +

N∑

d=1

Πdpd − pk − tk = 0 .
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Таким образом,

σ2
i (B) =

∑

k,l=1,N

Πkpkl(ukl + tl − tk)
2 .

Для доказательства достаточности предположим, что σ2
i (B) = 0. Тогда для любой па-

ры состояний (k, l), для которой pkl > 0, должно выполняться ukl + tl − tk = 0. Так

как на данном этапе рассматриваемая цепь κ регулярна и все ее состояния сообщаются,

то найдется целое положительное число r, начиная с которого все степени матрицы P
состоят из положительных чисел. В частности, положительны числа [Pr]jj и [Pr+1]jj

для произвольного состояния j цепи. Отсюда вытекает, что найдутся такие две после-

довательности состояний j, i1, . . . , ir−1, j и j, j1, . . . , jr, j, для которых вероятности пе-

рехода pji1, . . . , pir−1j и pjj1, . . . , pjrj положительны. Так что для выполнения равенства

σ2
i (B) = 0 должны выполняться равенства

uji1 + ti1 − tj = 0, . . . , uir−1j + tj − tir−1 = 0 .

Складывая эти равенства, мы получим, что
N∑

d=1

Πdpd = r−1 ·n1 при некотором целом n1:

0 ≤ n1 ≤ r. Аналогично рассматривая вторую цепочку состояний, получим равенство
N∑

d=1

Πdpd = (r + 1)−1 ·n2 при некотором целом n2: 0 ≤ n2 ≤ r + 1. Из равенства r−1 ·n1 =

(r + 1)−1 · n2 вытекает, что либо n1 = n2 = 0, либо n1 = n2 − 1 = r, т. е. P(B) = O или

P(B) = P. Достаточность условий теоремы в рассматриваемом случае доказана.

2-й этап. Пусть κ — правильная цепь Маркова, и i — ее состояние, удовлетворяющее

условию (8). Если i — существенное состояние, то единственным классом существенных

состояний, достижимым из i, является класс, содержащий i. Поэтому доказательство

теоремы в этом случае проводится аналогично доказательству на первом этапе. Пусть

i — несущественное состояние, и Si
1, . . . , S

i
r(i) — все классы существенных состояний,

достижимых из i, так что
∑

k=1,r(i)

p(i, Si
k) = 1 (напомним, что p(i, Si

k) — вероятность

достижения цепью подкласса Si
k из начального состояния i). Пусть ik ∈ Si

k, k = 1, r(i) —

произвольные состояния достижимых классов. Преобразуем правую часть (9). В силу

замечания к теореме 5 выполняются равенства

[(
ΠP(B)

)∗]
ii

=

r(i)∑

k=1

p(i, Si
k)
[(

ΠP(B)
)∗]

ikik
,

([(
ΠP(B)

)∗]
ii

)2
=

r(i)∑

k=1

p(i, Si
k)
([(

ΠP(B)
)∗]

ikik

)2
,

а в силу леммы 4

[(
ΠP(B)

(
I − P + Π

)−1P(B)
)∗]

ii
=
[(

Π
(
P(B)

(
I − P + Π

)−1P(B)
)∗)∗]

ii
=

=
N∑

j=1

Πij

[(
P(B)

(
I − P + Π

)−1P(B)
)∗]

jj
=

r(i)∑

k=1

∑

j∈Si
k

p(i, Si
k)Πikj

[(
P(B)×

×
(
I − P + Π

)−1P(B)
)∗]

jj
=

r(i)∑

k=1

N∑

j=1

p(i, Si
k)Πikj

[(
P(B)

(
I −P + Π

)−1P(B)
)∗]

jj
=
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=

r(i)∑

k=1

p(i, Si
k)
[(

ΠP(B)(I − P + Π)−1P(B)
)∗]

ikik
,

поскольку Πjj = Πikj = 0 при j ∈ Si
k и Πikj = 0 при j /∈ Si

k.

Таким образом, в силу (9) имеем

σ2
i (B) =

r(i)∑

k=1

p(i, Si
k)σ

2
ik

(B) =

r(i)∑

k=1

p(i, Si
k)σ

2
ik

(
B ∩ (Si

k)
2
)
. (28)

Для доказательства необходимости предположим σ2
i (B) > 0, что в силу последнего

равенства влечет неравенство σ2
iv

(
B∩(Si

v)
2
)

> 0 при некотором v (1 6 v 6 r(i)). Отсюда

следует (см. 1-й этап доказательства), что P
(
B ∩ (Si

v)
2
)
6= P

(
(Si

v)
2
)

и P
(
B ∩ (Si

v)
2
)
6= O

или, что эквивалентно, [
(
ΠP

(
B ∩ (Si

v)
2
))∗

]iviv ∈ (0, 1). А так как в силу замечания к

теореме 5 справедливы равенства

[
(
ΠP

(
B ∩ (Si

v)
2
))∗

]iviv = [
(
ΠP

(
B ∩ (Si

m)2
))∗

]imim , m = 1, r(i),

то и P
(
B∩(Si

m)2
)
6= P

(
(Si

m)2
)
, и P

(
B∩(Si

m)2
)
6= O для m = 1, r(i). Необходимость усло-

вий установлена. Отметим, что при доказательстве необходимости мы также показали,

что неравенство σ2
i (B) > 0 влечет неравенства σ2

ik
(B) > 0 для k = 1, r(i).

Для доказательства достаточности допустим, что для некоторого класса Si
m, m ∈

∈ 1, r(i) выполняется P
(
B ∩ (Si

m)2
)
6= P

(
(Si

m)2
)

и P
(
B ∩ (Si

m)2
)
6= O. Тогда (см. 1-й этап

доказательства) σ2
im(B) > 0, что в силу (28) влечет неравенство σ2

i (B) > 0. Теорема

доказана. �

Теорема 7. Пусть i — несущественное состояние правильной цепи κ, удовлетворяющее

(8), и σ2
i (B) > 0; Si

1, . . . , S
i
r(i) — все классы существенных состояний, достижимых из

состояния i, т. е. p(i, Si
m) > 0, m = 1, r(i)). Тогда

Pi

(
m(B,n)− n[

(
ΠP(B)

)∗
]ii

σi(B)
√

n
< x

)
→

r(i)∑

m=1

p(i, Si
m)Φ

(
σi(B)

σm,i(B)
x

)

при n→∞, где σ2
m,i(B) — общее значение величин σ2

j(B), j ∈ Si
m, и Φ(x) — стандартная

нормальная функция распределения.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим

mi(B,n) =
m(B,n)− n[

(
ΠP(B)

)∗
]ii

σi(B)
√

n
,

с — произвольная положительная целочисленная константа, S+(i) =
r(i)⋃
m=1

Si
m — множе-

ство существенных состояний, достижимых из состояния i. Тогда

Pi(mi(B,n) < x) = Pi(mi(B,n) < x, s(B \ (H ×D)) > c) +

+

c∑

k=1

∑

j∈S+(i)

Pi

(
mi(B,n)< x, s(B\(H×D))= k,κk = j

)
. (29)
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Рассмотрим второе слагаемое в правой части (29). При n > c ≥ k, j ∈ S+(i)

Pi(mi(B,n) < x, s(B \ (H ×D)) = k,κk = j) =

∫ √
c

σi(B)

−
√

c

σi(B)

Pi(mi(B, k)
√

kn−1 ∈ dy,

s(B \ (H ×D)) = k,κk = j)Pj(mi(B,n− k)
√

(n− k)n−1 < x− y), (30)

поскольку выполняется

∣∣mi(B, k)
√

kn−1
∣∣ 6

k

σi(B)
√

n
6

√
cn

σi(B)
√

n
=

√
c

σi(B)
.

Из результатов работы [4] вытекает, что для существенного состояния j при n → ∞
Pj(mj(B,n) < x) → Φ(x) . В силу замечания к теореме 5 выполняется равенство

[
(
ΠP(B)

)∗
]ii = [

(
ΠP(B)

)∗
]jj для j ∈ S+(i). Поэтому

Pj

(
mi(B,n− k)

√
(n− k)n−1 < x

)
=

= Pj

(
mj(B,n− k)

√
(n− k)n−1 · σj(B)σ−1

i (B) < x
)
→ Φ(σi(B)σ−1

j (B) · x)

при n→∞. Так как функция Φ(x) непрерывна, то эта сходимость равномерна на любом

компакте. Поэтому

Pj

(
mi(B,n− k)

√
(n− k)n−1 < x− y

)
→ Φ

(
(x− y) · σi(B)σ−1

j (B)
)

при n → ∞ равномерно для всех y : | y |6 √c ·
(
σi(B)

)−1
. Тогда для правой части (30)

получим при n→∞
√

c

σi(B)∫

−
√

c

σi(B)

Pi(mi(B, k)
√

kn−1 ∈ dy, s(B \ (H ×D)) = k,κk = j)×

× {Pj(mi(B,n− k)
√

(n− k)n−1 < x− y)− Φ((x− y)σi(B)σ−1
j (B))}+

+

√
c

σi(B)∫

−
√

c

σi(B)

Pi(mi(B, k)
√

kn−1) ∈ dy, s(B \ (H ×D)) = k,κk = j)×

× Φ((x− y)σi(B)σ−1
j (B))→ Pi(s(B\(H ×D)) = k,κk = j)Φ(xσi(B)σ−1

j (B)) .

Отсюда, переходя в крайних частях (30) к пределу при n→∞, получим

lim
n→∞

Pi(mi(B,n) < x, s(B \ (H ×D)) = k,κk = j) =

= Pi(s(B\(H ×D)) = k,κk = j)Φ(xσi(B)σ−1
j (B)) (31)

для 1 6 k 6 c, j ∈ S+(i).

Отсюда в силу (29) вытекает

lim
n→∞

Pi(mi(B,n) < x) 6 Pi(s(B \ (H ×D)) > c) +
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+

c∑

k=1

∑

j∈S+(i)

Pi(s(B \ (H ×D)) = k,κk = j)Φ(xσi(B)σ−1
j (B)).

Величина s(B\(H×D)) Pi-п. н. конечна. Поэтому, переходя в крайних частях последнего

неравенства к пределу при c→∞, получим

lim
n→∞

Pi(mi(B,n) < x) 6
∑

j∈S+(i)

Pi(κs(B\(H×D)) = j)Φ(xσi(B)σ−1
j (B)) =

=

r(i)∑

m=1

p(i, Si
m)Φ(xσi(B)σ−1

m, i(B)) .

Из соотношений (29), (31) также следует, что

lim
n→∞

Pi(mi(B,n) < x) >

r(i)∑

m=1

p(i, Si
m)Φ(xσi(B)σ−1

m, i(B)) .

Теорема доказана. �

Замечание. Если σ2
m, i(B), m = 1, r(i) равны между собой, то их общее значение равно

σ2
i (B) (см. (28)), и, следовательно, Pi

(m(B,n)−n[
(
ΠP(B)

)∗
]ii

σi(B)
√

n
< x

)
→ Φ(x) при n→∞.

Автор признателен рецензенту за сделанные замечания к работе.
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