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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè åñòåñòâî-
çíàíèÿ îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé âûñîêîé ðàçìåðíîñòè

dxi
dt

= fi(t, x1, . . . , xn), i = 1, . . . , n, n� 1. (1)

Ê òàêèì ñèñòåìàì ïðèâîäÿò òàêæå êëàññè÷åñêèå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ
ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðî-
èçâîäíûìè. Ïîýòîìó èçó÷åíèþ ñèñòåì âûñîêîé ðàçìåðíîñòè ïîñâÿùåíî
î÷åíü ìíîãî ðàáîò. Ïðè ýòîì åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû (1),
êàê �óêîðî÷åííûå� ñèñòåìû ñ÷åòíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé

dxi
dt

= Fi(t, x1, x2, . . . ), i = 1, 2, . . . . (2)

Ïîñòðîåíèå òåîðèè ñ÷åòíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
íà÷àëîñü ñ ðàáîòû À.Í. Òèõîíîâà (1934 ã.), â êîòîðîé âïåðâûå áûëè
äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè äëÿ (2). Àêòèâíûå èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ñèñòåì íà÷àëèñü â 50-
å ãîäû ïîñëå ðàáîò Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî, Ì.Ã. Êðåéíà, Ñ.Ã. Êðåéíà,
Ê.Ï. Ïåðñèäñêîãî è äð. Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû
ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è �óêîðî÷åííûõ�
ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (1), èìåþùèõ âûñîêóþ ðàç-
ìåðíîñòü.

Äðóãîé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ñèñòåì âûñîêîé ðàçìåðíîñòè (1) çàêëþ-
÷àåòñÿ â ñâåäåíèè ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ìàëîé ðàçìåðíîñòè. Îäíàêî ñóùåñòâóåò ðÿä çàäà÷,
êîòîðûå ïðèíöèïèàëüíî íå ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ñèñòåìàì ìàëîé ðàç-
ìåðíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ê ñèñòåìàì î÷åíü âûñîêîé ðàçìåðíîñòè ïðè-
âîäÿò èññëåäîâàíèÿ â áèîëîãèè. Ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü ñèñòåì ìîæåò
äîñòèãàòü íàñòîëüêî áîëüøèõ âåëè÷èí, ÷òî íàõîæäåíèå ÷èñëåííûõ çíà-
÷åíèé êîìïîíåíò ðåøåíèé íà êîìïüþòåðå çà÷àñòóþ íåâîçìîæíî. Íà-
ïðèìåð, ê òàêèì ñèñòåìàì îòíîñèòñÿ ñëåäóþùàÿ íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìîäåëèðóþùàÿ ìíîãîñòàäèéíûé ñèíòåç
âåùåñòâà

dx

dt
= Anx+ F (t, x), (3)
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ãäå

An =
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
,

x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t))T, F (t, x) = (g(t, xn), 0, . . . , 0)T.

Ïðîöåññ ñèíòåçà ñîñòîèò èç n ñòàäèé, τ � ñóììàðíîå âðåìÿ ïðîòåêàíèÿ
ñòàäèé, θ ≥ 0. Êîìïîíåíòû xi(t) èñêîìîé âåêòîð�ôóíêöèè x(t) îïðåäå-
ëÿþò êîíöåíòðàöèþ âåùåñòâà íà i-é ñòàäèè ïðîöåññà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîöåññ ñèíòåçà âåùåñòâà ìîæåò èìåòü ñîòíè òûñÿ÷
ïðîìåæóòî÷íûõ ñòàäèé n. Â çàäà÷å ñèíòåçà âåùåñòâà áèîëîãîâ ïðåæäå
âñåãî èíòåðåñóåò êîíöåíòðàöèÿ xn(t) êîíå÷íîãî ïðîäóêòà. Ïîýòîìó íóæ-
íî óìåòü äîñòàòî÷íî òî÷íî âû÷èñëÿòü ïîñëåäíþþ êîìïîíåíòó ðåøåíèÿ
xn(t) ïðè n� 1. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñèñòåìó (3) íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü
êàê �óêîðî÷åííóþ� ñèñòåìó íåêîòîðîé ñ÷åòíîé ñèñòåìû (2), òàê êàê êî-
ýôôèöèåíòû ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ íåîãðàíè÷åííûìè ïðè n→∞. Ïî ýòîé
æå ïðè÷èíå íè îäíèì óðàâíåíèåì ñèñòåìû (3) íåëüçÿ ïðåíåáðå÷ü, ÷òîáû
ñâåñòè åå ê ñèñòåìå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïîñòðîåíèå íà êîìïüþòåðå
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ òàêîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò
ñåðüåçíóþ ïðîáëåìó. Ïîýòîìó ïðè ðàññìîòðåíèè íåëèíåéíîé ñèñòåìû
(3) ñ î÷åíü áîëüøèì ÷èñëîì óðàâíåíèé âîçíèêàåò �ïðîáëåìà áîëüøîé
ðàçìåðíîñòè�.

Â 2002 ã. ýòà ïðîáëåìà áûëà ðåøåíà â ðåçóëüòàòå ñîâìåñòíîé äåÿ-
òåëüíîñòè Ã.Â. Äåìèäåíêî, Â.À. Ëèõîøâàÿ è Ñ.È. Ôàäååâà. Ìåòîä åå
ðåøåíèÿ îñíîâàí íà óñòàíîâëåííûõ ñâÿçÿõ ìåæäó ðåøåíèÿìè ñèñòåìû
(3) è ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì

dy(t)

dt
= −θy(t) + g(t− τ, y(t− τ)). (4)

Ïðåäïîëîæåíèå î âîçìîæíûõ ñâÿçÿõ áûëî âûñêàçàíî Â.À. Ëèõîøâàåì,
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èñõîäÿ èç áèîëîãè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû, ïðîâåäåí-
íûå Ñ.È. Ôàäååâûì, ïîäòâåðæäàëè ýòî ïðåäïîëîæåíèå. Ñòðîãîå äîêàçà-
òåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ñâÿçåé âïåðâûå óñòàíîâëåíî Ã.Â. Äåìè-
äåíêî è îïóáëèêîâàíî â ðàáîòå [1] (ñì. òåîðåìû 1�4). Ýòè òåîðåìû äàþò
îáîñíîâàíèå ýôôåêòèâíîìó ìåòîäó äëÿ ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ êîíöåí-
òðàöèè xn(t) êîíå÷íîãî ïðîäóêòà ïðè n � 1 ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíå-
íèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì. Èìåííî, äëÿ ÷èñëåííîãî íàõîæäå-
íèÿ çíà÷åíèé xn(t) äîñòàòî÷íî ïðèáëèæåííî ðåøèòü íà÷àëüíóþ çàäà÷ó
äëÿ óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì (4), ïðè ýòîì ìîæíî îöå-
íèòü ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè xn(t) ≈ y(t) ïðè n� 1.

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3) ÿâëÿåòñÿ óïðîùåííîé
ìîäåëüþ ïðîöåññà ñèíòåçà. Ïðè îïèñàíèè ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ âîçíèêà-
þò áîëåå ñëîæíûå ñèñòåìû, è äëÿ ýòèõ ñèñòåì òàêæå íåîáõîäèìî óìåòü
ðåøàòü îïèñàííóþ âûøå �ïðîáëåìó áîëüøîé ðàçìåðíîñòè�.Ïðåäåëüíûå
òåîðåìû Ã.Â. Äåìèäåíêî ïîñëóæèëè îñíîâîé ïðè ïîëó÷åíèè àíàëîãè÷-
íûõ óòâåðæäåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé (ñì. áèáëèîãðàôèþ â îáçîðíîé ðàáîòå [2]).

Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû Í.Í. Êðàñîâñêîãî, Þ.Ì. Ðåïèíà, Ì.Å. Ñà-
ëóêâàäçå, â êîòîðûõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ òåîðèè óïðàâëåíèÿ áûëè óñòà-
íîâëåíû ñâÿçè ìåæäó ðåøåíèÿìè ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì. Â ýòèõ
ðàáîòàõ èçó÷àëñÿ îáðàòíûé âîïðîñ îá àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì ñ ïîìîùüþ ðå-
øåíèé ñïåöèàëüíîãî êëàññà ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âûñîêîé ðàçìåðíîñòè.

Òåîðåìû î ñâÿçÿõ ðåøåíèé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
âûñîêîé ðàçìåðíîñòè è óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì èìåþò
âàæíîå òåîðåòè÷åñêîå è ïðèêëàäíîå çíà÷åíèÿ.

Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëå-
íèå ñâÿçåé ìåæäó ðåøåíèÿìè íåêîòîðûõ êëàññîâ ñèñòåì íåëèíåéíûõ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûñîêîé ðàçìåðíîñòè è
óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì, ïîëó÷åíèå îöåíîê áëèçîñòè
ðåøåíèé, èçó÷åíèå âëèÿíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ ñèñòåì íà íà÷àëü-
íûå äàííûå äëÿ óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì, ïðèìåíåíèå
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê èçó÷åíèþ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, ñîñòàâëåííîé èç ïîñëåäíèõ êîìïîíåíò ðåøåíèé ñåðèè çàäà÷ Êî-
øè äëÿ ñèñòåì âèäà (3) ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ïðè
íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè ÷èñëà óðàâíåíèé. Äîêàçàíî, ÷òî ýòà ïîñëå-
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äîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ çà-
ïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì (4). Ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.
Îïèñàíà çàâèñèìîñòü íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþ-
ùèì àðãóìåíòîì îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé â çàäà÷å Êîøè äëÿ ñèñòåì âèäà
(3) ïðè n � 1. Èçó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû
(3) è óðàâíåíèÿ (4) ïðè t→∞.

Ðàññìîòðåíî äâà êëàññà ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âû-
ñîêîé ðàçìåðíîñòè. Îäèí èç ýòèõ êëàññîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
âîçìóùåíèå ñèñòåìû (3) ëèíåéíûìè ÷ëåíàìè, äðóãîé � êàê âîçìóùåíèå
ñèñòåìû (3) íåëèíåéíûìè ÷ëåíàìè. Äëÿ ýòèõ êëàññîâ ñèñòåì óñòàíîâ-
ëåíû ñâÿçè ñ óðàâíåíèåì ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì (4) è ïîëó÷åíû
îöåíêè áëèçîñòè ðåøåíèé. Äëÿ ñèñòåì èç ïåðâîãî êëàññà äîêàçàíà òàêæå
îáðàòíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà îá àïïðîêñèìàöèè ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì (4) ðåøåíèÿìè ñèñòåì èç äàííîãî
êëàññà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ïîëó÷åíèè ðåçóëüòàòîâ áûëè èñïîëü-
çîâàíû ìåòîäû òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, à òàê-
æå ìåòîäû, ïðåäëîæåííûå Ã.Â. Äåìèäåíêî â öèêëå ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ
óñòàíîâëåíèþ ñâÿçåé ìåæäó ðåøåíèÿìè ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûñîêîé ðàçìåðíîñòè è óðàâíåíèé ñ çàïàçäû-
âàþùèì àðãóìåíòîì. Âñïîìîãàòåëüíûì àïïàðàòîì èññëåäîâàíèÿ ïî-
ñëóæèëè âåéâëåòû Õààðà è òåîðåìû âëîæåíèÿ äëÿ ñîáîëåâñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà, òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.
Óñòàíîâëåíû ñâÿçè ìåæäó ðåøåíèÿìè íåñêîëüêèõ êëàññîâ ñèñòåì îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûñîêîé ðàçìåðíîñòè è óðàâ-
íåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì. Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâ-
ëÿþòñÿ íîâûìè. Îíè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè êà÷å-
ñòâåííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âûñîêîé ðàçìåðíîñòè è óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãó-
ìåíòîì, à òàêæå ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ñèñòåì âûñî-
êîé ðàçìåðíîñòè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû, âîøåäøèå â äèññåðòàöèþ, äîêëà-
äûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà êîíôåðåíöèÿõ: XLVIII è XLIX Ìåæäóíà-
ðîäíûå íàó÷íûå ñòóäåí÷åñêèå êîíôåðåíöèè �Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõíè÷åñ-
êèé ïðîãðåññ� (Íîâîñèáèðñê, 2010 ã., 2011 ã.), IX ìîëîäåæíàÿ øêîëà-
êîíôåðåíöèÿ �Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ-2010� (Êàçàíü, 2010 ã.), IV Ìåæäó-
íàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ìàòåìàòèêà, åå ïðèëîæåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå
îáðàçîâàíèå� (Óëàí-Óäý, 2011 ã.), Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî âû÷èñ-
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ëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå ÊÂÌ�2011 (Íîâîñèáèðñê, 2011 ã.), Ìåæäóíàðîä-
íàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ �Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé àíàëèç è
ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå� (Âîëãîäîíñê, 2011 ã.), Ìåæäóíàðîäíàÿ
êîíôåðåíöèÿ �Ìîäåëèðîâàíèå, óïðàâëåíèå è óñòîé÷èâîñòü� (Óêðàèíà,
Ñåâàñòîïîëü, 2012 ã.).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ: Îá-
ùåèíñòèòóòñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé ñåìèíàð Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì.
Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ (ðóêîâîäèòåëü: àêàäåìèê Þ.Ã. Ðåøåòíÿê), ñå-
ìèíàð �Ìàòåìàòèêà â ïðèëîæåíèÿõ� (ðóêîâîäèòåëü: àêàäåìèê Ñ.Ê. Ãî-
äóíîâ), ñåìèíàð �Èçáðàííûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà� (ðóêî-
âîäèòåëü: ïðîôåññîð Ã.Â. Äåìèäåíêî), à òàêæå íà çàñåäàíèè Ñèáèðñêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà (ïðåäñåäàòåëü: ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Ñ.Ñ. Ãîí÷à-
ðîâ).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÔÖÏ �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãî-
ãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè� íà 2009�2013 ãã. (ãîñóäàðñòâåí-
íûé êîíòðàêò � 16.740.11.0127), Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé (� 10-01-00035) è Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ Ðîññèéñêîé àêà-
äåìèè íàóê (ìåæäèñöèïëèíàðíûé ïðîåêò � 80).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â
11 ðàáîòàõ, èç íèõ 3 � â æóðíàëàõ èç ñïèñêà èçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ
ÂÀÊ.

Îáúåì è ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââå-
äåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû, è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòå-
ðàòóðû. Îáúåì ðàáîòû � 149 ñòðàíèö. Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû
ñîäåðæèò 50 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð ëèòåðàòóðû è èçëàãàþòñÿ îñ-
íîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Äëÿ èçëîæåíèÿ äàëüíåéøåãî ìàòåðèàëà íàì ïîíàäîáèòñÿ ðåçóëüòàò
Ã.Â. Äåìèäåíêî, îïóáëèêîâàííûé â [1]. Ñôîðìóëèðóåì ýòîò ðåçóëüòàò.
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñåðèþ çàäà÷ Êîøè

dx

dt
= Anx+ F (t, x), t > 0,

x|t=0 = x0, n ≥ n0.
(5)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ g(t, z) ∈ C(R+

2 ) îãðàíè÷åíà è óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Áóäåì íåîãðàíè÷åííî
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óâåëè÷èâàòü ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû (3) è ðàññìàòðèâàòü äëÿ êàæäîé ñè-
ñòåìû çàäà÷ó Êîøè (5) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x0 = 0.
ßñíî, ÷òî ïðè ëþáîì n çàäà÷à Êîøè îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà íà ïðî-
èçâîëüíîì îòðåçêå [0, T ]. Ðàññìàòðèâàÿ òîëüêî ïîñëåäíþþ êîìïîíåíòó
ðåøåíèÿ êàæäîé èç çàäà÷ Êîøè, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
{xnn(t)} (âåðõíèé èíäåêñ îçíà÷àåò ÷èñëî óðàâíåíèé â ñèñòåìå, íèæíèé �
íîìåð êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ).

Òåîðåìà 1 (Ã.Â. Äåìèäåíêî). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnn(t)} ðàâ-
íîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ëþáîì îòðåçêå [0, T ], T > τ :

xnn(t)→ y(t), n→∞.

Ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ y(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì

dy(t)

dt
= −θy(t) + g(t− τ, y(t− τ)), t > τ,

y(t) ≡ 0, t ∈ [0, τ ], y(τ + 0) = 0,

(6)

ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

max
t∈[0,T ]

|xnn(t)− y(t)| ≤ c

n1/4
, n ≥ n0, (7)

ãäå êîíñòàíòà c > 0 çàâèñèò îò ôóíêöèè g(t, z), âåëè÷èíû T è ïàðà-
ìåòðîâ τ, θ.

Â ïåðâîé ãëàâå íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü çàäà÷ Êîøè (5) äëÿ ñèñòåì âèäà (3) ñ íåíóëåâûìè íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè. Îñíîâíàÿ öåëü ãëàâû � îïèñàíèå ïðåäåëüíûõ ñâîéñòâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xnn(t)} ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ â (5),
ïîëó÷åíèå îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ
ïðè t→∞.

Ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç äåâÿòè ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâûõ òðåõ ïàðà-
ãðàôàõ äîêàçûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå èñïîëü-
çóþòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäåëüíûõ òåîðåì.

×åòâåðòûé ïàðàãðàô ïåðâîé ãëàâû ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó ïðå-
äåëüíûõ òåîðåì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xnn(t)}, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àíà-
ëîãàìè ïðåäåëüíîé òåîðåìû 1. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, äî-
êàçàííûå â ýòîì ïàðàãðàôå.
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Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ Êîøè âèäà (5), ïðåä-
ïîëàãàÿ, ÷òî âåêòîðû íà÷àëüíûõ äàííûõ èìåþò ïîñëåäíþþ êîìïîíåí-
òó, îòëè÷íóþ îò íóëÿ, à âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû � íóëåâûå, òî åñòü
âåêòîðû íà÷àëüíûõ äàííûõ â (5) èìåþò âèä

xn,0 = (0, . . . , 0, a)T. (8)

Íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàÿ ÷èñëî óðàâíåíèé è ðàññìàòðèâàÿ òîëüêî ïî-
ñëåäíèå êîìïîíåíòû ðåøåíèé êàæäîé èç çàäà÷ Êîøè âèäà (5), ïîëó÷èì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xnn(t)}.

Òåîðåìà 1.4.1. Ïóñòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â (5) èìåþò âèä (8).
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnn(t)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ëþáîì îò-
ðåçêå [0, T ], T > τ :

xnn(t)→ y(t), n→∞.

Ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ y(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé íà÷àëüíîé çà-
äà÷è 

dy(t)

dt
= −θy(t) + g(t− τ, y(t− τ)), t > τ,

y(t) = ae−θt, t ∈ [0, τ ], y(τ + 0) = ae−θτ ,

(9)

ïðè ýòîì èìååò ìåñòî îöåíêà

max
t∈[0,T ]

|xnn(t)− y(t)| ≤ c√
n
, n ≥ n0(θ, τ), (10)

ãäå êîíñòàíòà c > 0 íå çàâèñèò îò n.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ Êîøè âèäà (5) ñ íà÷àëüíû-

ìè äàííûìè, èìåþùèìè áîëåå îáùèé âèä. Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå
ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1.4.4. Ïóñòü n = ml+ 1, 0 ≤ s < m � öåëîå è íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ â (5) èìåþò âèä

xn,0 = (xn,01 , . . . , xn,0n )T, xn,0sl+1 = a, xn,0j = 0 ïðè j 6= sl + 1.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî T > τ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xnn(t)} èìååò ìåñòî
ñõîäèìîñòü

‖xnn(t)− y(t), Lp(0, T )‖ → 0, n→∞,
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ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ y(t) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W 1
p (τ, T ) è ÿâ-

ëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíîé çàäà÷è

dy(t)

dt
= −θy(t) + g(t− τ, y(t− τ)), t > τ,

y(t) = 0, t ∈
[
0, m−sm τ

)
,

y(t) = ae−θ(t−
m−s
m τ), t ∈

(
m−s
m τ, τ

]
,

y(τ + 0) = ae−θ
s
m τ .

(11)

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.4.4 âûòåêàåò îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäè-
ìîñòè.

Òåîðåìà 1.4.7. Ïóñòü íà÷àëüíûé âåêòîð xn,0 â (5) òàêîé, ÷òî

n∑
j=1

|xn,0j | ≤
c

nσ
, σ > 0.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnn(t)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ëþáîì îò-
ðåçêå [0, T ], T > τ , ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ y(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íà-
÷àëüíîé çàäà÷è (6), è èìååò ìåñòî îöåíêà

max
t∈[0,T ]

|xnn(t)− y(t)| ≤ c1√
n

+
c2
nσ
,

ãäå êîíñòàíòû c1, c2 > 0 íå çàâèñÿò îò n.
Ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà÷àëüíûõ âåêòîðîâ {x̄n,0} è

{x̃n,0} â (5). Ïóñòü {x̄nn(t)} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòàâëåííàÿ èç ïî-
ñëåäíèõ êîìïîíåíò ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè âèäà (5) ñ íà÷àëüíûìè âåêòî-
ðàìè èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x̄n,0}. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {x̄nn(t)} ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ â ïðîñòðàíñòâå Lp(0, T )

‖x̄nn(t)− ȳ(t), Lp(0, T )‖ → 0, n→∞,

ïðè ýòîì ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ȳ(t) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâóW 1
p (τ, T )

è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíîé çàäà÷è
dȳ(t)

dt
= −θȳ(t) + g(t− τ, ȳ(t− τ)), t > τ,

ȳ(t) = ϕ̄(t), t ∈ [0, τ), ȳ(τ + 0) = ā.
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Àíàëîãè÷íî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x̃nn(t)}, ñîñòàâëåííàÿ èç ïîñëåäíèõ
êîìïîíåíò ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè âèäà (5) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè x̃n,0,
ñõîäèòñÿ â Lp(0, T )

‖x̃nn(t)− ỹ(t), Lp(0, T )‖ → 0, n→∞,

ê îáîáùåííîìó ðåøåíèþ ỹ(t) ∈W 1
p (τ, T ) íà÷àëüíîé çàäà÷è

dỹ(t)

dt
= −θỹ(t) + g(t− τ, ỹ(t− τ)), t > τ,

ỹ(t) = ϕ̃(t), t ∈ [0, τ), ỹ(τ + 0) = ã.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1.4.8.Ïóñòü íà÷àëüíûå äàííûå â çàäà÷å Êîøè (5) èìåþò

âèä
xn,0 = x̄n,0 + x̃n,0.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî T > τ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xnn(t)} èìååò ìåñòî
ñõîäèìîñòü

‖xnn(t)− y(t), Lp(0, T )‖ → 0, n→∞,

ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ y(t) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W 1
p (τ, T ) è ÿâ-

ëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíîé çàäà÷è
dy(t)

dt
= −θy(t) + g(t− τ, y(t− τ)), t > τ,

y(t) = ϕ̄(t) + ϕ̃(t), t ∈ [0, τ), y(τ + 0) = ā+ ã.

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ çà-
äà÷è (5) ïðè t → ∞. Ïðè ýòîì íà ïàðàìåòðû çàäà÷è íàêëàäûâàþòñÿ
äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ:

0 < L < θ, (12)

ãäå L � êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ ôóíêöèè g(t, z). Êðîìå òîãî ñ÷èòàåì,
÷òî

g(t, 0) ≡ 0. (13)

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ èìååò ìåñòî òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1.5.1. Íóëåâîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (5) àñèìïòîòè÷å-
ñêè óñòîé÷èâî è èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè

|xnj (t)| ≤ cj
n∑
k=1

|xn,0k |e
−δt, j = 1, . . . , n− 1,

|xnn(t)| ≤ c
n∑
k=1

|xn,0k |e
−δt, t > 0,

ãäå

δ = min

{
θ − L

2
,

1

τ
ln
θ + L

2L

}
. (14)

Â øåñòîì ïàðàãðàôå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (12) è (13) äîêàçàíû
àíàëîãè òåîðåì 1.4.1�1.4.8 íà ïîëóîñè {t > 0}. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî
ïàðàãðàôà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Òåîðåìà 1.6.3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà÷àëüíûõ âåêòîðîâ
{xn,0} â çàäà÷å (5) òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnn(t)}, ñîñòàâëåí-
íàÿ èç ïîñëåäíèõ êîìïîíåíò ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè âèäà (5), ñõîäèòñÿ
íà îòðåçêå [0, T ] äëÿ ëþáîãî T > τ ê ðåøåíèþ íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì

dy(t)

dt
= −θy(t) + g(t− τ, y(t− τ)), t > τ,

y(t) = ϕ(t), t ∈ [0, τ ], y(τ + 0) = a,

(15)

äëÿ íåêîòîðîé êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè ϕ(t). Ïóñòü
âûïîëíåíû óñëîâèÿ (12), (13). Òîãäà ïðè n� 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖xnn(t)− y(t), Lp(0,∞)‖ ≤
c

n∑
k=1

|xn,0k |

nq(p)/(p+1)
,

ãäå êîíñòàíòà c > 0 íå çàâèñèò îò n è íà÷àëüíîãî âåêòîðà xn,0, ôóíê-
öèÿ q(p) èìååò âèä

q(p) =

 1/p, 1 ≤ p ≤ 2,

1/2, p > 2.
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Ïðè ýòîì
‖xnn(t)− y(t),W 1

p (τ,∞)‖ → 0, n→∞.

Â ñåäüìîì ïàðàãðàôå èçó÷åíà íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì (4) îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Òåîðåìà 1.7.1.Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (12). Ïóñòü òàêæå ϕ1(t),
ϕ2(t) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà îòðåçêå [0, τ ] ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì òî÷åê ðàçðûâà, ïðè÷åì âñå ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà. Ïóñòü y1(t), y2(t)
� îáîáùåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷

dyj(t)

dt
= −θyj(t) + g(t− τ, yj(t− τ)), t > τ,

yj(t) = ϕj(t), t ∈ [0, τ ], yj(τ + 0) = aj ,

ãäå j = 1, 2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

‖y1(t)− y2(t),W 1
p (τ,∞)‖ ≤ c

(
|a1 − a2|+ ‖ϕ1(t)− ϕ2(t), Lp(0, τ)‖

)
,

ãäå c > 0 � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò íà÷àëüíûõ äàííûõ ϕ1(t),
ϕ2(t) è a1, a2.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå äîêàçàíà òåîðåìà îá àïïðîêñèìàöèè ëþ-
áîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãó-
ìåíòîì ïîñëåäíåé êîìïîíåíòîé ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3).

Òåîðåìà 1.8.1. Ïóñòü y(t) � ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (15) ñ
êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà÷àëüíîé ôóíêöèåé ϕ(t), êîòîðàÿ èìååò êîíå÷-
íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà. Òîãäà ôóíêöèÿ y(t) ìîæåò áûòü
ñêîëü óãîäíî òî÷íî àïïðîêñèìèðîâàíà ðåøåíèÿìè çàäà÷è Êîøè âèäà
(5) ïðè n� 1.

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ ðàíåå îöåíîê
ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì èìååò
òàêîå æå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå, êàê ôóíêöèÿ xnn(t).

Òåîðåìà 1.9.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (12) è (13). Òîãäà íó-
ëåâîå ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (15) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî è
èìååò ìåñòî îöåíêà

|y(t)| ≤ c̃e−δt, t > 0,

ãäå ïîêàçàòåëü δ > 0 îïðåäåëÿåòñÿ (14).
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Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâÿçåé ìåæäó ðåøåíèÿìè ñè-
ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûñîêîé ðàçìåðíîñòè

dx̂

dt
= Ânx̂+ F (t, x̂), t > 0,

ãäå

Ân =



−n− 1

τn1
0 · · · · · · 0

n− 1

τn1
−n− 1

τn2

. . .
. . .

...

0
. . .

. . .
. . .

...

...
. . .

. . . −n− 1

τnn−1
0

0 · · · 0
n− 1

τnn−1
−θ


,

F (t, x̂) = (g(t, x̂n), 0, . . . , 0)T,

è ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì (4). Ýòó ñèñòåìó
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âîçìóùåíèå ñèñòåìû (3) ëèíåéíûìè ÷ëåíàìè.
Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû ñóùåñòâåííî îïèðàþòñÿ íà ðåçóëüòàòû ãëàâû 1,
îáîáùàþò èõ. Âòîðàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ.

Êàê è ðàíåå, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî θ ≥ 0, ôóíêöèÿ g(t, z) ∈ C(R+

2 )
îãðàíè÷åíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó.
Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ τnj ñèñòåìû âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

|τnj − τ | <
ρ

n
, τ > 0, τnj > 0, j = 1, . . . , n− 1.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ýòîé ñèñòåìû
dx̂

dt
= Ânx̂+ F (t, x̂), t > 0,

x̂|t=0 = x̂0.

(16)

Áóäåì íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàòü ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû n. Ïðè êàæäîì
n çàäà÷à Êîøè (16) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà íà ëþáîì îòðåçêå [0, T ]. Ðàñ-
ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x̂nn(t)}, ñîñòàâëåííóþ èç ïîñëåäíèõ êîì-
ïîíåíò ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè âèäà (16). Êàê è ðàíåå, âåðõíèé èíäåêñ
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îáîçíà÷àåò ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû, à íèæíèé � íîìåð êîìïîíåíòû ðåøå-
íèÿ.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.1.1. Ïóñòü ïðè ëþáîì n íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â (16) íóëå-

âûå. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x̂nn(t)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ëþáîì
îòðåçêå [0, T ], T > τ :

x̂nn(t)→ y(t), n→∞.

Ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ y(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íà÷àëüíîé çàäà÷è (6) äëÿ
óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì è èìååò ìåñòî îöåíêà

max
t∈[0,T ]

|x̂nn(t)− y(t)| ≤ cn−1/2 + ĉ max
j=1,...,n−1

|τnj − τ |, n ≥ n0(θ, τ). (17)

Ñëó÷àé íåíóëåâûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ ðàññìîòðåí âî âòîðîì ïàðà-
ãðàôå. Â ýòîì ïàðàãðàôå äîêàçàíû àíàëîãè òåîðåì 1.4.1�1.4.8. Ñôîð-
ìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â (16) èìåþò âèä

x̂n,0 = (0, . . . , 0, a)T.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x̂nn(t)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ëþáîì îò-
ðåçêå [0, T ], T > τ :

x̂nn(t)→ y(t), n→∞.

Ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ y(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íà÷àëüíîé çàäà÷è (9), è
èìååò ìåñòî îöåíêà (17).

Òåîðåìà 2.2.4. Ïóñòü n = ml+1, 0 ≤ s < m � öåëîå è íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ â (16) èìåþò âèä

x̂n,0 = (x̂n,01 , . . . , x̂n,0n )T, x̂n,0sl+1 = a, xn,0j = 0 ïðè j 6= sl + 1.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî T > τ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x̂nn(t)} èìååò ìåñòî
ñõîäèìîñòü

‖x̂nn(t)− y(t), Lp(0, T )‖ → 0, n→∞,

ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ y(t) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W 1
p (τ, T ) è ÿâ-

ëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíîé çàäà÷è (11).

15



Òåîðåìà 2.2.7. Ïóñòü {xn,0} òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà÷àëü-
íûõ äàííûõ â (5), ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnn(t)} ñõîäèòñÿ ê ðåøå-
íèþ y(t) ∈W 1

p (τ, T ) íà÷àëüíîé çàäà÷è
dy(t)

dt
= −θy(t) + g(t− τ, y(t− τ)), t > τ,

y(t) = ϕ(t), t ∈ [0, τ), y(τ + 0) = a.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x̂nn(t)}, ñîñòàâëåííàÿ èç ïîñëåäíèõ êîìïî-
íåíò ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè âèäà (16) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè xn,0, òàê-
æå ñõîäèòñÿ ê y(t).

Ðàññìîòðèì òåïåðü íà÷àëüíóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâà-
þùèì àðãóìåíòîì

dy(t)

dt
= −θy(t) + g(t− τ, y(t− τ)), t > τ,

y(t) = ϕ(t), t ∈ [0, τ), y(τ + 0) = a,

(18)

ãäå ôóíêöèÿ ϕ(t) èìååò ñïåöèàëüíûé âèä:

ϕ(t) = e−θt
M∑
m=0

2m∑
k=1

cm,kϕm,k(t/τ) + c0e
−θt, (19)

ϕm,k(s) � ôóíêöèè Õààðà:

ϕm,k(s) =

 2m/2, s ∈ [(k − 1)2−m, (k − 1/2)2−m),
−2m/2, s ∈ [(k − 1/2)2−m, k2−m),

0, s 6∈ [(k − 1)2−m, k2−m),

m ∈ N ∪ {0}, k = 1, 2, . . . , 2m.

Èç òåîðåì 1.4.4, 1.4.8 è 2.2.7 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2.2.8. Ïóñòü n = 2M+1l + 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü íà÷àëüíûõ äàííûõ â ñåðèè çàäà÷ Êîøè âèäà (16) òàêàÿ,
÷òî ïðè l→∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x̂nn(t)} ñõîäèòñÿ

‖x̂nn(t)− y(t), Lp(0, T )‖ → 0.

Ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ y(t) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíîé
çàäà÷è (18) ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèåé (19). Ïðè ýòîì

‖x̂nn(t)− y(t),W 1
p (τ, T )‖ → 0.
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Òðåòèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðå-
øåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (18) îò íà÷àëüíûõ äàííûõ â ñëó÷àå, åñëè íà-
÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(t) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà íà [0, τ ] è èìååò êîíå÷íîå
÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà. Ïîëó÷åíû îöåíêè áëèçîñòè ðåøå-
íèé.

Òåîðåìà 2.3.1. Ïóñòü ϕ1(t), ϕ2(t) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ôóíê-
öèè íà îòðåçêå [0, τ ] ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà, ïðè÷åì âñå
ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà. Ïóñòü y1(t), y2(t) � îáîáùåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷

dyj(t)

dt
= −θyj(t) + g(t− τ, yj(t− τ)), t > τ,

yj(t) = ϕj(t), t ∈ [0, τ ], yj(τ + 0) = aj ,

ãäå j = 1, 2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

‖y1(t)− y2(t),W 1
p (τ, T )‖ ≤ c

(
|a1 − a2|+ ‖ϕ1(t)− ϕ2(t), Lp(0, τ)‖

)
,

ãäå c > 0 � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò íà÷àëüíûõ äàííûõ ϕ1(t),
ϕ2(t) è a1, a2.

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ýòîé ãëàâû äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå
çàäà÷è (18) ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíî ïîñëåäíåé êîìïîíåíòîé ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (16) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n� 1.

Òåîðåìà 2.4.1. Ïóñòü y(t) � ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (18) ñ
êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà÷àëüíîé ôóíêöèåé ϕ(t), êîòîðàÿ èìååò êîíå÷-
íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà. Òîãäà ôóíêöèÿ y(t) ìîæåò áûòü
ñêîëü óãîäíî òî÷íî àïïðîêñèìèðîâàíà íà ëþáîì îòðåçêå [0, T ] ðåøåíè-
ÿìè çàäà÷è Êîøè âèäà (16) ïðè n� 1.

Çàìå÷àíèå. Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå òàê æå îïèñàí àëãîðèòì ïî-
ñòðîåíèÿ íà÷àëüíîãî âåêòîðà äëÿ çàäà÷è (16) ïî íà÷àëüíûì äàííûì a,
ϕ(t) çàäà÷è (18).

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ Êîøè äëÿ
ñèñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà

dx̄1
dt

= −n− 1

τ

x̄1
1 + ρ1x̄

γ1
1

+ g(t, x̄n), t > 0,

dx̄j
dt

=
n− 1

τ

(
x̄j−1

1 + ρj−1x̄
γj−1

j−1
− x̄j

1 + ρj x̄
γj
j

)
,

j = 2, . . . , n− 1,
dx̄n
dt

=
n− 1

τ

x̄n−1
1 + ρn−1x̄

γn−1

n−1
− θx̄n,

x̄|t=0 = x̄0.

(20)
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Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê âîçìóùåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû
(3) íåëèíåéíûìè ÷ëåíàìè. Êàê è ðàíåå, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî θ ≥ 0, τ > 0,
êðîìå òîãî

0 ≤ ρj ≤ ρ, γj ≥ γ > 0, j = 1, . . . , n− 1.

Ôóíêöèÿ g(t, z) ∈ C(R+

2 ) íåîòðèöàòåëüíà, îãðàíè÷åíà è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíûå
äàííûå äëÿ çàäà÷è (20) íåîòðèöàòåëüíû x̄0j ≥ 0, j = 1, . . . , n.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çà-
äà÷è Êîøè (20), èç êîòîðîé âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x̄nn(t)},
ñîñòîÿùàÿ èç ïîñëåäíèõ êîìïîíåíò ðåøåíèé ñåðèè çàäà÷ Êîøè (20),
îïðåäåëåíà íà ëþáîì îòðåçêå [0, T ].

Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ
çàäà÷è (20) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëî-
ãîì òåîðåìû 1. Ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå î òîì,
÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè x̄nn(t) → y(t), n → ∞, ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

max
t∈[0,T ]

|x̄nn(t)− y(t)| ≤ c1n−1/2 + c2n
−γ , n ≥ n0(θ, τ, γ, ρ). (21)

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå äîêàçàíû ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ íåêîòîðûõ
íàáîðîâ íåíóëåâûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíà ñëåäóþ-
ùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü íà÷àëüíûå äàííûå â çàäà÷å (20) èìåþò âèä

x̄n,0 = (0, . . . , 0, a)T, a > 0.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x̄nn(t)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ëþáîì îò-
ðåçêå [0, T ], T > τ :

x̄nn(t)→ y(t), n→∞.

Ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ y(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì (9).

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1.4.1 è 3.3.1 âûòåêàåò îöåíêà ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè âèäà (21).

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì èíòåðåñíûé ôàêò, âûòåêàþùèé èç îöåíêè
(21). À èìåííî, äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ çàäàííîãî ε > 0 îáåñïå÷èòü âû-
ïîëíåíèå îöåíêè

|x̄nn(t)− y(t)| < ε, t ∈ [0, T ], n ≥ N0(ε, γ),
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ïðè ìàëûõ γ ≈ 0 íóæíî âûáèðàòü çíà÷èòåëüíî á�îëüøèå íîìåðàN0(ε, γ),
÷åì òå, êîòîðûå âûòåêàþò èç òåîðåìû 1 â ñëó÷àå íåâîçìóùåííîé ñèñòå-
ìû (3). Âïåðâûå ýòîò ôàêò áûë îáíàðóæåí â ñîâìåñòíûõ èññëåäîâàíèÿõ
Ã.Â. Äåìèäåíêî è Ò.Â. Êîòîâîé â 2004�2005 ãã. äëÿ ñèñòåì ñ ëèíåéíûìè
âîçìóùåíèÿìè.
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