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Рассматриваются нелинейные задачи реконструкции многомерных объектов по неполным
наборам дистанционных измерений, представленных в виде интегральных преобразований.
С помощью системы уравнений Прони для D-финитных объектов получены конструктивные
решения таких обратных задач.
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Введение

Мы продолжаем изучение обратных нелинейных задач реконструкции многомерных
объектов по неполным наборам дистанционных измерений, представленных в виде инте-
гральных преобразований (см. [1–4]). В этой работе мы рассматриваем в качестве таких
данных конечные наборы моментов  

αmα,β = χG(x, y) · x yβdxdy,
R2

вычисленных для искомой плоской области G ≥ R2 с характеристической функцией
χG(x, y), и изучаем вопросы строения областей и функций, «невидимых» для некото-
рых наборов их моментов. Мы предполагаем, что область G принадлежит конечно-
мерному семейству областей Gλ, запараметризованных конечным набором дискретных
либо непрерывных параметров λ, и что граница ∂G состоит из конечного числа кривых,
являющихся решениями линейных дифференциальных уравнений с полиномиальными
коэффициентами.

Аналогичные обратные задачи в последнее время рассматривались и для других
«измерительных данных», в частности томографических (см. [5–10] и цитируемую там
литературу). Наш подход основан на разработанном в [1] методе реконструкции кусочно-
гладкой функции одной переменной.

1. Одномерный случай

Проблемы реконструкции одномерных объектов рассматривались для многих ко-
нечномерных их семейств, в частности для линейных комбинаций сдвигов функций из
известного их набора, для кусочно-D-финитных функций, которые мы рассматриваем
ниже, и др. (см. [1; 4; 11; 12] и цитируемую там литературу).
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1.1. Восстановление кусочно-D-финитных объектов

Пусть функция g(x) с носителем на [a, b] ≥ R1 удовлетворяет условию: существует
конечный набор из K + 2 точек a = ξ0 < ξ1 < . . . < ξK+1 = b таких, что на каж-
дом отрезке [ξn, ξn+1], где n = 0, 1, . . .K, функция g(x) непрерывна и удовлетворяет
линейному дифференциальному уравнению

N

Dng(x) =
� 

pn,j(x)
djg

= 0 (1)
dxj

j=0

kn,j

с полиномиальными коэффициентами pn,j(x) =
⎠ 

an,i,jx
i, где pN,j = 0⇔ на [a, b].

i=0

В точках ξn эта функция g(x) может иметь разрывы. Такие функции описывают-
ся конечными наборами параметров и потому называются D-финитными. В частном
случае кусочно-полиномиальных функций можно считать, что дифференциальные опе-
раторы Dn совпадают при всех n и равны D = dN+1

, где N — максимальная степень
dxN+1

полиномиальных частей кусочно-полиномиальной функции g. Для простоты изложения
в дальнейшем будем предполагать, что все эти операторы Dn совпадают.

Как было показано в [1], набор дискретных параметров K, N , {kn,j} и достаточно
большой набор моментов

b

mα = g(x) · xαdx, α = 0, 1, 2, . . . , µ

a

однозначным образом определяет D-финитную функцию g(x) вместе со всеми ее точка-
ми возможных разрывов ξ0, . . . ξK+1 и со всеми коэффициентами дифференциального
оператора D.

В случае кусочно-полиномиальной функции необходимое количество моментов µ за-
висит только от количества скачков K и от определенной выше максимальной степени
N (см. [1]):   

µ = µ(K, N) = max 2(N + 1)K − 2, (K + 1)(N + 1) .

Аналогичное, но несколько более громоздкое выражение для µ может быть выписано
и в кусочно-алгебраическом случае.

Отметим, что для произвольных D-финитных функций величина µ может зависеть
и от других параметров.

dn1Пусть Ln(x) = [(x2 − 1)n] — n-й полином Лежандра. Как известно, все та-2nn! dxn

кие полиномы попарно ортогональны на отрезке [−1, 1] и удовлетворяют уравнению
Лежандра второго порядка

d d21 − x Ln(x) + n(n + 1)Ln(x) = 0.
dx dx

Поскольку полиномы Lj(x), j ≡ n образуют базис в пространстве всех полиномов сте-
2 n−1пени не больше n, многочлен Ln(x) ортогонален всем многочленам 1, x, x , . . . , x ,⎜ 1и, следовательно, все его моменты mj(Ln) = xjLn(x)dx обращаются в ноль при−1

j = 0, 1, . . . , n − 1. Отсюда следует, что D-финитная функция Ln(x) на отрезке [−1, 1]
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может быть определена как минимум по ее n+1 моменту, и, значит, величина µ зависит
не только от порядка дифференциального оператора Лежандра, но и от параметра n.

Пусть не равная тождественно нулю на отрезке [a, b] функция g(x) удовлетворяет
уравнению Dg = 0. В работе [1] для восстановления такой функции по ее моментам mα

была построена процедура, состоящая из решения некоторых линейных систем урав-
нений, имеющих специальный вид нелинейных алгебраических систем, коэффициенты
которых выражаются через моменты mα. На последнем шаге этой процедуры требу-
ется также нахождение базиса в пространстве решений линейного дифференциального
уравнения Dg = 0.

В дальнейшем эту процедуру восстановления мы будем называть Процедурой 1.

1.2. Системы Прони

Системы Прони появляются при решении следующих обратных задач.⎠N ⎜ →Пусть F (x) = j=1 ajδ(x − xi), и «измерения» имеют вид mn = F (x)xndx−→⎜ ⎠N ⎠N nили же mn = j=1 aiδ(x − xj)xndx = j=1 ajxj . Считая ai и xi неизвестными, мы
получаем систему уравнений:

N
nmn = ajxj , n = 0, 1 . . . . (2)

j=1

Эта бесконечная система уравнений называется системой Прони. Впервые она появи-
лась в работах Р. де Прони (1795) [13] и использовалась в дальнейшем во многих теоре-
тических и прикладных исследованиях (см., например, [11;12]), где приводится краткий
список соответствующих публикаций и описывается один из методов решения этой си-
стемы. В этом методе используются 2N уравнений вида (2), и сначала с его помощью
определятся количество ненулевых коэффициентов aj . Далее неизвестные aj и xj опре-
деляются с помощью корней многочленов, коэффициенты которых выражаются через
решения линейных систем типа Ганкеля, в которых коэффициенты, в свою очередь,
выражаются через моменты mn.

В дальнейшем эту процедуру восстановления мы будем называть Процедурой 2.

2. Основной результат

Определение 1. Компактная область G ≥ R2 называется D-финитной, если ее гра-
ница ∂G представима в виде объединения � дуг Sj , удовлетворяющих следующему
условию: существует линейный дифференциальный оператор D вида (1), у которо-
го старший коэффициент не обращается в нуль в проекции Gx области G на ось Ox, и
такой, что каждая дуга Sj является графиком функции y = ψj(x), удовлетворяющей
уравнению Dψj = 0.

Область G при этом не обязана быть односвязной. В случае, когда каждая дуга Sj

является графиком алгебраической функции y = ψj(x), у которой все ветви регулярны
на проекции Gx, область G является D-финитной.



  

  

   

 

� 

� 

49Об одном классе задач интегральной геометрии с неполными данными

Для формулировки основной теоремы обозначим через [a, b] проекцию области G на
ось Ox, и пусть a = ξ0 < ξ1 < . . . < ξK+1 = b — проекции концов дуг Sj , образую-
щих границу этой области. Очевидно, K ≡ �, и максимальное число пересечений ∂G с
вертикальной прямой не превосходит � − 1.

Представим оператор D из определения 1 в виде

N� djg
Dg(x) = pj(x) (x), (3)

dxj
j=0

kj⎠ 
iгде pj(x) = ai,jx .

i=0

Теорема 1. Любая D-финитная область, определяемая дискретными параметрами �,
N , kj однозначно восстанавливается по набору моментов

αmα,β = χG(x, y) · x yβdxdy, 0 ≡ α ≡ M(�, N, kj), 0 ≡ β ≡ 2(� − 1).
R2

Процедура восстановления состоит из двух шагов. На первом шаге решаются некото-
рые линейная система и нелинейная алгебраическая система уравнений, коэффициенты
которых выражаются через моменты mα,β. Далее решается уравнение Du = 0 (см. фор-
мулу (3)), в котором коэффициенты определяются на первом шаге.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через ∆j отрезок [ξj , ξj+1], j = 0, . . . ,K. Область G

над каждым таким отрезком ∆j представима в виде объединения sj ≡ 1(� − 1) полосок2

φ
j,l

≡ y ≡ φj,l, l = 1, . . . , sj , и тогда

b K

mα,β = xαΨβ(x) dx = xαΨβ,j(x) dx, (4)
∆jj=0a

где при x ⇒ ∆j

φj,sj
(x)

sj

β 1 β+1(x) − φβ+1Ψβ,j(x) = y χG(x, y) dy = φj,l j,l
(x) . (5)

β + 1
l=1

φ (x)
j,1

Отсюда сразу следует, что при всех β ⊆ 0 функции Ψβ кусочно-D-финитны. Действи-
тельно, на каждом отрезке ∆j , j = 0, . . . ,K, функция Ψβ = Ψβ,j является линейной
комбинацией β-х степеней функций φ

j,l
, φj,l, l = 1, . . . , sj , которые по предположению

удовлетворяют уравнению Dψ = 0. Значит, каждая функция Ψβ,j удовлетворяет некото-
рому линейному дифференциальному уравнению с полиномиальными коэффициентами:
DβΨβ = 0. Оператор Dβ зависит только от D и не имеет особенностей на отрезке [a, b],
если оператор D не имеет таких особенностей.

С помощью (4) нетрудно найти моменты функции Ψβ одной переменной:

b

mα(Ψβ) = xαΨβ(x) dx = mα,β,

a
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и далее применить описанную выше процедуру 1 для восстановления функции Ψβ по
ее моментам mα,β, где α = 0, 1, . . . , и µβ ≡ M(�, N, kj) при всех β = 0, 1, . . . , 2(� − 1).
На каждом интервале ∆j функция Ψβ(x) = Ψβ,j(x) представляется в виде линейной
комбинации базиса в пространстве решений уравнения Dβu = 0.

Рассмотрим далее при каждом фиксированном x ⇒ ∆j уравнения (5) при различных
значениях β как систему уравнений с неизвестными φ

j,l
(x),φj,l(x) и известными левыми

частями Ψβ,j(x). Эта система является системой Прони, в которой коэффициенты aj

равны ±1, и их сумма равна нулю. Таким образом, значения функций φ
j,l

(x),φj,l(x)
при каждом x ⇒ ∆j можно найти из уравнений (4) с помощью процедуры 2, а эти
функции при j = 0, . . . ,K, l = 1, . . . , sj однозначно определяют область G. Теорема
доказана. D

Как было сказано выше, в случае кусочно-алгебраической границы имеются оценки
количества моментов, необходимого для восстановления области. Мы будем рассматри-
вать здесь случай кусочно-полиномиальных границ, для которого такие оценки имеют
более простую форму и более точны.

Теорема 2. Пусть в условиях теоремы 1 каждая граничная дуга Sj является графиком
полиномиальной функции y = ψj(x) степени не больше N . Тогда область G однозначно
определяется набором моментов

{mα,β : 0 ≡ β ≡ 2(� − 1), 0 ≡ α ≡ M(N, �, β)} ,

где
M(N, �, β) = max 2(βN + 1)� − 2, (� + 1)(βN + 1) .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Построенные в доказательстве теоремы 1 функции Ψβ в услови-
ях теоремы 2 кусочно-полиномиальны, и их степени не превосходят βN . Таким образом,
теорема 2 вытекает из соответствующего результата [1], приведенного выше.

3. Примеры

Начнем с рассмотрения области, ограниченной частью эллиптической кривой

2y = ax3 + bx2 + cx + d = f(x). (6)

Будем предполагать, что корни x1, x2, x3 уравнения f(x) = 0 вещественны, x1 < x2, и
что на интервале (x1, x2) функция f(x) положительна. Таким образом, уравнение y =
= ax3 + bx2 + cx + d определяет компактную область G ≥ R2.

Рассмотрим конечный набор соответствующих моментов

αmα,β = x · yβdxdy.
G

Поскольку область G симметрична относительно оси Ox, при нечетных β мы имеем
mα,β = 0 и

x2

2 αmα,2β = x · (ax3 + bx2 + cx + d)β+1/2 dx. (7)
2β + 1

x1

2
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Для упрощения вычислений введем обозначение

2β + 1
Mα,2β = · mα,2β,

2

и будем называть эту величину «моментом». Из уравнения (7) немедленно следует что

Mα,2β+2 = a · Mα+3,2β + b · Mα+2,2β + c · Mα+1,2β + d · Mα,2β.

Будем восстанавливать кривую (6) по конечному (минимально возможному) набору
моментов Mα,2β. Имеем

M0,2 = a · M3,0 + b · M2,0 + c · M1,0 + d · M0,0; (8)

M1,2 = a · M4,0 + b · M3,0 + c · M2,0 + d · M1,0.

Таким образом, можно получить систему соотношений с неизвестными коэффициентами
a, b, c, d, а также способ проверки совместимости «измерительных данных» {Mα,β}.

Опишем еще два способа получения таких соотношений.
1. Рассмотрим момент

x2

αMα,2 = x · (ax3 + bx2 + cx + d)3/2 dx.

x1

Поскольку f(x1) = f(x2) = 0, интегрируя по частям

du = xαdx, v = (ax3 + bx2 + cx + d)3/2,

получаем
3

Mα,2 = − · (3a · Mα+3,0 + 2b · Mα+2,0 + c · Mα+1,0).2(α + 1)
В случаях α = 1 и α = 0 имеем

4− · M1,2 = 3a · M4,0 + 2b · M3,0 + c · M2,0 (9)
3

и
2− · M0,2 = 3a · M3,0 + 2b · M2,0 + c · M1,0. (10)
3

2. Поскольку f(x1) = f(x2) = 0, простая замена переменных показывает, что
x2

(3ax2 + 2bx + c) · (ax3 + 2bx2 + cx + d) dx = 0,

x1

и, значит,
0 = 3a · M2,0 + 2b · M1,0 + c · M0,0. (11)

Покажем, что определитель системы линейных уравнений (9), (10), (11) с неизвест-
ными a, b, c не равен нулю. Пусть L2,f [x1, x2] — гильбертово пространство, состоящее из
определенных на отрезке [x1, x2] соответствующих функций и со скалярным произведе-
нием

x2

∧F (x),H(x)∨ := F (x) · H(x) f(x) dx.

x1
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В этих обозначениях имеем

0 1M0,0 = ∧x , x0∨, M1,0 = ∧x , x0∨,
2 1M2,0 = ∧x , x0∨ = ∧x , x1∨,
2 2M3,0 = ∧x , x1∨, M4,0 = ∧x , x2∨.

Значит, определитель системы (9)–(11) равен     
2 2 2M4,0 M3,0 M2,0 ∧x , x2∨ ∧x , x1∨ ∧x , x0∨

6 ·⏐⎨ M3,0 M2,0 M1,0
⎝⎪ = 6 ·⏐⎨ 2 1 1∧x , x1∨ ∧x , x1∨ ∧x , x0∨ ⎝⎪ ,

2 0∨ 1 0∨ 0 0∨M2,0 M1,0 M0,0 ∧x , x ∧x , x ∧x , x

что с точностью до множителя 6 совпадает с определителем матрицы Грама набора
2 1из трех функций x , x , x0, линейно независимых в пространстве L2,f [x1, x2]. Хорошо

известно, что этот определитель строго положителен, значит, система линейных урав-
нений (9), (10), (11) имеет единственное решение a, b, c. Неизвестный коэффициент d

однозначно определяется из уравнения (8), так как M0,0 > 0.
Таким образом, мы доказали следующую теорему.

Теорема 3 [3]. Эллиптическая кривая (6) однозначно восстанавливается по 7 моментам
m0,0, m1,0, m2,0, m3,0, m4,0, m0,2 и m1,2.

Отметим, что такая «переопределенность» позволяет находить (нелинейные) соот-
ношения между перечисленными в этой теореме моментами.

Аналогичные вычисления иллюстрируют теоремы 1 и 2 в простом случае (K = 3,
N = 2) (см. [2]), в котором решается обратная задача нахождения треугольника T ≥ R2

с невертикальными ребрами по заданным моментам

m0,0, m1,0, m2,0, m3,0, m0,1, m1,1. (12)

Пусть уравнения неизвестных сторон треугольника T имеют вид

y = g00 + xg01, y = g10 + xg11, y = g20 + xg21.

С помощью принципа Кавальери сведем задачу реконструкции T к поискам треугольни-
ка T � с горизонтальным основанием и с боковыми сторонами y = k1x+ b1 и y = k2x+ b2,
где b1 = g00 − g20, b2 = g10 − g20, k1 = g01 − g21, k2 = g11 − g21. Горизонтальное основание
треугольника T � является проекцией третьей стороны треугольника T на ось Ox.

Начнем с поисков четырех неизвестных величин gj0 − g20, gj1 − g21, j = 0, 1, при
известных m0,0, m1,0, m2,0, m3,0. Будем обозначать через ξ1, ξ2, ξ3 Ox-координаты
также неизвестных вершин T и T � — особенностей кусочно-полиномиальных границ этих
треугольников.

m1,0 (ξ1 + ξ2 + ξ3)Прямые вычисления показывают, что = ;
m0,0 3

6 · m2,0 = (ξ2
1 + ξ2

2 + ξ3
2 + ξ1ξ2 + ξ2ξ3 + ξ1ξ3);

m0,0
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10 · m3,0 = (ξ1
3 + ξ3

2 + ξ3
3 + ξ2

1ξ2 + ξ1ξ2
2 + ξ2

2ξ3 + ξ2ξ
2
3 + ξ1ξ2ξ3 + ξ1

2ξ3 + ξ1ξ
2).3m0,0

Значит, по моментам mi,0, i = 0, 1, 2, 3 определяются симметричные функции ξ1+
+ξ2 + ξ3 и т. п., и, следовательно, неизвестные ξ1, ξ2, ξ3, и k1 = g01 − g21 (возможно,
комплексные) могут быть найдены с помощью теоремы Виета. Несложно вычисляются
и коэффициенты b1, b2 и k2. Таким образом, треугольник T � однозначно определяется
набором моментов m0,0, m1,0, m2,0, m3,0.

Для реконструкции треугольника T введем обозначения:

S021 = g01 + g21 = k1 + 2g21, S020 = g00 + g20 = b1 + 2g20,

S121 = g11 + g21 = k2 + 2g21, S120 = g10 + g20 = b2 + 2g20.

Тогда
x2 x3

2m0,1 = (xk1 + b1)(xS021 + S020) dx + (xk2 + b2)(xS121 + S120) dx,

x1 x2

x2 x3

2m1,1 = (xk1 + b1)(xS021 + S020) · x dx + (xk2 + b2)(xS121 + S120) · x dx .

x1 x2

Это порождает систему двух линейных уравнений относительно неизвестных g20 и g21 —
коэффициентов уравнения основания искомого треугольника T . Определитель этой си-
стемы находится из соотношения

218 · det(aij) = −m0,0 · [(ξ1 − ξ2)2 + (ξ2 − ξ3)2 + (ξ1 − ξ3)2],

обращается в нуль только в вырожденном случае ξ1 = ξ2 = ξ3, и поэтому треугольник
T однозначно восстанавливается по нетривиальному набору моментов (12).

4. Невидимые множества и функции

Рассмотрим пространство Pn вещественных многочленов P (x1, . . . , xn) и фиксируем
в нем семейство S ≥ Pn. Будем говорить, что определенная на Rn функция f является⎜ 
S-невидимой, если Rn P (x)f(x) dx = 0 для каждого P ⇒ S. Область G ≥ Rn называет-
ся S-невидимой, если ее характеристическая функция S-невидима. Очевидным образом
такие определения могут быть сформулированы и для подмножеств с бо́льшими кораз-
мерностями, и для распределений.

Приведем некоторые примеры невидимых множеств и функций с целью найти вза-
имосвязи между несколькими на первый взгляд несвязанными проблемами. Основные
свойства невидимых объектов, которые нас здесь интересуют, — это их «жесткость» и
симметрия.

4.1. Случай семейства из ядра фиксированного
дифференциального оператора

Пусть D — фиксированный дифференциальный оператор от n переменных. Обозна-
чим через S ≥ Pn множество всех многочленов P ⇒ S, для которых DP = 0.
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4.1.1. Области с нулевой квадратурой

Рассмотрим случай D = ∆, когда оператор D является Лапласианом, и обозначим
через Sh соответствующее пространство гармонических полиномов:

Sh = {P ⇒ Pn, ∆P = 0}. ⎜ 
Область G ≥ Rn будет называться областью с нулевой квадратурой, если h dx = 0G

для любой гармонической интегрируемой функции h. В случае h = P ⇒ Sh формули-
руется аналогичное определение Sh-невидимых множеств. Класс таких областей рас-
сматривался во многих публикациях и использовался в обратных задачах теории по-
тенциала, в задачах фильтрации несжимаемой жидкости и в других приложениях (см.,
например, [14; 15] и цитируемую там литературу).

В качестве примеров областей с нулевой квадратурой можно указать полупростран-
ства, внешности эллипсоидов, цилиндров, параболоидов и полос. Известно, что в плос-
ком случае каждая область с нулевой квадратурой принадлежит указанным выше клас-
сам областей [16]. Полное описание областей с нулевой квадратурой в евклидовых про-
странствах бо́льших размерностей остается открытой проблемой.

4.1.2. Множества, невидимые для решений волновых уравнений

∂2
Рассмотрим двумерный волновой оператор D = W = . В этом случае множество∂x∂y

SW состоит из многочленов P , имеющих вид P (x, y) = Q(x) + R(y). Функция f(x, y)⎜ 
является SW -невидимой тогда и только тогда, когда R2 f(x, y)(Q(x) + R(y)) = 0 для
любых многочленов Q(x), R(y), что эквивалентно обращению в нуль всех моментов

xkf(x, y) dxdy = xk dx f(x, y) dy и
R2

ylf(x, y) dxdy = yl dy f(x, y) dx,
R2

а это эквивалентно тождественному равенству нулю функций

F (x) = f(x, y) dy = 0 и H(y) = f(x, y) dx = 0.

Таким образом, мы доказали следующее утверждение.

Утверждение 1. Функция f(x, y) является SW -невидимой тогда и только тогда, когда⎜ ⎜ 
F (x) = f(x, y) dy = 0 при всех x, и H(y) = f(x, y) dx = 0 при всех y. В частности,
это имеет место для функций, представленных в виде конечных или бесконечных сумм⎜ ⎜ 
произведений φ(x)ψ(y), для которых φ(x) dx = 0 и ψ(y) dy = 0.

4.1.3. Гипотезы В. Жао об обращении в нуль

В недавних работах [17; 18] В. Жао сформулировал ряд гипотез, связывающих неви-
димые множества, ядра некоторых дифференциальных операторов и известную пробле-
му якобиана [19].

Для дифференциального оператора D (в частности, для оператора Лапласа) им бы-
ли рассмотрены многочлены P , удовлетворяющие условию: DlP l = 0, l = 1, . . . Как
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было установлено в [17], следующая гипотеза эквивалентна положительному решению
проблемы якобиана.

Гипотеза A. Если для однородного многочлена P степени четыре ∆lP l = 0, где l =
= 1, 2, . . . , то ∆lP l+1 = 0 при l � 1.

В той же работе [17] было показано, что DlP l = 0 эквивалентно нильпотентности
матрицы Гессе H(P ) = ( ∂2P ). В работе [18] были установлены тесные связи гипотезы∂xi∂xj

A и следующей гипотезы.

Гипотеза B. Для компактной области G ≥ Rn, положительной меры µ на G и мно-⎜ 
гочлена P если все моменты P kdµ обращаются в ноль, то для любого многочлена qG⎜ 
моменты P kq dµ обращаются в ноль при k � 1.

4.2. Множества, невидимые для степеней фиксированного многочлена⎜ 
Рассмотрим задачу об обращающихся в нуль моментах P kdµ, т. е. описание усло-G

вий невидимости (G,µ) для всех степеней многочлена P . Такие вопросы возникают во
многих разделах анализа, алгебры, теории дифференциальных уравнений и в задачах
обработки изображений. Некоторые из этих связей будут описаны ниже.

4.2.1. Одномерный случай

В случае функций одной переменной наша задача состоит в отыскании многочленов
(многочленов Лорана и т. п.) P (x) и q(x), для которых

b

mk = P k(x)q(x) dx = 0, k = 0, 1 . . . (13)
a

Такие задачи возникают при исследовании классической проблемы «Центр –Фокус» для
уравнения Абеля (см., например, [20; 21]).

Даже в таком простейшем случае к настоящему времени получены только частичные
результаты [22], в которых используются весьма тонкие алгебраические свойства кольца
многочленов относительно операции суперпозиции. Для формулировки этих результа-
тов нам понадобится «композиционное условие», сформулированное в [23] и изученное
впоследствии в [20–22; 24; 25], а также во многих других публикациях.

Определение 2. Определенные на [a, b] ≥ R гладкие функции f(x) и g(x) удовлетво-
ряют композиционному условию (CC), если существуют гладкая функция W (x), опре-
деленная также на [a, b], и две гладкие функции F̃ , G̃ такие, что

x x

W (a) = W (b), F (x) = f(x) dx, G(x) = g(x) dx ,

a a

и выполняются соотношения

˜ ˜F (x) = F (W (x)), G(x) = G(W (x)), x ⇒ [a, b] .
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Если f и g являются многочленами и удовлетворяют композиционному условию
(CC), то W также является многочленом.

С помощью замены переменных из композиционного условия выводится обращение
в нуль всех моментов mk, определенных в (13). Необходимое и достаточное условие об-
ращения в нуль этих моментов для полиномиальных функций P (x), q(x) формулируется
в следующей теореме.

Теорема 4 [22]. Определенные в (13) моменты mk, k = 0, 1, . . . обращаются в нуль,
(т. е. [a, b] невидим для набора P kq) тогда и только тогда, когда q(x) = q1(x)+ · · ·+ ql(x)
при l = 1, 2 или 3, где q1, . . . , ql удовлетворяют на [a, b] композиционному условию для
функции P (x) и (возможно, различных) W1, . . . ,Wl.

4.2.2. Некоторые многомерные примеры

Напомним определение многомерного композиционного условия (MCC), сформули-
рованного в [26] и позволяющего получить естественное достаточное условие обраще-
ния в нуль всех моментов. Как мы увидим ниже, в случае размерностей, больших 1,⎜ 
это условие намного сильнее, чем обращение в нуль моментов mk = F k(x)g(x) dx,Ω

k = 0, 1, . . . Фактически оно связано с обращением в нуль моментов

Fα1 · Fαnmα = (x) · . . . (x)g(x) dx1 n
Ω

при всех неотрицательных мультииндексах α = (α1, . . . , αn).

Пусть область Ω с гладкой границей ∂Ω открыта и относительно компактна в Rn.
Определим сначала для отображения W : Ω - Rn условие, обобщающее на многомер-
ный случай требование W (a) = W (b).

Определение 3 [26]. Непрерывное отображение W : Ω - Rn «уплощает границу»
∂Ω области Ω, если топологический индекс W |∂Ω равен нулю для любой точки w ⇒
⇒ Rn \ W (∂Ω).

Наглядный смысл этого определения состоит в том, что образ W (∂Ω) «не имеет
внутренности в» Rn.

Предложение 1 [26]. Отображение W : Ω - Rn уплощает границу ∂Ω тогда и только⎜ 
тогда, когда для любой функции H(W ) интеграл H(W (x)) dW (x) обращается в нуль.Ω

Пусть теперь функции F1, . . . , Fs дифференцируемы в области Ω и мера µ на Ω имеет
плотность g(x): dµ(x) = g(x) dx.

Определение 4 [26]. Функции Fl, l = 1, . . . , s и мера µ на Ω удовлетворяют многомер-
ному композиционному условию, если существует гладкое отображение W : Ω - Rn,
уплощающее границу ∂Ω, и существуют функции F̃l(w), l = 1, . . . , s, и g̃(w) на Rn такие,
что Fl(x) = F̃l(W (x)), l = 1, . . . , s, и dµ(x) = g(x)dx = g̃(W (x)) dW .

Следующее утверждение вытекает из утверждения 1 и показывает, что MCC является
достаточным для обращения моментов в нуль.

Утверждение 2. Если функция F и мера µ на Ω удовлетворяют MCC, то все моменты⎜ 
mk = F k(x)g(x)dx, k = 0, 1, . . . обращаются в нуль.Ω
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Рассмотрим пример: пусть область Ω ≥ Rn определена неравенством P (x) ≡ 1, где
P (x) — многочлен, и x = (x1, . . . , xn) ⇒ Rn. Для каждого j = 1, . . . , n определим Sj

как набор многочленов Sj = {Qn(P ) ∂P }, где Q — произвольный многочлен от одной∂xj

переменной.

∂PУтверждение 3. При каждом j = 1, . . . , n функция Q(P ) и мера dµ = dx на Ω∂xj

удовлетворяют MCC, и, следовательно, область Ω невидима для Sj .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Определим отображение W : Ω - Rn следующим образом:
W (x1, . . . , xn) = (y1, . . . , yn), где yi = xi, i =⇔ j, yj = P (x1, . . . , xn). Значит, W отображает
границу ∂Ω в гиперплоскость {yj = 1} ≥ Rn и потому уплощает эту границу. Далее
Q(P ) = Q̃(W ), где Q̃(y1, . . . , yn) = Q(yj) и

∂P
dµ = dx = dx1 · · · dxj−1 · dP · dxj+1 · · · dxn = dW.

∂xj

Таким образом, MCC выполнено, откуда и следует утверждение 3.
Опишем теперь ситуацию, в которой MCC является необходимым и достаточным

для невидимости. Рассмотрим моменты

mk,l = P k(x, y)Ql(x, y)r(x, y) dxdy, k, l = 0, 1, . . . , Ω ≥ R2. (14)
Ω

Будем предполагать, что в рассматриваемой области P удовлетворяет неравенству
∂P ⇔= 0 и что область Ω имеет вид a ≡ P (x, y) ≡ b, c ≡ y ≡ d. Будем также предполагать,∂x

что функции P,Q, r из (14) вещественно аналитичны и что функция Q имеет единствен-
ное критическое значение на каждой линии уровня функции P внутри области Ω.

Теорема 5 [26]. При выполнении сформулированных выше условий все моменты mk,l,
k, l = 0, 1, . . . обращаются в нуль тогда и только тогда, когда функции P,Q и мера rdx

в области Ω удовлетворяют MCC.

Таким образом, область Ω, как и выше, S-невидима для состоящего из всех произве-
дений P kQlr набора функций S тогда и только тогда, когда Ω, P,Q, rdx удовлетворяют
MCC.

Заключение

В рассматриваемом нами круге задач остаются открытыми несколько важных во-
просов.

1. Во всех рассмотрениях мы предполагали, что особые точки дифференциального
оператора D находятся за пределами проекции реконструируемой области. Это условие
не удовлетворяется при восстановлении полуалгебраических плоских областей общего
вида. Их проекции на ось Ox имеют особенности, которые являются также и особенно-
стями дифференциального оператора D, аннигилирующего соответствующие алгебраи-
ческие функции. Однако описанная в [1] конструкция позволяет проводить процедуру
реконструкции и в таких особых случаях (cм. также [27]).
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2. Оценки робастности. Важным параметром в построении процедуры реконструк-
ции (ненулевой) D-финитной функции f является максимальное количество µ ее на-
чальных моментов, которые могут обращаться в нуль (см. раздел 2.1). Основной вопрос
здесь состоит в нахождении всех моментов функции f , по первым ее известным µ мо-
ментам. По-видимому, этот круг задач окажется в центре нахождения оценок робаст-
ности процедуры реконструкции, поскольку через в терминах этих µ первых моментов
функции f можно оценивать ее норму. Эта проблематика связана также и с анализом
периодических решений уравнения Абеля (см. [21]).
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