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ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПУТИ В ДЕРЕВЕ БАРНИНГА–ХОЛЛА

В 1963 г. Ф. Дж. М. Барнинг и в 1970 г. А. Холл описали систематическую процедуру по-
рождения всех примитивных пифагоровых троек с помощью умножения минимальной пифаго-
ровой тройки [3, 4, 5], рассматриваемой как вектор, на последовательность матриц, выбираемых
из фиксированного трехэлементного множества унимодулярных матриц. Тем самым на множе-
стве примитивных пифагоровых троек задается структура бесконечного тернарного корневого
помеченного дерева. В данной работе представлен алгоритм, который по заданной примитивной
пифагоровой тройке (ППТ) строит путь в этом дереве, ведущий от корня к этой тройке. Так как
тройка может лежать очень глубоко, эффективность алгоритма имеет первостепенное значение.
Представленный алгоритм имеет полиномиальную временную сложность относительно длины
входа, которая соответствует логарифму некоторой величины, характеризующей размер ППТ.

Ключевые слова: пифагоровы тройки, дерево Барнинга –Холла, генераторы троек, восста-
новление пути, эффективность алгоритма.

1. Пифагоровы тройки

Пифагоровой тройкой (ПТ) называется тройка целых чисел [x, y, z], удовлетворяю-
щая следующему тождеству:

2 2x2 + y = z .

Тройка называется примитивной (ППТ), если ее элементы взаимно просты: (x, y, z) = 1.
Далее будут рассматриваться только примитивные тройки и полагаться, что они упоря-
дочены, их элементы положительны, четный элемент находится на втором месте. Ми-
нимальной ППТ является [3, 4, 5]. В зависимости от контекста тройки будут рассматри-
ваться как вектора; для краткости знак транспонирования указываться не будет.

Традиционным изображением множества ППТ является их размещение на плоско-
сти (см. рис. 1; для симметризации картинки приведены также тройки, полученные из
[4, 3, 5]), с использованием в качестве координат значений первой и второй компоненты.
В этом случае третья компонета описывает расстояние от центра координат.

Теорема 1. Все ППТ описываются следующей параметризацией:

2[x, y, z] = [t2 − s , 2ts, t2 + s2],

где 0 < s < t, (t, s) = 1, t ⇔= s (mod 2).

В 1963 г. в отчете Амстердамского математического центра Ф. Дж. М. Барнинг [1]
описал систематическую процедуру порождения ППТ. Отчет был написан на голланд-
ском языке и не получил широкой известности. Этот результат был переоткрыт в 1970 г.
А. Холлом [2].
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Рис. 1. Примитивные пифагоровы тройки

Теорема 2. Всякая ППТ [x, y, z] может быть получена из минимальной ППТ [3, 4, 5]
последовательным умножением на унимодулярные матрицы:⎛ ⎛ 

x 3⎤⎞ y
⎣⎡ = Mk . . .M2M1

⎤⎞ 4 ⎣⎡ ,

z 5

где Mi ⇒ T = {A,B,C},

A =

 ⎤⎞
⎛ ⎛ ⎛ 

−1 2 2 1 2 2 1 −2 2
−2 1 2 ⎣⎡ B = ⎤⎞ 2 1 2 ⎣⎡ C = ⎤⎞ 2 −1 2 ⎣⎡ .

−2 2 3 2 2 3 2 −2 3

Замечание 1. A,C ⇒ SL3(Z) ≥ GL3(Z),B ⇒ GL3(Z).

Решение задачи об отыскании пути опирается на утверждение, доказательство ко-
торого для автора было инспирировано изображением на рис. 2.

Утверждение 1. Если [x, y, z] — ППТ, и M ⇒ T , то для ее образа⎛ ⎛ 
X x⎤⎞ Y
⎣⎡ = M⎤⎞ y

⎣⎡
Z z

верно

Y

X
Y
X
Y
X

3
4 для M = C,0 < <

3 4 для M = B,3< <4
4 < для M = A.3

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть M = B (остальные преобразования из T рассматриваются
аналогично) и

2[x, y, z] = [t2 − s , 2ts, t2 + s2],
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Рис. 2. Непримитивные пифагоровы тройки

2где 0 < s < t, (t, s) = 1, t ⇔= s (mod 2). Тогда [X,Y, Z] = [3t2 + 4ts + s , 4t2 + 2ts,
5t2 + 4ts + s2]. Минимизация и максимизация

3t2 + 4ts + s2

4t2 + 2ts

при условии 0 < s < t дает требуемое утверждение. D

Замечание 2. Аналогичные секторы в первом квадранте плоскости, определяемой пер-
выми двумя компонентами пифагоровых троек, задают и произведения матриц из T .
Для произведений длины k таких секторов будет 3k. Например, всякая ППТ будет пе-

X 28реводиться преобразованием CAB в сектор, определяемый неравенством 33 < < .56 Y 45

Разбиение первого квадранта на секторы-«аттракторы» для произведений матриц из T
вычисляется с помощью простого алгоритма: нижняя граница для сектора определяет-
ся ППТ, которая получается умножением соответствующей матрицы на вектор [1, 0, 1]
или [0, 1, 1] в зависимости от того, нечетное или четное число раз входит матрица B

в произведение.

Нас интересует задача построения по заданной ППТ пути, который ведет из кор-
ня дерева Барнинга–Холла в вершину, соответствующую заданной тройке. Обнаружив
свойства преобразований A, B, C из утверждения 1, авторы, например, [3], утверждают,
что далее решение задачи тривиально. Действительно, зная, какому сектору принадле-
жит отношение первых двух компонент ППТ, можно определить, какое из отображений
было применено последним. Так как все отображения обратимы (матрицы унимодуляр-
ны), можно получить предшествующую (на пути из корня дерева) ППТ. Повторяя этот
процесс до достижения минимальной ППТ [3, 4, 5], в конце концов мы построим иско-
мый путь. Однако, хотя процедура сама по себе является очень простой, количество
шагов может быть велико. Как будет показано ниже, оно варьируется в диапазоне от
Ω(log N) до Ω( N), где N — некоторая величина, естественным образом характери-
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зующая размер ППТ. Например, в качестве такой величины можно выбрать значение
= t2 + s2третьей (наибольшей из всех) компоненты ППТ: N .

2. От троек к парам

Хотя для решения поставленной задачи рассуждения, приведенные в п. 3, можно
провести непосредственно для самих ППТ (забегая вперед: в этом случае вместо пря-
мых будут фигурировать параболы), мы перейдем к новому дереву, изоморфному де-
реву Барнинга–Холла. Это упрощает нотацию и рассуждения и делает алгоритм более
эффективным с вычислительной точки зрения. Новое дерево — это дерево параметров-

2генераторов ППТ: [t, s] ∞- [t2 − s , 2ts, t2 + s2], 0 < s < t, (t, s) = 1, t ⇔= s (mod 2).
В литературе имеются ссылки на работу А.Р. Канга [4], где приведен метод по-

рождения пар-генераторов, рассматриваемый ниже. К сожалению, автору эта работа
оказалась недоступна, поэтому он приводит доказательство.

Теорема 3. Всякая пара π = [t, s], где 0 < s < t, (t, s) = 1, t ⇔= s (mod 2), может быть
получена из минимальной пары π0 = [2, 1] последовательным умножением на матрицы:

π = Mk . . .M2M1π0,

где Mi ⇒ P = {A,B,C},� 
1

A = , B = , C = .
0 1 1 0 1 0

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательство является простым следствием теоремы о пара-
метризации ППТ и теоремы Барнинга–Холла. Установим соответствие между элемен-
тами T и P. Рассмотрим переход от одной ППТ к другой под действием некоторого
преобразования из T , например B (другие — аналогично):

2 2 1 2 −1

⎛⎛⎛ 
T 2 − S2 1 2 2 t2 − s2⎤⎞ 2TS

⎣⎡ = ⎤⎞ 2 1 2 ⎤⎞⎣⎡ 2ts
⎣⎡ .

T 2 + S2 22 2 3 t2 + s

Выбрав любую пару тождеств между компонентами (третья является зависимой) и ре-
шив эту систему уравнений относительно T и S, имеем:

T = 2t + s, S = t,

что соответствует умножению на матрицу B. D

Замечание 3. A,C ⇒ SL2(Z) ≥ GL2(Z), B ⇒ GL2(Z). Отметим, что A = TT и C =
= TTS, где T и S — стандартные порождающие элементы (перенос вдоль оси абсцисс
и ортогональный поворот соответственно) специальной линейной группы SL2(Z).

Таким образом, получен систематический способ порождения взаимно-простых пар
чисел противоположной четности. Он задает бесконечное тернарное корневое помечен-
ное дерево, изоморфное дереву Барнинга–Холла.

Для пар также справедливо соответствующее «секторное» утверждение (доказатель-
ство его аналогично доказательству для ППТ).
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Утверждение 2. Если π = [t, s] — пара, и M ⇒ P, то для ее образа

T t
= M

S s

верно
S 10 < < для M = A,T 3

1 S 1< < для M = B,3 T 2
1 < S < 1 для M = C.2 T

В дальнейшем M -сектор — это сектор, соответствующий преобразованию M ⇒ P.
Верхняя/нижняя граница сектора — это соответствующий луч. Никакая пара, за ис-
ключением π0 = [2, 1], не лежит на границах секторов.

Интерес представляет поведение степеней преобразований из P.

Утверждение 3.

1 2k k + 1 −k
Ak = , Ck = ,

0 1 k −k + 1

1 Θk(2 + 2) + θk(2 − 2) 2(Θk − θk)
Bk = � � � ,

4 2(Θk − θk) Θk(2 − 2) + θk(2 + 2)

где Θ = 1 + 2 и θ = −Θ−1 = 1 − 2.

1 −2k −k + 1 k
A−k C−k= , = .

0 1 −k k + 1

Чтобы получить B−k, нужно переставить элементы главной диагонали Bk местами и
взять их с обратным знаком (это простое следствие унимодулярности матриц).

Отметим геометрическое расположение пар, порождаемых степенями преобразова-
ний A и C. Для любой пары π пары Akπ и Ckπ располагаются на лучах, начинающихся
в точке π и растущих параллельно оси абсцисс и биссектрисы первого координатного
угла соответственно в направлении роста координат(ы).

Рассмотрим экстремальные относительно длины пути от корня случаи «залегания»
ППТ. В качестве размера ППТ рассматривается третья компонента, что равно квадрату
евклидовой нормы вектора, соответствующего паре-генератору πM : NM = IπMI2. Из-
менение нормы результирующего вектора при фиксированном начальном определяется
максимальным собственным числом матрицы. Так как

λmax(Ak) = λmax(Ck) = 1, λmax(Bk) = (1 + 2)k,

то примерами медленно растущих пар будут πAk = Akπ0 и πCk = Ckπ0, а быстро рас-
тущих — πBk = Bkπ0. Имеем:

NAk = 4k2 + 8k + 5, NCk = 2k2 + 6k + 5, NBk = Ω((3 + 2 2)k).

Таким образом можно оценить диапазон длины пути в дереве: от Ω(log N) до Ω( N).
А значит, простейший алгоритм, использующий лишь утверждение 2, будет неэффек-
тивным. Если L(N) = log N — длина входа алгоритма, то оценка его временной слож-
ности в худшем O(2const ·L(N)), и эта оценка достижима, например, для πAk или πCk .
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Для удобства оценивания скорости изменения пары π = [t, s] в алгоритме восстанов-
ления пути рассмотрим величину IπI→ = max(|t|, |s|) = t. Так как IπI2

→,→ < N < 2IπI2

то оценка сложности нашего алгоритма, доказанная «в терминах» t, будет справедливой
и «в терминах» размера ППТ.

3. Исключение длинных последовательностей и сложность алгоритма

Идея улучшения эффективности алгоритма состоит в том, чтобы научиться быст-
ро проходить участки пути, на которых «размер» пары изменяется медленно, т. е. для
длинных последовательностей преобразований, состоящих только из A или только из C.
Оказывается, это можно сделать за фиксированное число арифметических операций.

Пусть уже установлено, что текущая пара лежит в A-секторе. Максимальная после-
довательность преобразований Ak, ведущая в данную пару, начинается в паре, лежащей
в секторе, отличном от A-сектора, а значит, прямая, проходящая через рассматриваемые
пары, пересекает верхнюю границу этого сектора. Найдем пересечение:

t t − 2ks 3s
A−k = = .

s s s

Выражая k, получаем: � � 
t − 3s

k = .
2s

Округление необходимо, так как нужно учесть, что пара-назначение лежит чуть дальше
точки пересечения с границей сектора (в точке пересечения k рационально). Таким
образом, отыскав k и применив преобразование A−k, мы покинем A-сектор. Отметим,
что все эти действия требуют фиксированного числа арифметических операций.

Для преобразования C ищется пересечение с нижней границей C-сектора:

t t − k(t − s) 2 (s − k(t − s))
C−k = = .

s s − k(t − s) s − k(t − s)

Выражая k, получаем: � �
2s − t

k = .
t − s

Для B ситуация сложнее из-за экспоненциальной зависимости компонент пар от ко-
личества последовательных применений преобразования. Действуя, как и в предыдущих
случаях, имеем

Θk+1 + θk+1 Θk+2 + θks
= и

s
= Θ ·

Θk+2 + θk+2 Θk+4 − θkt t

для пересечения с нижней и верхней границами B-сектора соответственно, где, как и
ранее, Θ = 1+ 2 и θ = −Θ−1 = 1− 2. При росте k обе величины в правых частях стре-
мятся к 2− 1. Однако для доказательства полиномиальности алгоритма не требуется
обращения соотношений для преобразования B.

Предшествующие рассуждения показывают, что, не уменьшая общности, можно счи-
тать, что рассматриваемый путь не содержит последовательностей преобразований A и
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C длиной более единицы, т. е. двумя соседними одинаковыми преобразованиями мо-
гут быть только B. Завершающим шагом доказательства полиномиальности алгоритма
построения пути в дереве будет демонстрация экспоненциального убывания (если рас-
сматривать обратный ход к корню) или, что то же самое, роста (если рассматривать
прямой ход от корня) параметра t. Таким образом, будет дана линейная оценка количе-
ства шагов алгоритма относительно длины входа — O(L(t)).

Пусть [t0, s0] = [2, 1]. Можно считать, что последовательность имеет четную длину
(в противном случае в качестве базы индукции следует рассмотреть пары, получаемые
из [2, 1] применением одного преобразования из P). [tk+2, sk+2] = M [tk, sk], где M ⇒
⇒ {AB, AC, BA, BB, BC, CA, CB} = P2 \ {AA,CC}. Докажем по индукции, что
tk > 2

k
2 . Очевидно, что для k = 0 и любого преобразования M верно t0 > 1 = 20. Пусть

утверждение верно для k. Докажем его для k + 2. В этом случае порядок изменения
первого параметра пары оценивается следующим образом:

M tk+2

tk
inf

sk
tk

↑(0,1)

tk+2

tk

AB

AC

BA

BB

BC

CA

CB

4 + sk
tk

4 − sk
tk

2 + 2 sk
tk

5 + 2 sk
tk

5 − 2 sk
tk

2 + 3 sk
tk

3 + 3 sk
tk

4

3

2

5

3

2

3

Это демонстрирует, что параметр t изменяется не менее чем в два раза. Таким образом,
k k k+2

tk+2 > 2 tk > 2 2 2 = 2 2
+1 = 2 2 , и это завершает доказательство.
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