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Выявление межпредметных связей при 
изучении математики предполагает исполь-
зование идей и методов, свойственных од-
ним математическим дисциплинам, при 
изучении других. Практика изучения поня-
тий и конструкций математики с различных 
точек зрения, основывающаяся на естест-
венных аналогиях и связях, содействует 
преодолению стереотипности представле-
ний, выработке у студентов навыков абст-
рактного логико-алгебраического мышле-
ния, являющегося наиболее существенной со-
ставляющей общей математической культуры. 

В данной работе предлагается опыт изу-
чения некоторых понятий, конструкций и 
теорем из различных областей математики 
посредством выявления их общей логиче-
ской основы и использования идейно-
методологической базы комбинаторной ма-
тематики. 

Одним из принципов комбинаторики яв-
ляется так называемый принцип включений 
и исключений, который дает метод подсче-
та числа объектов из данного конечного 
множества, не обладающих ни одним из 
заданных свойств. 

На основе этого принципа может быть 
получен ряд теорем, принадлежащих, в об-
щем-то, далеким друг от друга разделам 
математики. Доказательства таких теорем 
проводятся различными специальными ме-
тодами, традиционно свойственными этим 
разделам, без использования принципа 
включений и исключений (или использова-
ния его в неявной форме). Выявление об-
щих позиций, позволяющих доказать эти 
теоремы единообразно, способствует осоз-
нанию методологической общности мате-
матики, выработке навыков описания объ-
ектов одной теории в терминах другой, что 
играет исключительно важную роль в по-
стижении метода формальных аксиомати-

ческих теорий – одного из основных мето-
дов современной математики. 

Принцип включений и исключений в 
наиболее общей форме, позволяющей полу-
чать его конкретные версии в различных 
математических теориях, удобно формули-
ровать на языке одноместного исчисления 
предикатов. Следует отметить, что такой 
подход к изучению этого принципа способ-
ствует не только постижению комбинатор-
ных фактов, но и содействует приобрете-
нию определенного опыта в построении 
семантических интерпретаций символиче-
ских языков предикатных сигнатур, в про-
цессе которых раскрывается теоретико-
множественный смысл предикатов. 

Пусть М – конечное непустое множество 
и 1{ ( ); ... ; ( )}nP x P xΣ =  – совокупность одно-
местных предикатов, определенных на этом 
множестве. Предикаты  будем рас-
сматривать как свойства, которыми могут 
обладать (или не обладать) элементы мно-
жества М. С каждым элементом а множест-
ва М можно связать последовательность 

( )iР x

1( ); ... ; ( ) n
пР а Р а E∈ , где ,{ ; }E и л= nE  – п-я 

декартова степень множества Е и 

, если элемент  
( )       обладает свойством ;

, в противном случае,
i i

и а
Р a Р

л

⎧
⎪= ⎨
⎪
⎩

1;2; ... ;i n= .  

Последовательность 1( ); ... ; ( )пР а Р а  назо-
вем характеристикой элемента  (на 
языке предикатов ). 

a M∈
1; ... ; nP P

Рассмотрим соответствующий пример: 
пусть {1; 2; ... ;100}M =  и  

{ }1 2 3 4 5( ); ( ); ( ); ( ); ( )Р х Р х Р х Р х Р х∑ = , 
при этом: 
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1| (M )Р а=  ⇔  число а – четно; 

2| (M )Р а=  ⇔  число а – полный квадрат; 

3| (M Р а= )
)

 ⇔  число а – простое; 

4| (M Р а=  ⇔  число а – кратно 10; 

5| (M Р а= )  ⇔  число а имеет шесть на-
туральных делителей. 

Нетрудно проверить тогда, что числа 20 
и 50 имеют характеристику 〈и; л; л; и; и〉, а 
число 100 – единственное число характери-
стики 〈и; и; л; и; л〉. 

Простейшие свойства понятия характе-
ристики приводятся в форме упражнений 
ниже. Эти упражнения предлагаются сту-
дентам для самостоятельного решения. 

1. Доказать, что соответствие  из М в ϕ nE : 

( 1( ) ( ) ( );...; ( )пa M a Р а Р а∀ ∈ ϕ = )

)

), 
сопоставляющее каждому элементу а из М 
его характеристику, является отображе-
нием. 

2. Доказать, что бинарное отношение ∼, 
определенное на М по правилу 

1( )( )( ( (a M b M a b P a∀ ∈ ∀ ∈ ⇔ ≡∼  

1( )) &...& ( ( ) ( )))n nP b P a P b≡ ≡ , 
является отношением эквивалентности и 
что фактор-множество M ∼  состоит не бо-
лее чем из  элементов. 2n

3. Представить отображение  из упр. 1 
в виде композиции трех отображений: 
сюръекции, биекции и инъекции. 

ϕ

Из этих упражнений следует, что для 
любого  все элементы из класса экви-
валентности [а]

a M∈
∼ имеют одну и ту же харак-

теристику. Поэтому характеристику любого 
элемента из этого класса можно назвать ха-
рактеристикой всего класса [а]∼. 

Пусть { }1
( ); ... ; ( )

ki iP x P x ⊆ ∑  ( 11 i≤ <  

) и 2 ... ki i n< < < ≤ 1; ... ; k
k Eσ σ ∈ . Положим 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
=

          , если ),(

; если ),(
)(

лxP

иxP
xP

ji

ji

i
j

jj

j σ

σ
σ

)

  

1; ... ; .j k=                                   (1) 
Через 1

1
( ; ... ; k

ki iM P Pσσ   
 обозначим подмножество мно-

жества М, элементы которого удовлетворя-
ют всем свойствам  , 

т. е. подмножество  

1 2(1 ...i i≤ < <

... )ki n< ≤

)(xP j

ji
σ ( 1; 2; ... ; )i k=

( )
1

| & ( )j

j

k

ij
a a M & M P aσ

=

⎧ ⎫⎛ ⎞∈ =⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

.        (2) 

Что касается остальных свойств, т. е. 
свойств из { }1

\ ( ); ... ; ( )
ki iP x P xΣ , то на одних 

элементах из 1

1
( ; ... ; k

ki i )M P Pσσ   эти свойства 
могут выполняться, а на других – нет. 

Продолжая вышеприведенный пример, 
отметим, что 

2 3 4( ; ; )М Р Р Р =  
{ }10; 20; 30; 40; 50; 60; 70; 80; 90= ; 

{ }1 3( ; ) 2М Р Р = ; 

{ }4 5( ; ) 20; 50М Р Р = . 

На этом этапе следует обратить внима-
ние студентов на то, что в обозначениях (1), 
(2) класс эквивалентности [а]∼ M∈ ∼  ха-
рактеристики 1; ... ; n

n Eσ σ ∈  есть подмно-
жество 1

1( ; ... ; п
п )М Р Pσσ  множества М, и от-

разить на диаграммах Эйлера – Венна воз-
можный характер разбиения множества М 
на классы, в случае, когда  состоит из 
трех одноместных предикатов. 

Σ

Пусть { }1 2 3( ); ( ); ( )Р х Р х Р хΣ = . Предпо-
ложим, что в множестве М имеются эле-
менты любой характеристики 

3
1 2 3; ; Eσ σ σ ∈ . Тогда диаграмма, отра-

жающая разбиение множества М на классы, 
будет иметь вид, представленный на 
рис. 1, а. Иллюстрация случая, когда в 
множестве М нет элементов характеристики 
〈и; и; и〉; 〈л; и; и〉, дана на рис. 1, б. В соот-
ветствии с этим, фактор-множество M ∼ , в 
случае а, состоит из 38 2=  классов, а в слу-
чае б – из 36 2<  классов эквивалентности. 

В связи с анализом этого конкретного 
примера студентам предоставляется воз-
можность доказать самостоятельно сле-
дующие утверждения. 

4. Любой предикат 
{ }1 2

( ) \ ( ); ( ); ... ; ( )
sj i i iP x P x P x P∈Σ x

)

  

делит 1` 2

1 2
( ; ; ... ; s

si i iM P P Pσσ σ  на два непересе-

кающихся подмножества –  

 и 

1 2

1 2
( ; ; ..i iM P Pσ σ .

...; ; )s

si jP Pσ 1 2

1 2
( ; ; ... ; ;s

si i i j )M P P P Pσσ σ , где 

1 2; ; ... ; s
s Еσ σ σ ∈  (в общем случае одно из 

этих подмножеств может оказаться пустым). 



‘ÓрÏÛÎ‡ ‚ÍÎ˛˜ÂÌËÈ Ë ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÈ Ë ÏÂÚÓ‰Ë˜ÂÒÍËÂ ÔÓ‰ıÓ‰˚ Í ÂÂ ÔрËÏÂÌÂÌË˛                 17 

Рис. 1 

5. Для любого { }1; 2; ... ;s n∈  и любого 
набора 1 2; ; ... ; s

s Еσ σ σ ∈  подмножество 
1 2

1 2
( ; ; ... ; s

si i i )M P P Pσσ σ  есть объединение  
классов эквивалентности из фактор-мно-
жества 

sn−2

M ∼  (в общем случае некоторые из 
этих классов могут оказаться пустыми). 

Прежде чем дать принцип включений и 
исключений в общем виде, полезно, обра-
тившись к рис. 1, подсчитать число 

);;( 321 РРРМ  элементов множества М, не 

удовлетворяющих ни одному из предикатов 
Р1; Р2; Р3. Процесс подсчета можно осуще-
ствить так: удалить из М элементы, которые 
удовлетворяют предикату Р1, затем – пре-
дикату Р2, затем – Р3. Но при этом элемен-
ты, обладающие одновременно свойствами 
Р1 и Р2, будут при удалении учитываться 
дважды: сначала как элементы, удовлетво-
ряющие предикату Р1, а затем как элемен-

ты, удовлетворяющие предикату Р2 (это же 
касается и элементов, одновременно обладаю-
щих свойствами Р1 и Р3, Р2 и Р3). В связи с этим, 
к числу ( )1 2( ) ( ) ( )3М М Р М Р М Р− + +  
нужно прибавить (один раз) число 

);();();( 323121 РРМРРМРРМ ++  элемен-
тов, удаленных дважды. Но, прибавив это 
число, мы лишний раз учтем число элемен-
тов, одновременно обладающих всеми тре-
мя свойствами . Таким образом, 
для получения правильного результата, 
нужно еще вычесть число 

1 2 3; ;Р Р Р

1 2 3( ; ; )М Р Р Р . 
В итоге получаем 

=);;( 321 РРРМ  

( )1 2 3( ) ( ) ( )М М Р М Р М Р= − + + +  

( )−+++ );();();( 323121 РРМРРМРРМ    
);;( 321 РРРМ− .                                 (3) 

Нетрудно проверить, что в случае двух 
свойств  и  число )(1 хР )(2 хР );( 21 PPM  
находится по формуле 

( )1 2 1 2( ; ) ( ) ( )M P P М М Р М Р= − + +  

1 2( ; )М Р Р+ .                                 (4) 
Проиллюстрируем формулу (3) на сле-

дующем примере: из 155 студентов 65 вла-
деют английским языком, 55 – француз-
ским, 75 – немецким, 20 студентов владеют 
английским и французским языками, 21 – 
английским и немецким, 24 – французским 
и немецким, всеми этими языками владеют 
18 студентов. Сколько студентов не владе-
ют ни одним из этих языков, знают только 
английский (немецкий)? 

Определив на множестве М всех студен-
тов предикаты А(х); Ф(х); Н(х) – студент х 
владеет английским, французским, немец-
ким языком соответственно, по формуле (3) 
находим 

( ; ; ) 155 (65 55 75)М А Ф Н = − + + +  

(20 24 21) 18 7+ + + − = . 
Для нахождения числа студентов, знаю-

щих только английский язык, т. е. 
( ; ; )М А Ф Н , можно воспользоваться фор-

мулой (4), взяв в качестве М множество 
М(А), а в качестве свойств Р1(х) и Р2(х) – 
свойства Ф(х) и Н(х) соответственно, т. е. 

( ; ; ) ( ) ( ( ; )М А Ф Н М А М А Ф= − +  

( ; ) ) ( ; ; )М А Н М А Ф Н+ + =  
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65 (20 21) 18 42= − + + = . 

Аналогично находим, что ( ; ; )М А Ф Н =  

. Подобным обра-
зом можно вычислить число элементов в 
любом классе эквивалентности 

 фактор-множества 

75 (21 24) 18 48= − + + =

31 2( ; ;М А Ф Н σσ σ ) M ∼ , 
3

1 2 3; ; Eσ σ σ ∈  (рис. 2). 

 
Рис. 2 

Формула, аналогичная формуле (3), име-
ет место и в общем случае. Пусть М – не-
пустое конечное множество и Р1(х); … ; 
Рп(х) – свойства, которыми могут обладать 
или не обладать элементы множества М. 
Тогда число 1( ; ... ; )пМ Р Р  элементов мно-

жества М, не обладающих ни одним из этих 
свойств, вычисляется по формуле 

1( ; ... ; ) ( )п ii
М Р Р М M P= − Σ +  

1
( ; ) ...i ji j n

M P P
≤ < ≤

+ Σ +   

1
11 ...

... ( 1) ( ; ... ; ) ...
s

s

s
i ii i n

M P P
≤ < < ≤

+ − Σ +  

1.. ( 1) ( ; ... ; )n
nM P P+ − .                           (5) 

Доказательство формулы (5) осуществ-
ляется методом полной математической ин-
дукции по натуральному параметру п. 

Формулу (5) обычно называют формулой 
включений и исключений, в связи с тем, что 
в ней сначала исключаются все элементы, 
обладающие хотя бы одним из рассматри-
ваемых свойств: ; затем 
включаются элементы, обладающие хотя бы 
двумя из этих свойств; далее исключаются 
элементы, обладающие хотя бы тремя свой-
ствами и т. д. 

1( ); ... ; ( )nP x P x

Пусть 1 2; ; ... ; kM M M  – подмножества 
конечного множества М. Определим на М 
одноместные предикаты   
по следующим правилам: 

)(xPi ( 1, 2, ... , )i k=

))()(( ii MauaPMa ∈⇔=∈∀ . 
Тогда, согласно (2): 

1 2 1 2
( ; ; ... ; ) ...

s si i i i i iM P P P M M M= ∩ ∩ ∩  

для любой подсовокупности { 1, 2, ... , ;
jiP j s=  

}1 21 ... si i i k≤ < < < ≤  из Σ; т. е. формула 

включений и исключений в рассматривае-
мом случае примет вид: 

1
1

( ; ... ; )k ii k
М Р Р М M

≤ ≤
= − Σ +  

1
...i ji j k

M М
≤ < ≤

+ Σ ∩ +  

1
11 ...

... ( 1) ... ...
s

s

s
i ii i k

M М
≤ < < ≤

+ − Σ ∩ ∩ +  

1... ( 1) ...k
kM M+ − ∩ ∩ . 

Так как 1\ ( ; ... ; )kM М Р Р  – подмножест-
во элементов из М, на которых выполняется 
хотя бы один из предикатов  

( )    ( 1, 2, ... , )iP x i k= , то  

1 1\ ( ; ... ; ) ...k kM М Р Р M M= ∪ ∪ . 
Окончательно получаем 

1 1 1
) ..

k

i i i ji i k i j k
М M M M

= ≤ ≤ ≤ < ≤
∪ = Σ − Σ ∩ + .  

1
1 2... ( 1) ... )k

kM М М−+ − ∩ ∩ ∩ .        (6) 
Формула включений и исключений име-

ет многочисленные применения в матема-
тике. Укажем, в частности, ее применения: 
1) в теории чисел; 2) в теории вероятностей; 
3) в линейной алгебре. 

1) Пусть { }1; 2; ... ;М п=  и  – 
попарно различные простые числа. Определим 
на М совокупность 

1 2
; ; ... ;

k
р р р

{ }( ) 1; 2; ... ;iP x i kΣ = =  
одноместных предикатов по правилам: 

 )()(( auaPMa i ⇔=∈∀  делится на про-
стое число )ip , ( 1, 2, ... , )i k= . Тогда, в со-
ответствии с (2), 

1 2
| ( ; ; ... ; ) |

si i iM P P P  будет 
равно количеству таких чисел Mr ∈  (т. е. 
не превосходящих п), которые делятся на 
каждое из чисел  

jip ( 1, 2, ... , )j s= , что (в 

связи с тем, что все эти числа – простые) 
равносильно делимости числа r на произве-
дение 

1 2
...

si i ip p p⋅ ⋅ ⋅ , для любой подсово-
купности  из . Но для лю-
бых натуральных а и d  количество 

1 2
{ ; ; ... ; }

si i iP P P Σ

)0( ≠d
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натуральных чисел, не превосходящих а и 

делящихся на d, равно a
d
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

, где [ ]x  (целая 

часть числа х) – функция, определенная для 
всех действительных чисел и представляю-
щая собой (для данного х) наибольшее це-
лое число, не превосходящее х [Бухштаб, 
1966]. Таким образом: 

1 2

1 2

( ; ;... ; )
...s

s

i i i
i i i

nM P P P
p p p

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
.       (7) 

С учетом равенства (7), формула вклю-
чений и исключений в этом случае будет 
иметь вид 

1
1

( ; ... ; )k
i k

i

nМ Р Р n
p≤ ≤

⎡ ⎤
= − Σ +⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

1
...

i j k
i j

n
p p≤ < ≤

⎡ ⎤
+ Σ −⎢ ⎥

⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
 

1
1 2

1 ...
... ( 1) ...

...s
s

s

i i k
i i i

n
p p p≤ < < ≤

⎡ ⎤
+ − Σ +⎢ ⎥

⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
 

1 2

... ( 1) .
...

k

k n
p p p

⎡ ⎤
+ − ⎢

⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
⎥                      (8) 

Найдем, к примеру, количество целых 
положительных чисел, не превосходящих 
256 и не делящихся ни на одно из простых 
чисел 7; 11; 13. 

Пусть М = {1; … ; 256}. Определим на М 
свойства Р1(х); Р2(х); Р3(х) по следующим 
правилам: 
М╞ Р1(а) ⇔ а делится на 7; 
М╞ Р2(а) ⇔ а делится на 11; 
М╞ Р3(а) ⇔ а делится на 13. 
Используя формулу (8), получаем 

1 2 3( ; ; ) 256М Р Р Р = −  
256 256 256
7 11 13

⎛ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + +⎜ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝

⎞
+⎟

⎠
 

256 256
7 11 7 13

⎛ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎜ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝
+  

256 256
11 13 7 11 13

⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ −⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ ⋅ ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎠
=  

( ) ( )256 36 23 19 3 2 1 0 184.= − + + + + + − =  
В качестве заданий для самостоятельной 

работы можно предложить студентам сле-
дующие упражнения. 

Найти количество целых положительных 
чисел, не превосходящих 250 и взаимно 
простых с числом 72. 

Найти число перестановок 1; ... ; п= α αα  
из п элементов 1; … ; п, в которых  
для любого 

i iα ≠
1; 2; ... ;i n=  (другими словами, 

считая расположение чисел 1; … ; п исход-
ным, найти число тех перестановок, в кото-
рых ни одно из этих чисел не остается в ис-
ходном положении). 

(Указание. Взять в качестве М множест-
во всех перестановок из п элементов; в ка-
честве свойства Рi(х) предикат, определен-
ный на М по правилу: 
М╞ Рi(α) ⇔  в перестановке α число i ос-

тается в исходном положении, . 1; 2; ... ;i n=

Показать, что ( )
1

( ; ... ; )  !
ti iМ Р P n t= −  

для любого сочетания   из элемен-
тов . Так как число различных соче-
таний   из п по t равно , то 

1{ ; ... ; }ti i
1; ... ; n

1{ ; ... ; }ti i t
nC

1
1

2

( ; ... ; ) ! ( 1)!

( 2)! ... ( 1) ( )!
n n

s s
n n

M P P n C n
C n C n s

= − ⋅ − +

+ ⋅ − + + − ⋅ − +
 

). )!()1()!()1(...
0

inCnnC i
n

i
n

i

n
n

n −⋅−∑=−⋅−++
=

Исходя из формы (8) принципа включе-
ний и исключений, нетрудно получить ряд 
результатов теории чисел. 

1.1)  Так как утверждения: «r не делится 
на простое число р» и «r и р – взаимно про-
сты» равносильны для любых , то ;r p N∈

1( ; ... ; )kМ Р Р  есть число натуральных чи-

сел, не превосходящих п и взаимно простых 
с 1 2; ; ... ; kp p p . В теории чисел это число 
обозначается через 1 2( ; , , ... , )kB n p p p . Та-
ким образом, формула (8) есть формула для 
вычисления этого числа. 

1.2)  Функция Эйлера  в теории чи-
сел определяется для любого натурального 
числа , при этом 

)(nϕ

1n > ( )nϕ  есть число нату-
ральных чисел, не превосходящих п и вза-
имно простых с п. Если  – 
каноническое разложение натурального 
числа п в произведение степеней простых 
чисел, то аналитическое представление для 

kl
k

ll pppn ⋅⋅⋅= ...21
21

( )nϕ  имеет вид [Бухштаб, 1966] 

1 2

1 1( ) 1 1 ... 1
k

n n
p p p

⎛⎛ ⎞ ⎛ ⎞
ϕ = ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ −⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 ⎞
⎟ .     (9) 

Обычно доказательству этой формулы 
предшествует нетривиальное доказательст-
во свойства мультипликативности функции 

( )nϕ , а затем с использованием этого свой-
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ства доказывается и сама формула. Исполь-
зуя принцип включений и исключений в 
форме (8), этот результат можно получить 
значительно проще. Так как в рассматри-
ваемом случае каждое из простых чисел 

1 2; ; ... ; kp p p  делит п, то 

ss iiiiii ppp
n

ppp
n

⋅⋅⋅
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⋅⋅⋅ ......
2121

, 

для любой подсовокупности { }1 2
; ; ... ;

si i ip p p  

из { }1 2; ; ... ; kp p p . 

Учитывая, что 1( ; ... ; ) ( )kМ Р Р n= ϕ  из 

формулы (8), получаем 

1 1
( ) ...

i k i j ki i j

n nn n
p p p≤ ≤ ≤ < ≤

ϕ = − ∑ + ∑ − +
⋅

 

1
1 2

1 ...
( 1)

...s
s

s

i i k i i i

n
p p p≤ < < ≤

+ − ∑ +
⋅ ⋅ ⋅

  

1 2

... ( 1)
...

k

k n
p p p

+ + − =
⋅ ⋅ ⋅

 

1 1

1 11
i k i j ki i

n
p p p≤ ≤ ≤ < ≤

⎛
= − ∑ + ∑⎜⎜ ⋅⎝ j

−  

1

1 ...
r s t k r s tp p p≤ < < ≤

− ∑ +
⋅ ⋅

 

1 2

1... ( 1)
...

k

kp p p
⎞

+ − =⎟⋅ ⋅ ⎠
  

1 2

1 11 1 ... 1
k

n
p p p

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 , 

так как если раскрыть скобки в произведе-

нии 
1

11
k

i ip=

⎛
∏ −⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ , то, как нетрудно видеть, 

получится сумма: 

1 1

1 11
i k i j ki i jp p p≤ ≤ ≤ < ≤

− ∑ + ∑ −
⋅

 

1 1 2

1 1... ( 1) .
...

k

r s t k r s t kp p p p p p≤ < < ≤
− ∑ + + −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 

1.3)  В теории чисел через ( )хπ  обозна-
чается число простых чисел, не превосхо-
дящих x N∈ . Для подсчета числа 

( ) ( )nπ − π n  (т. е. количества простых чи-
сел, больших n  и не превосходящих п) 
для любого 1  используется алгоритм 
«Решето Эратосфена», суть которого, как 
известно, заключается в следующем [Бух-
штаб, 1966]. Пусть известны все простые 
числа 

n >

1 22; 3; ... ; kp p= = p , не превосходя-

щие n . Тогда, после вычеркивания в по-
следовательности 2; 3; 4; … ; п всех чисел, 
делящихся на 2, затем – всех чисел, деля-
щихся на 3, на 5 и т. д. и, наконец, всех чи-
сел, делящихся на  оставшиеся числа 
составят множество простых чисел р, удов-
летворяющих условию 

kp

npn ≤< . Таким 
образом, число )()( nn π−π  может быть 
найдено непосредственным применением 
алгоритма и подсчетом количества остав-
шихся чисел. 

Используя принцип (8) и учитывая, что 
1( ; ... ; )kМ Р Р = )()( nn π−π , 

получаем следующую явную формулу для 
вычисления этого числа: 

=π−π )()( nn  

1 1
( 1) ...

i k i j k
i i j

n nn
p p p≤ ≤ ≤ < ≤

⎡ ⎤⎡ ⎤
= − − Σ + Σ − +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

1
1 2

...
( 1) ...

...s
s

s

i i
i i i

n
p p p< <

⎡ ⎤
+ − Σ +⎢ ⎥

⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
 

1 2

... ( 1)
...

k

k n
p p p

⎡ ⎤
+ − ⎢ ⎥

⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
.                     (10) 

В формуле (10), в правой ее части, вме-
сто п стоит слагаемое , так как из 
множества 

)1( −п
{ }1; 2; ... ;М п=  удаляется число 

1, не являющееся простым по определению. 
2) В учебниках и учебных пособиях по 

теории вероятностей теорема о сложении 
вероятностей доказывается обычно для 
двух событий опытов, охватываемых клас-
сической схемой (см., например: [Вентцель, 
1969]). 

Говорят, что опыт S осуществляется по 
классической схеме, если из совокупности 

 всех событий, появление которых воз-
можно в этом опыте, можно выделить ко-
нечную подсовокупность , обладающую 
следующими свойствами: 

*S

SΩ

а) SΩ  – полная группа попарно несовме-
стных равновозможных событий; 

б) для любого события  по поя-
вившемуся (в результате проведения опыта 
S) событию 

∗∈ SA

SE Ω∈  можно достоверно су-
дить о том, произошло событие А или нет. 

События из SΩ  называются элементар-
ными, а сама подсовокупность  называ-SΩ
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ется пространством элементарных событий 
опыта S. 

Используя формулу включений и ис-
ключений, теорему сложения вероятностей 
можно доказать сразу для любого конечно-
го числа событий . Дейст-
вительно, возьмем в качестве М множество 

1 2; ; ... ; kА А A S ∗∈

{ }1 2; ; ... ;S nE E EΩ =  элементарных событий. 
Систему  предикатов  

 определим на  по правилам: 
{ 1 2( ); ( ); ...P x P x∑ =

... ; ( )kP x SΩ
⇔=Ω∈∀ uEPE jiSj )()((  

jE событие оеэлементарн  

благоприятствует )iА ( 1,2, ... , )i k= .  
Тогда 

1 2
( ; ; ... ; )

sS i i iP P PΩ  – совокупность всех 
элементарных событий из , благоприят-
ствующих событию 

SΩ

1 2
...

si i iА А А⋅ ⋅ ⋅ , для лю-
бого подмножества  из 

1 2
{ ; ; ... ; }

si i iP P P Σ . 

Обозначая через 1 2( ... )S kP P PΩ ∨ ∨ ∨  со-
вокупность элементарных событий, благо-
приятствующих событию , 
получаем 

1 2 ... kА А А+ + +

1 2| ( ... ) |S kP P PΩ ∨ ∨ ∨ =   

1| ( ; ... ; ) |kSn Р Р= − Ω . 
Отсюда с использованием  принципа 

включений и исключений, получаем: 
1 2| ( ... ) |S kP P PΩ ∨ ∨ ∨ =  

1 1
( ) ( ; ) ...S i S i ji k i j k
P P P

≤ ≤ ≤ < ≤
= Σ Ω − Σ Ω +  

1 2
1 2

1

1 ...
... ( 1) ( ; ; ... ; ) ...

t
t

t
S i i ii i i k

P P P−

≤ < < ≤ ≤
+ − Σ Ω +  

1
1 2... ( 1) ( ; ; ... ; )k

S P P P−+ − Ω k

j

.              (11) 
Разделив теперь обе части равенства (11) 

на п, получаем, согласно формуле классиче-
ской вероятности: 

1 2( ... )nP A A A+ + + =  

1 1
( ) ( ) ...i ii k i j k

P A P A A
≤ ≤ ≤ < ≤

= Σ − Σ ⋅ +
 

1 2
1 2

1

1 ...
... ( 1) ( ... ) ...

t
t

t
i i ii i i k

P A A A−

≤ < < ≤ ≤
+ − Σ ⋅ ⋅ ⋅ +  

1
1 2... ( 1) ( ; ; ... ; )k

kP A A A−+ − ,                  (12) 
где через ( )  обозначается вероятность 
события Х. 

P X

Равенство (12) представляет собой общий 
случай теоремы о сложении вероятностей. 

3) Пусть { }1 2; ; ... ; na a a=B  – ортонорми-
рованный базис п-мерного евклидова про-
странства V [Куликов, 1979]. Назовем В – 
подпространством пространства V, подпро-
странство V ′ , натянутое на некоторую под-
систему { }1 2

; ; ... ;
rl l la a a=B'  системы В (т. е. 

Dim 'V r=  и  – ортонормиро-
ванный базис 

1 2
; ; ... ;

rl l la a a
V ′ ). Используя принцип 

включений и исключений, легко получить 
теорему о размерности суммы и пересече-
ния В-подпространств. Предварительно по-
лезно обсудить со студентами вопрос о 
возможности применения принципа вклю-
чений и исключений с целью получения 
аналогичного результата для любых под-
пространств пространства V. В качестве по-
становочного вопроса полезно предложить 
студентам для самостоятельного решения 
следующее упражнение: пусть  и  – 
два В-подпространства и . Тогда 

1W 2W

1W W⊆ 2

2 1 1W W W ⊥= ⊕  (т. е. подпространства  
раскладывается в прямую сумму  и его 
ортогонального дополнения  в подпро-
странстве ). 

2W

1W

1W ⊥

2W
Пусть теперь ; ; … ;  – произ-

вольная совокупность В-подпространства 
пространства V. В качестве М возьмем 
множество векторов из В. Определим на М 
систему предикатов  по 
следующим правилам: 

1W 2W kW

1 2( ); ( ); ... ; ( )kP x P x P x

( ) ,  

1, 2, ... , ;   1, 2, ... , .
i j j iP a u a W

i k j
= ⇔ ∈

= = n
 

Тогда, согласно (2): 

1 1 2
( ; ... ; ) Dim( ... )

s si i i i iM P P W W W= ∩ ∩ ∩ ,(13) 

1 2Dim ( ... )kn W W W− + + + =  

1 2( ; ; ... ; ) .kM P P P=                                       (14) 
Из равенств (13) и (14) и принципа 

включений и исключений (6) получаем: 

1 2Dim ( ... )kW W W+ + + =  

1 1
Dim Dim ( ) ...i ii k i j k

W W W
≤ ≤ ≤ < ≤ j= Σ − Σ ∩ +   

1 2
1 2

1

1 ...
... ( 1) ( ... ) ...

s
s

s
i i ii i i k

W W W−

≤ < < < ≤
+ − Σ ∩ ∩ ∩

1
1 2

+

... ( 1) Dim ( ... )k
kW W W−+ − ∩ ∩ ∩ . 
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