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О ПРЕДСТАВЛЕНИИ КОЛЬЦА ЦЕЛЫХ ЧИСЕЛ 
 И КОЛЬЦА МНОГОЧЛЕНОВ 

 
В рамках вузовской дисциплины «Ал-

гебра и теория чисел» изучаются классиче-
ские алгебраические системы: группы, 
кольца, поля и простейшие конструкции, 
посредством которых из этих систем полу-
чаются новые алгебраические системы. 

Многолетняя практика преподавания 
данной дисциплины показывает, что Далеко 
не все студенты в полном объеме усваивают 
методологию применения этих конструк-
ций, в частности конструкций, связанных с 
построением фактор-систем. Это вызвано в 
первую очередь тем, что главенствующее 
положение в школьной математике зани-
мают традиционные разделы, связанные с 
изучением конкретных числовых структур. 
Хотя в рамках школьных программ и изуча-
ется «буквенная алгебра», уровень ее изу-
чения таков, что в качестве областей значе-
ний букв предполагаются изначально те или 
иные числовые множества (и только!), что 
ни в коей мере не способствует формирова-
нию современных представлений об алгеб-
раических операциях, алгебрах, моделях и 
их свойствах. 

Автором при изложении материала раз-
делов, связанных с построением фактор-
систем, применялись различные подходы, 
но наиболее плодотворным оказался под-
ход, основанный на выявлении глубоких, 
ранее не предполагаемых студентами ана-
логий; акцентировании внимания на общ-
ности идей и однотипности конструкций, 
определяющих общую методологию их при-
менения. 

В данной работе даются некоторые ре-
комендации методологического характера, 
связанные с теорией полей, в основе кото-
рых лежат далеко идущие аналогии между 
кольцом целых чисел и кольцом полиномов 
над полем. Наличие этих аналогий обуслов-
лено тем, что данные кольца являются фак-
ториальными, т. е. каждое из них является 

целостным; в каждом из них однотипными 
способами строится теория делимости; в 
частности, действует алгоритм деления с 
остатком, определяются простые элементы; 
имеет место однозначность разложения на 
простые множители; оба этих кольца явля-
ются кольцами главных идеалов. 

Выбор рассматриваемых ниже фрагмен-
тов теории чисел и теории полей обуслов-
лен местом, которое занимают числа и мно-
гочлены в современной математике, а также 
тем, что глубокие аналогии между числами 
и многочленами определяют не менее глу-
бокие аналогии между их представлениями. 
Кроме того, конструкции, применяемые в 
теории полей для описания типов простых 
подполей и построения простого алгебраи-
ческого расширения поля и вызывающие 
наибольшие затруднения у студентов, исполь-
зуют кольца целых чисел и многочленов над 
полями в качестве естественных прообразов. 

Общая схема S, позволяющая в опреде-
ленных случаях, представлять новые, абст-
рактно заданные, системы B посредством 
классических систем A, строение которых 
известно, выглядит следующим образом. 

а) Находим гомоморфное отображение 
ϕ  системы A на B (если конечно это воз-
можно). В случае конкретных систем A с 
известным строением и абстрактно (т. е. 
аксиоматически) заданных систем B из са-
мых общих соображений, основывающихся 
на аксиомах, задающих абстрактные систе-
мы, нередко удается предугадать характер 
такого отображения. 

б) Находим ядро  этого гомомор-
физма, т. е. даем характеризацию его эле-
ментов на языке (в терминах) операций из-
вестной системы A. 

( ker )ϕ

в) Рассматриваем два исчерпывающих 
возможные исходы случая.  
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в.1). Ядро гомоморфизма  является ну-
левым . При этом исходе сис-
тема B с точностью до изоморфизма совпа-
дает с A . 

ϕ
(ker {0})ϕ =

( )≅B A
в.2). Ядро гомоморфизма  содержит 

элементы, отличные от нуля 
ϕ
(ker {0})ϕ ≠ . 

При таком исходе, согласно теореме о го-
моморфизмах, система B с точностью до 
изоморфизма совпадает с фактор-системой 
известной системы по ядру гомоморфизма  

( ): kerϕ ≅ ϕ
AB . 

Именно этим методом были получены 
многие глубокие результаты математики, 
представляющие абстрактные системы че-
рез конкретные (так называемые, теоремы о 
представлениях). Отметим, что на этом пу-
ти находит реализацию один из важнейших 
принципов познания: переход от конкрет-
ного к абстрактному. 

В дальнейшем в использовании поня-
тийно-терминологической базы автор сле-
дует работам [Дроботун, 2001; Ван дер 
Варден, 1979]. 

Проследим реализацию схемы S на 
примерах описания типов простых подпо-
лей и строения простого алгебраического 
расширения подполя абстрактно заданного 
поля. В этих примерах, в качестве конкрет-
ных систем с известными свойствами, как 
раз и будут выступать кольцо целых чисел и 
кольцо многочленов над полем, соответст-
венно. В процессе реализации этой схемы 
будет выявлена полная идентичность при-
меняемых конструкций. 

В соответствии с этим желательно и 
простое подполе и простое алгебраическое 
расширение данного поля с помощью дан-
ного элемента (в рамках некоторого поля F) 
определить по одной и той же схеме, реали-
зуя их как наименьшие элементы некоторо-
го частично упорядоченного множества 
подполей данного поля. На указанном пути 
получается как бы «внешнее» описание 
изучаемых объектов.  

Рассмотрим следующие определения. 
а) Простым подполем данного поля F  

называется наименьшее подполе  этого 
поля. 

Р

б) Простым подполем  данного поля F  
с условием s  называется наименьшее под-
поле sP  этого поля, удовлетворяющего ус-
ловию s. 

Заметим, что определение а) является 
частным случаем определения б) (в качест-
ве условия s здесь нужно взять любое усло-
вие, которое выполняется для всех подпо-
лей поля F ). 

Давая «внешнюю» характеризацию по-
лей  и P sP , полезно предварительно отме-
тить, что:  

1) Понятие подполя является «наслед-
ственным» относительно расширений по-
лей. 

2) Пересечение любой совокупности 
подполей поля F  является подполем этого 
поля. 

3) Совокупность ( )B F  – всех подполей 
поля F  и ( )sB F  – всех подполей поля F , 
удовлетворяющих условию s, образуют (от-
носительно теоретико-множественного 
включения «⊆ » частично упорядоченные 
множества 

( );B ⊆F                                                  (1) 
и  

( );sB ⊆F                                                 (2) 
соответственно. В связи с этим частично 
упорядоченные множества (1) и (2) имеют 
наименьшие элементы: 

' ( )
'

B∈
= ∩

P F
P P ; 

' ( )
'

s
s B∈
= ∩

P F
P P , которые и будут искомыми 

простым подполем и простым подполем с 
условием s поля F .  

С целью получения простого алгебраи-
ческого расширения поля Р, посредством 
элемента α∈F , как поля sP , нужно кон-
кретизировать условие s. Для этого рас-
сматриваются следующие исходные дан-
ные:  подполе поля P F  и элемент α∈F . 
Тогда условие s выглядит так: «подполе Р′  
поля F удовлетворяет условию s тогда и 
только тогда, когда оно содержит поле Р и 
элемент α », т. е. ' ( )sB∈P F тогда и только 
тогда, когда    ′⊆P P   и  ′α∈P . При этом 
конкретном условии s поле sP  обозначается 
через )(αP . 

«Внешнее» описание подполей  и P
( )αP  поля F  желательно проиллюстриро-

вать на диаграммах (рис. 1, а, б). 
В заключение разбора «внешнего» опи-

сания полей  и P ( )αP  следует обратить 
внимание студентов, что этим описанием 
поля  и P ( )αP  определяются однозначно. 
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Рис. 1 

Далее делается естественный переход к 
«внутреннему» описанию полей  и P ( )αP , 
т. е. описанию в терминах основных опера-
ций поля  

1; ; ; ; ;0 ;F       e−= + − ⋅F . 

Дальнейшее изложение работы будет 
осуществляться параллельным образом: ма-
териал, относящийся к полю , будет да-
ваться под номером I, а относящийся к по-
лю  – под номером II. 

P

( )αP
I. Так как подполе  должно быть 

замкнуто относительно основных операций 
поля 

P

F , то 

 раз

0; ; ;...; ,( )
n

e e e e e ... e Р п N+ + + + ∈ ∈ ;           (3) 

раз

; ( );...; ( ) ( )
n

e e e e e ... e P, n N
⎛ ⎞

⎟⎟− − + − + + + ∈ ∈⎜⎜
⎝ ⎠

. 

                                                                     ( 3′ ) 
Обозначая, как обычно, запись вида (3), 
 через , мы получаем, 

что множество 
(3 )′ ne (( ) ) ( )n e n N− ∈

{ }* meP Pm Z= ⊆∈ . 

Здесь необходимо предостеречь сту-
дентов: выражение   ни в коем 
случае не должно восприниматься как про-
изведение целого числа m на единицу e по-
ля 

me (m Z∈ )

F : это всего лишь удобные и общепри-

нятые сокращения значений  

или 
 разт

e e ... e+ + +

 раз  ( 0)

( ( ))
т m

e e ... e
− <

− + + + . Далее нужно отме-

тить, что множество замкнуто относи-
тельно операций 

*P
; ; ; 0; ,e+ ⋅ −  т. е. система 

* *; ; ; ;  0P e= + ⋅ −P ;  является подкольцом 

поля . Кроме того, доказывая замкнутость 
множества  относительно операций 
кольца, желательно продемонстрировать 
«работу» аксиом, определяющих поле 

P
*P

F . 
В частности, что при доказательстве замк-
нутости  относительно операции ⋅ умно-
жения, т. е. того, что , нуж-
но применить обобщенный закон дистрибу-
тивности. В частности, при  

*P
( ) ( ) ( )re se rs e⋅ =

,r s N∈ :

 раз  раз

( ) ( ) ( ) ( )
r s

re se e e ... e e e ... e⋅ = + + + ⋅ + + + =  

 раз

( )
rs

e e ... e rs e= + + + = , 

что является следствием аксиомы дистри-
бутивности. 

Обратив внимание студентов на то, что 
элементы me из  являются как бы образ-
ами целых чисел 

*P
m Z∈ , а правила выпол-

нения операций  + ; · ; −  в  над ними 
аналогичны правилам выполнения опера-
ций + ; · ; −  в 

*P

Z :  
( ) ( ) ( )re se r s e+ = + ;                             (4) 
( ) ( ( )re se) rs e⋅ = ;                                    (5) 
( ) ( )- re - r e= ,                                          (6) 

обосновать естественность дальнейшего 
шага, состоящего в сравнении колец  и Z

*P . 
II. Аналогично, подполе  должно 

быть замкнуто относительно операций поля 
( )αP

F . Так как  ( )Pα∈ α , то все произведения 
вида 

раз

... k

k

α ⋅α ⋅ ⋅α = α   должны при-

надлежать 

(k N∈ )

( )P α . Таким образом, получаем, 

что { } ( )
k

Pk N
α ⊆ α∈ . Так как , то 

все произведения вида  также должны 
лежать в 

( )P P⊆ α

ka ⋅ α
( )P α , для любого  . А так 

как 
a P∈

( )P α  замкнуто относительно сложения, 
то и всевозможные суммы вида  

0 t1
0 1 t( ) ( ) ... ( )k kka a a⋅ α + ⋅α + + ⋅α ×  

i( ; ; 0 1ia P k N  i , , ..., t)× ∈ ∈ =                  (7) 
также должны лежать в  .  ( )P α
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Далее, как и выше, необходимо отме-
тить, что множество  

0 1
0 1( ) ( ) ... ( )[ ]

tk kk
ta a aР ⎧ ⋅α + ⋅α + + ⋅αα = ⎨

⎩
  

}( ; ; 0;1; 2; ... ; )i ia P k N i t∈ ∈ =  

замкнуто относительно операций ; ; ;+ ⋅ −  
 поля 0; e F , т. е. система 

[ ] [ ]; ; ; ; 0;P eα = α + ⋅ −P  является под-
кольцом поля  . При  этом при доказа-
тельстве замкнутости множества 

( )αP
[ ]Р α  от-

носительно указанных операций опять же 
полезно продемонстрировать использова-
ние аксиом поля, а не полагаться на школь-
ные представления об умножении много-
членов. В частности, при доказательстве 
замкнутости множества  относительно 
умножения нужно применить обобщенный 
закон дистрибутивности, а затем законы 
ассоциативности и коммутативности. В со-
ответствии с этим при умножении одночле-
нов  и  

 последовательно получаем:  

[ ]Р α

ik
ia ⋅ α ( ; ; , ;jk

j i j i ja a  a P  k k⋅ α ∈ ∈N

ik =
jk

, 0,1, ... , ) i  j t  =

( ) ( ) (( ) )ji ikk k
i j i ja a a a⋅α ⋅ ⋅α = ⋅α ⋅ ⋅α  

( ( )) ( ( ))j j ik k k
i j i ja a a a= ⋅ α ⋅ ⋅α = ⋅α ⋅α =  

(( ) ) ( ) ( )j ji ik kk k
i j i ja a a a= ⋅ ⋅α ⋅α = ⋅ ⋅ α ⋅α =  

( ) i jk k
i ja a .+= ⋅ ⋅α  
Далее желательно обратить внимание 

студентов на то, что элементы из [ ]αP  вида 
(7) напоминают многочлены от  над по-
лем  (вернее, являются значениями мно-
гочленов от одной переменной 

α
P

x  над полем  
 в «точке» ) и правила выполнения 

операций  над ними аналогич-
ны правилам выполнения операций  

  в кольце 

P α
; ; ; 0; e+ ⋅ −

; ; ; 0; e+ ⋅ − [ ]xP  многочленов от 
одной переменной над полем  : P

( ) ( ) ( ( ) ( ))( )f g f gα + α = α + α α ;         (8) 
( ) ( ) ( ( ) ( ))( )f g f gα ⋅ α = α ⋅ α α ;             (9) 

( ) ( ( ))( )f f− α = − α α                             (10) 
и затем, основываясь на этом, сравнить 
кольца [ ]xP  и . [ ]αP

В качестве «инструмента сравнения» в 
обоих случаях используется гомоморфизм 
ранее детально изученной классической 
системы в определяемую систему. Таким 
образом, начиная с этого момента, реализует-
ся схема S. 

I. Отображение ϕ  кольца  в кольцо Z
*P  определяется по правилу: 

( )( ( )n  Z n ne)∀ ∈ ϕ = .                            (11) 
Равенства (4) – (6), специфика которых 

и предопределила правило (11), показыва-
ют, что это отображение «сохраняет» коль-
цевые операции. Действительно, пусть 

,n m Z∈   и  n m r+ = ; . Тогда n m s⋅ =
( ) ( ) ( ) ( ) ( )n m r re n m e ne meϕ + = ϕ = = + = +

( ) ( )n m
=

= ϕ + ϕ . 
Аналогичным образом,  ( ) ( )n m sϕ ⋅ = ϕ =

( ) ( ) ( ) ( ) ( )se n m e ne me n m= = ⋅ = ⋅ = ϕ ⋅ϕ ; 
( ) ( ( ))n nϕ − = − ϕ . 
Кроме того, из определения (11) следу-

ет, что  (1) еϕ = ; (0) 0ϕ = . Очевидно также, 
что отображение ϕ  является гомоморфиз-
мом «на».  

Для наглядности желательно изобра-
зить действие гомоморфизма  на диа-
грамме (рис. 2).  

ϕ

 
Рис. 2 

II. Отображение ψ  кольца [ ]xP  в коль-
цо [ ]αP  определим по правилу: 

( ( ) [ ])( ( ( )) ( ))h x P x h x h a∀ ∈ ψ = .         (12) 
Равенства (8) – (10), которые и в этом 

случае подсказали правило (12) определе-
ния ψ , показывают, что  «сохраняет» 
кольцевые операции кольца 

ψ
[ ]xP . 

Действительно, пусть ( ); ( ) [ ]s x r x P x∈  и 
( ) ( ) ( );s x r x g x+ =  ( ) ( ) ( )s x r x h x⋅ = . Тогда 

( ( ) ( )) ( ( )) ( )s x r x g x g αψ + = ψ = =  
( ) ( ) ( ( )) ( ( ))s α r α s x r x= + = ψ +ψ . 

Аналогично, ( ( ) ( )) ( ( )) ( )s x r x h x h αψ ⋅ = ψ = =  
( ) ( ) ( ( )) ( ( ))s α r α s x r x= ⋅ = ψ ⋅ψ ;    ( ( ))s xψ − =

( ( ))s x= −ψ . 
Из (12) непосредственно следует, что 

как и в I, (0) 0;ψ =  (1) eψ =  и что  – го-
моморфизм «на», и что на P отображение 

ψ

ψ  действует тождественным образом 
(рис. 3). 

Далее, согласно схеме S, описываем яд-
ра гомоморфизмов ϕ  и , при этом рас-ψ
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сматриваем только случай в.2) ввиду оче-
видности случая в.1). 

 

 
Рис. 3 

I. { }ker 0
n

n Z & (n)ϕ = =∈ ϕ =  

{ }0n
n Z & ne= ∈ =  . 

Таким образом, целое число n попадает 
в ядро тогда и только тогда, когда единич-
ный элемент e поля F, будучи сложенным 
сам с собой | |  раз, даст нулевой элемент 0 
этого поля. Учитывая, что ядро кольцевого 
гомоморфизма является идеалом и что 
кольцо Z является кольцом главных идеа-
лов, получаем:  для некоторого 

. Желательно вместе со студентами 
восстановить доказательство этого важного 
факта, напомнив, что число p, порождаю-
щее идеал , выбирается как наимень-
шее положительное число, принадлежащее 
этому идеалу (т. е. определяется однознач-
но), а затем показать, что p является про-
стым числом. При доказательстве первого 
утверждения использовать алгоритм деле-
ния с остатком в кольце Z, второго – цело-
стность этого кольца. Следует отметить, что 
при доказательстве второго утверждения 
(проводимого методом от противного), сде-
лав естественный переход от равенства 

n

ker ( )pϕ =
p∈ Z

kerϕ

p r s= ⋅  (1 ; r p< < 1 s p< < ) к равенству  
( )pe r s e= ⋅ , не многие студенты способны 

правильно обосновать равенство 
, основой которого также 

служит обобщенный закон ассоциативности. 
( ) ( ) (r s e re se⋅ = ⋅ )

0

В заключение необходимо объяснить 
студентам, что простое число p, определен-
ное выше, заключает в себе важнейшую 
информацию о поле F в целом, в том смыс-
ле, что, хотя число p определялось  исходя 
из элемента e (как наименьшее число сла-
гаемых, равных e, сумма которых равна 0), 
подобным свойством обладает любой эле-
мент a поля F: 

раз разp p 

a a ... a e a e a ... e a+ + + = ⋅ + ⋅ + + ⋅ =  

раз

( ) ( ) 0
p

e e ... e a pe a a= + + + ⋅ = ⋅ = ⋅ = ,  

т. е. 0pa =  для любого . В соответст-
вии с этим число p и называется 
характеристикой поля  F  и определяет тип 
его простого подполя. 

a F∈

II. Описание идеала   кольца мно-
гочленов 

kerψ
[ ]xP  осуществляется по тому же 

сценарию, что и описание   кольца це-
лых чисел Z благодаря наличию аналогич-
ных свойств у кольца  

kerϕ

[ ]xP : 

{ }( )ker ( ) ( ) & ( ( )) 0
 h x

h x P x h xψ = =∈ ψ =  

{ }( )
( ) ( ) & ( ) 0

h x
h x P x h= ∈ α =  , 

т. е. ( ) kerh x  ∈ ψ  тогда и только тогда, когда 
значение многочлена ( )  в точке  рав-
но 0 (т. е. элемент 

h x α
α  является корнем этого 

многочлена). В силу того, что идеал kerψ  
является главным, существует многочлен 

( )f x ker∈ ψ r ( ( )) такой, что ke f xψ =

( )

. Как 
и в предыдущем пункте I (при выборе числа 
р), напоминается, что f x  выбирается в 
kerψ  как нормированный многочлен наи-
меньшей степени. Далее доказывается, что 
он определяется однозначно и что он не-
приводим над полем P. 

В заключение желательно объяснить 
студентам, что подобно простому числу p  
из пункта I нормированный, неприводимый 
над P многочлен f ( )x

( )
 заключает в себе 

важную информацию о строении поля αP  
и в  связи с этим называется характеристи-
ческим многочленом. 

Далее, используя теорему о гомомор-
физмах, получаем: 

I. *

( )p≅P Z *. Так как P  – подкольцо 

поля F, то изоморфное ему кольцо ( )p
Z

( ) ( )n p p

 

является областью целостности. На этом 
этапе полезно восстановить вместе со сту-
дентами доказательство того, что всякий 
ненулевой элемент этого фактор-кольца об-
ратим. Для этого проще всего воспользо-
ваться следствием из алгоритма Евклида о 
представимости наибольшего общего дели-
теля двух целых чисел в виде линейной 
комбинации этих чисел с целыми коэффи-
циентами. Действительно, если  

≠ ( ; ) 1n p, то  =  и, следовательно, +
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существуют такие целые числа  ,u v Z∈ , что  
. Аналогом этого равенства 

в фактор-кольце будет равенство 
( ) ( )u n v p⋅ + ⋅ =1

+

)

( ( )) ( ( ))u p n p+ ⋅ +  
( ( )) (0 ( )) 1 ( )v p p p+ + ⋅ + = +  

или , которое по-
казывает, что элемент  является об-
ратным к . Отсюда следует, что 

( ( )) ( ( )) 1 (u p n p p+ ⋅ + = +
( )u p+

)( pn +

( )p
Z  (а следовательно, и *P  является по-

лем). А так как P, в соответствии с опреде-
лением а) есть наименьшее подполе поля F 
и , то .  * ⊆P P * =P P

Таким образом, в случае поля  F  харак-
теристики , простое подполе этого 
поля, с точностью до изоморфизма, совпа-
дает с полем вычетов кольца целых чисел 
по модулю  p , т. е. поля  

0p ≠

; ; ; ...; ; ...2 (3) (5) ( )( ) p
Z Z Z Z ,  

с точностью до изоморфизма, исчерпывают 
типы простых подполей полей ненулевой 
характеристики. 

II. [ ][ ] ( ( ))
xα f x≅ PP . Совершенно ана-

логичным пункту I образом показывается, 
что [ ]

( ( ))
x

f x
P  – поле и, следовательно, по 

тем же причинам, что и в пункте I, 
. Элемент  в этом случае на-

зывается алгебраическим над полем P, а 
степень полинома ( )

( ) [ ]α = αP P α

f x  – его степенью. 
Описание простого алгебраического расши-
рения  наиболее информативно дается 
в терминах векторного пространства над 
полем Р. 

( )αP

Если α  – алгебраический над полем P 
элемент степени n, то  – векторное 
пространство над полем P размерности n, 
причем элементы 

( )αP

21, , , ... , n−1α α α  состав-
ляют его базис (над P). 

В случае в.1) схемы S на основе того, что 
i) наименьшим полем, включающим в 

себя целостное кольцо, является поле част-
ных этого кольца; 

ii) поля частных изоморфных целост-
ных колец являются изоморфными, заклю-
чаем: 

I. Простое подполе P поля F изоморфно 
полю рациональных чисел. 

II. Простое алгебраическое расширение 
( )αP  поля P посредством элемента  изо-

морфно полю рациональных функций от 
одной переменной x. 

α
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