
УДК 519.635.4

Л.Н. Бондарь

УСЛОВИЯ РАЗРЕШИМОСТИ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ
КВАЗИЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ∗

В статье рассматриваются краевые задачи в полупространстве для одного класса квазиэл-
липтических систем. Предполагается, что для краевой задачи выполнено условие Лопатинского.
Устанавливаются достаточные условия на правую часть системы, при которых краевая задача
разрешима в W l

p(R
+
n ), 1 < p ≤ p∗.

§ 1. Постановка задачи, формулировка теоремы

В работе рассматриваются краевые задачи в R+
n для квазиэллиптических систем

следующего вида: ⎧⎪⎨⎪⎩
L(Dx)U = F (x), x ∈ R+

n ,

B(Dx)U
∣∣
xn=0

= 0.

(1)

Сформулируем условия на матричные дифференциальные операторы L(Dx)
и B(Dx). Обозначим через lkj(iη), bkj(iη) элементы матриц L(iη), B(iη) соответственно.

Условие 1. Символ L(iη) оператора L(Dx) — матрица размера m × m. Элементы
матрицы L(iη) однородны относительно вектора α = (α1, . . . , αn), т. е. для любого c > 0
справедливы равенства lkj(cαiη) = clkj(iη), 1/αk — натуральные числа.

Условие 2. Равенство detL(iη) = 0, η ∈ Rn, имеет место тогда и только тогда, ког-
да η = 0.

Матричные операторы, удовлетворяющие условиям 1, 2, входят в класс квазиэллип-
тических операторов [1].

Из условия 2 вытекает, что уравнение

detL(is, iλ) = 0, s ∈ Rn−1\{0}, (2)

не имеет вещественных корней по λ. Обозначим через µ число корней, лежащих в верх-
ней полуплоскости.

Условие 3. Будем считать, что матрица B(iη) имеет размер µ × m, и ее элементы
однородны относительно вектора α, т. е. для любого c > 0 существует вектор (β1, . . . , βµ),
0 ≤ βk < 1, такой, что справедливы равенства bkj(cαiη) = cβkbkj(iη).

∗Работа выполнена при поддержке Сибирского отделения Российской академии наук (код
проекта 2.2).
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Условие 4. Краевая задача (1) удовлетворяет условию Лопатинского, т. е. краевая
задача на полупрямой ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

L(is,Dxn)v = 0, xn > 0,

B(is,Dxn)v
∣∣
xn=0

= ϕ, sup
xn>0

|v| < ∞

при s ∈ Rn−1\{0} однозначно разрешима для любой ϕ.

В дальнейшем будем использовать следующие обозначения:

l = (1/α1, . . . , 1/αn), |α| =
n∑

i=1

αi, 1 < p < ∞, 1/p + 1/p′ = 1, 〈x〉2 =
n∑

i=1

x
2/αi

i .

Пусть Lp,N(R+
n ) — подпространство в Lp(R+

n ), состоящее из функций f(x), удовлетво-
ряющих условиям

(1 + 〈x〉)N+αmaxf(x) ∈ L1(R+
n ), αmax = max{α1, . . . , αn},∫

R+
n

xν̃f(x) dx = 0 для всех мультииндексов ν̃ таких, что αν̃ ≤ N. (3)

Обозначим через Vα,p множество мультииндексов ν∗ = (ν∗
1 , . . . , ν∗

n), для которых вы-
полнены неравенства |α|/p′ + αν∗ + αmin > 1 ≥ |α|/p′ + αν∗, αmin = min{α1, . . . , αn},
ν∗

n ≤ 1/αn − 2.
Из работы [2] следует, что краевая задача (1) однозначно разрешима в соболевском

пространстве W l
p(R

+
n ) при |α| > p′. В случае, когда |α| ≤ p′, краевая задача может быть

неразрешимой в W l
p(R+

n ) даже при F (x) ∈ C∞
0 (R+

n ). Для квазиэллиптических уравнений
это было установлено в [3].

В настоящей работе мы исследуем разрешимость краевой задачи вида (1) в соболев-
ском пространстве W l

p(R+
n ), когда |α| ≤ p′. Доказана следующая

Теорема. Пусть |α| ≤ p′, число N определяется из условия N = max
ν∗∈Vα,p

(αν∗). Тогда

краевая задача (1) имеет единственное решение U(x) ∈ W l
p(R

+
n ) для любой вектор-

функции F (x) ∈ Lp,N(R+
n ) и справедлива оценка

‖U(x),W l
p(R

+
n )‖ ≤ c(‖F (x), Lp(R+

n )‖ + ‖(1 + 〈x〉)N+αmaxF (x), L1(R+
n )‖) (4)

с константой c > 0, не зависящей от F (x).

§ 2. Построение приближенного решения краевой задачи

Опишем конструкцию приближенного решения задачи (1), построенную в [2]. Она
основана на использовании интегрального представления функций f(x′) ∈ Lp(Rn−1),
полученного С.В. Успенским [4]:

f(x′) = lim
h→0

1
(2π)n−1

h−1∫
h

v−1

∫
Rn−1

∫
Rn−1

exp (i(x′ − y′)s)G(svα′
)f(y′) ds dy′ dv, (5)
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где G(s) = 2K〈s〉2K exp (−〈s〉2K), α′ = (α1, . . . , αn−1), 〈s〉2 =
n−1∑
i=1

s
2/αi

i .

Число K можно выбрать сколь угодно большим.
В силу условий 1, 2 для корней уравнения (2) имеет место оценка

2δ〈s〉αn ≤ |Imλq(s)| ≤ |λq(s)| ≤ ∆〈s〉αn , (6)

где ∆ и δ > 0 — константы.
Обозначим через Γ+(s) границу области G+(s)={λ∈C : |λ|< 2∆〈s〉αn , Imλ> δ〈s〉αn},

а через Γ−(s) — границу области G−(s) = {λ ∈ C : |λ| < 2∆〈s〉αn , Imλ < −δ〈s〉αn}.
Определим контурные интегралы

J+(s, xn) =
1
2π

∫
Γ+(s)

exp (ixnλ)
a(is, iλ)

dλ, J−(s, xn) = − 1
2π

∫
Γ−(s)

exp (ixnλ)
a(is, iλ)

dλ,

ωj(s, xn) =
1

2πi

∫
Γ+(s)

exp (ixnλ)
M+(s, λ)

⎛⎜⎜⎝
N1

j (s, λ)
...
Nm

j (s, λ)

⎞⎟⎟⎠ dλ, j = 1, . . . , µ,

где Nk
j (s, λ) — полиномы по λ такие, что выполняются равенства

1
2πi

∫
Γ+(s)

B(is, iλ)
M+(s, λ)

⎛⎜⎜⎝
N1

j (s, λ)
...
Nm

j (s, λ)

⎞⎟⎟⎠ dλ =

⎛⎜⎜⎝
δ1
j
...
δµ
j

⎞⎟⎟⎠ .

Здесь a(is, iλ) = detL(is, iλ), M+(s, λ) =
µ∏

q=1
(λ − λ+

q (s)), λ+
q (s) — корни уравнения (2)

с положительной мнимой частью.
Для любой вектор-функции F (x) ∈ Lp(R+

n )∩L1(R+
n ), используя интегральное пред-

ставление (5), введенные контурные интегралы, определим приближенное решение кра-
евой задачи (1), следуя [2], как

Uh(x) = U0,h(x) +
µ∑

j=1

Uj,h(x),где

U0,h(x) =
1

(2π)
n−1

2

h−1∫
h

v−1

∫
Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
)L̃(is,Dxn)RF̃ (s, xn) ds dv,

Uj,h(x) =
1

(2π)
n−1

2

h−1∫
h

v−1

∫
Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
)ϕj(s)ωj(s, xn) ds dv.

Здесь F̃ (s, xn) — преобразование Фурье вектор-функции F (x′, xn) относительно x′,
L̃(is, iλ) — матрица, составленная из алгебраических дополнений элементов L(is, iλ),

RF̃ (s, xn) =

xn∫
0

J+(s, xn − yn)F̃ (s, yn) dyn +

∞∫
xn

J−(s, xn − yn)F̃ (s, yn) dyn,

ϕj(s) = − Bj(is,Dyn)L̃(is,Dyn)RF̃ (s, yn)
∣∣
yn=0

,

Bj(is,Dyn) = (bj1(is,Dyn) . . . bjm(is,Dyn)).
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§ 3. Вспомогательные результаты

Лемма 1. При s ∈ Rn−1\{0} имеет место тождество∫
R

exp (−iξnxn)
(
θ(xn)Dk+1

xn
L̃jr(is,Dxn)J+(s, xn) +

+ θ(−xn)Dk+1
xn

L̃jr(is,Dxn)J−(s, xn)
)

dxn = (iξn)k+1ljr(is, iξn), k = 0, . . . , 1/αn − 2,

где ljr(is, iξn) — элементы обратной матрицы к L(is, iξn), θ(xn) — функция Хевисайда.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательство повторяет рассуждения леммы 12.7 [5, гл. 4].

Лемма 2. При s ∈ Rn−1\{0} имеет место тождество∫
R

exp (iξnxn)(iξn)k+1ljr(is, iξn) dξn = 2π
(
θ(xn)Dk+1

xn
L̃jr(is,Dxn)J+(s, xn) +

+ θ(−xn)Dk+1
xn

L̃jr(is,Dxn)J−(s, xn)
)

, k = 0, . . . , 1/αn − 2.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательство получается из леммы 1 применением обратного
преобразования Фурье.

Лемма 3. Имеет место следующее равенство

ϕj(s) =

∞∫
0

Wj(s, zn)F̃ (s, zn) dzn,

где Wj(s, zn) = −Bj(is,Dyn)L̃(is,Dyn)J−(s, yn − zn)
∣∣
yn=0

.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из определения функции ϕj(s) имеем

ϕj(s) = −Bj(is,Dyn)L̃(is,Dyn)RF̃ (s, yn)
∣∣
yn=0

= −Bj(is,Dyn)L̃(is,Dyn) ×

×
⎡⎣ yn∫

0

(J+(s, yn − zn) − J−(s, yn − zn)) F̃ (s, zn) dzn +

∞∫
0

J−(s, yn − zn)F̃ (s, zn) dzn

⎤⎦ ∣∣∣∣
yn=0

.

Воспользуемся следующим результатом:

1
2πi

∫
Γ

λp

P (λ)
dλ =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, если p = 0, . . . , k − 2,

1, если p = k − 1,

где P (λ) =
k∏

j=1
(λ − λj), контур Γ — контур в комплексной плоскости, охватывающий

корни уравнения P (λ) = 0.
В силу того, что порядок производной дифференциального оператора

Bj(is,Dyn)L̃(is,Dyn) не превосходит (m̃−1), где m̃ — порядок уравнения (2) по λ, имеем

Bj(is,Dyn)L̃(is,Dyn)

yn∫
0

(J+(s, yn − zn) − J−(s, yn − zn)) F̃ (s, zn) dzn

∣∣
yn=0

=



Условия разрешимости краевых задач для квазиэллиптических систем 13

=
1
2π

Bj(is,Dyn)L̃(is,Dyn)

yn∫
0

∫
Γ+∪Γ−

exp (i(yn − zn)λ)
a(is, iλ)

dλF̃ (s, zn) dzn

∣∣
yn=0

= 0.

Отсюда получаем требуемое равенство.

Лемма 4. Для любого c > 0 справедливы соотношения

L̃(is,Dxn)J+(s, xn) = c1−αn L̃(cα′
is,Dc−αnxn

)J+(cα′
s, c−αnxn),

L̃(is,Dxn)J−(s, xn) = c1−αn L̃(cα′
is,Dc−αnxn

)J−(cα′
s, c−αnxn),

ωj(s, xn) = cβjωj(cα′
s, c−αnxn),

Wj(s, xn) = c−βj+1−αnWj(cα′
s, c−αnxn).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательство леммы вытекает из определения контурных ин-
тегралов и однородности элементов матриц L(iη), B(iη).

Лемма 5. При xn > 0 и s ∈ Rn−1\{0} для любых γn, κ = (κ1, . . . , κn−1) справедливы
оценки

|Dγn
xn

Dκ
s L̃(is,Dxn)J+(s, xn)| ≤ c〈s〉(γn+1)αn−κα′−1 exp (−δxn〈s〉αn),

|Dγn
xn

Dκ
s L̃(is,Dxn)J−(s, xn)| ≤ c〈s〉(γn+1)αn−κα′−1 exp (−δxn〈s〉αn),

|Dγn
xn

Dκ
s ωj(s, xn)| ≤ c〈s〉γnαn−κα′−βj exp (−δxn〈s〉αn),

|Dγn
xn

Dκ
s Wj(s, xn)| ≤ c〈s〉(γn+1)αn−κα′+βj−1 exp (−δxn〈s〉αn),

где c, δ > 0 — константы.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательство проводится аналогично доказательству лем-
мы 4.2 [5, гл. 4].

§ 4. Доказательство теоремы

Установим оценки приближенного решения в норме пространства W l
p(R+

n ), для этого
оценим вектор-функции U0,h(x) и Uj,h(x), j = 1, . . . , µ.

Лемма 6. Пусть F (x) ∈ Lp(R+
n ) ∩ L1(R+

n ). Тогда для вектор-функции U0,h(x) имеет
место оценка

‖U0,h(x), Ll
p(R

+
n )‖ ≤ c‖F (x), Lp(R+

n )‖,
где c > 0 — константа, не зависящая от h, причем при h1, h2 → 0 имеет место сходимость

‖U0,h1(x) − U0,h2(x), Ll
p(R

+
n )‖ → 0.

Доказательство этой леммы см. в работе [2].

Лемма 7. Пусть выполнены условия теоремы. Тогда при любой F (x) ∈ Lp,N(R+
n ) для

вектор-функции U0,h(x) справедлива оценка

‖U0,h(x), Lp(R+
n )‖ ≤ c

m∑
r=1

(‖Fr(x), Lp(R+
n )‖ + ‖(1 + 〈x〉)N+αmaxFr(x), L1(R+

n )‖) ,



14 Л.Н. Бондарь

где c > 0— константа, не зависящая от h, причем при h1, h2 → 0 имеет место сходимость

‖U0,h1(x) − U0,h2(x), Lp(R+
n )‖ → 0. (7)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Продолжим вектор-функцию F (x′, xn) нулем при xn < 0. Обо-
значим через F̂ (η) — преобразование Фурье вектор-функции F (x) относительно x.

Рассмотрим вектор-функцию

U0,h(x) =
1

(2π)
n−1

2

h−1∫
h

v−1

∫
Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
)L̃(is,Dxn)RF̃ (s, xn) ds dv.

Воспользуемся тождеством

L̃(is,Dxn)RF̃ (s, xn) ≡ 1

(2π)
1
2

∫
R

exp (ixnξn)(L(is, iξn))−1F̂ (s, ξn) dξn (8)

для s ∈ Rn−1\{0} (доказательство см. в работе [2]).
Тогда вектор-функция U0,h(x) перепишется в виде

U0,h(x) =
1

(2π)
n
2

h−1∫
h

v−1

∫
Rn

exp (ixη)G(svα′
)(L(iη))−1F̂ (η) dη dv =

=
1

(2π)
n
2

1∫
h

v−1

∫
Rn

exp (ixη)G(svα′
)(L(iη))−1F̂ (η) dη dv +

+
1

(2π)
n
2

h−1∫
1

v−1

∫
Rn

exp (ixη)G(svα′
)(L(iη))−1F̂ (η) dη dv = U0,h,1(x) + U0,h,2(x), (9)

где η = (s, ξn).
Рассмотрим вектор-функцию U0,h,1(x).
Из условий 1, 2 можно показать, что элементы матрицы 〈η〉(L(iη))−1 — мультипли-

каторы [5, 6]. Следовательно, применяя неравенство Минковского и теорему Лизоркина
о мультипликаторах, мы имеем оценку для j-й компоненты вектор-функции U0,h,1(x):

‖U j
0,h,1(x), Lp(R+

n )‖ ≤ cj
1

m∑
r=1

1∫
h

v−1‖
∫

Rn

exp (ixη)G(svα′
)〈η〉−1F̂r(η) dη, Lp(R+

n )‖ dv =

= cj
2

m∑
r=1

1∫
h

v−1‖
∫

Rn

∫
Rn

exp (i(x − y)η)G(svα′
)〈η〉−1Fr(y) dη dy, Lp(R+

n )‖ dv.

Воспользуемся неравенством Юнга, получим

‖U j
0,h,1(x), Lp(R+

n )‖ ≤ cj
3

1∫
h

v−1‖
∫

Rn

exp (ixη)G(svα′
)〈η〉−1 dη, L1(R+

n )‖ dv

m∑
r=1

‖Fr(y), Lp(R+
n )‖.
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Введем обозначение

K(v, x′, xn) =
∫
Rn

exp (ixη)G(svα′
)〈η〉−1 dη.

Поскольку имеет место равенство

K(v, x′, xn) = v1−|α|K(1, x′v−α′
, xnv−αn),

то, сделав замену zi = xiv
−αi , i = 1, . . . , n, получим

‖U j
0,h,1(x), Lp(R+

n )‖ ≤ cj
3

m∑
r=1

1∫
h

‖K(1, z′, zn), L1(R+
n )‖‖Fr(y), Lp(R+

n )‖ dv.

Нетрудно показать, что ‖K(1, z′, zn), Lp(R+
n )‖≤ c<∞. Тогда получим следующую оценку

‖U j
0,h,1(x), Lp(R+

n )‖ ≤ cj
4

m∑
r=1

‖Fr(x), Lp(R+
n )‖.

Проведем оценку второго слагаемого из (9).
В силу неравенства Минковского имеем, что j-я компонента U0,h,2(x) оценивается в

норме Lp(R+
n ) как

‖U j
0,h,2(x), Lp(R+

n )‖ ≤ cj
5

m∑
r=1

h−1∫
1

v−1‖
∫

Rn

exp (ixη)G(svα′
)ljr(iη)F̂r(η) dη, Lp(Rn)‖ dv,

где ljr(iη) — элементы матрицы (L(iη))−1.
Используя равенства (3), нетрудно получить следующее представление F̂ (η):

F̂ (η) =
∑

ν̃:

|α|/p′+αν̃≤1

cν̃

∑
k:

|α|/p′+αν̃+αk>1

ην̃ηk ×

×
∫
Rn

⎡⎣ 1∫
0

. . .

1∫
0

λ|ν̃|λ2
|ν̃|−1 . . . λ

|ν̃|
1 exp (−iλ|ν̃|+1 . . . λ1ηy) dλ|ν̃|+1 . . . dλ1

⎤⎦×

× (−iy)ν̃(−iyk)F (y) dy,

где суммирование ведется по всем мультииндексам ν̃ = (ν̃1, . . . , ν̃n) таким, что вы-
полняются неравенства |α|/p′ + αν̃ ≤ 1 < |α|/p′ + αν̃ + αmax, и по всем k таким, что
|α|/p′ + αν̃ + αk > 1.

Воспользуемся этим представлением и применим неравенство Юнга, получим

‖U j
0,h,2(x), Lp(R+

n )‖ ≤

≤
m∑

r=1

∑
ν̃:

|α|/p′+αν̃≤1

c1ν̃

∑
k:

|α|/p′+αν̃+αk>1

h−1∫
1

v−1

1∫
0

. . .

1∫
0

‖
∫

Rn

∫
Rn

exp (i(x − λ1 . . . λ|ν̃|+1y)η)G(svα′
) ×

× ην̃ηkl
jr(iη)(−iy)ν̃(−iyk)Fr(y)λ|ν̃| . . . λ

|ν̃|
1 dη dy, Lp(R+

n )‖ dλ1 . . . dλ|ν̃|+1 dv ≤
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≤
m∑

r=1

∑
ν̃:

|α|/p′+αν̃≤1

c2ν̃

∑
k:

|α|/p′+αν̃+αk>1

h−1∫
1

v−1

1∫
0

. . .

1∫
0

‖
∫

Rn

exp (ixη)G(svα′
) ×

× ην̃ηkl
jr(iη) dη, Lp(R+

n )‖‖yν̃ykFr(y), L1(R+
n )‖ dλ1 . . . dλ|ν̃|+1 dv.

Введем обозначение

K ν̃
k (v, x′, xn) =

∫
Rn

exp (ixη)G(svα′
)ην̃ηkl

jr(iη) dη.

Поскольку имеет место равенство

K ν̃
k (v, x′, xn) = v1−|α|−αν̃−αkK ν̃

k (1, x′v−α′
, xnv−αn),

то, сделав замену zi = xiv
−αi , i = 1, . . . , n, получим

‖U j
0,h,2(x), Lp(R+

n )‖ ≤
m∑

r=1

∑
ν̃:

|α|/p′+αν̃≤1

c2ν̃

∑
k:

|α|/p′+αν̃+αk>1

h−1∫
1

v
− |α|

p′ −αν̃−αk dv ×

× ‖K ν̃
k (1, z′, zn), Lp(R+

n )‖‖yν̃ykFr(y), L1(R+
n )‖.

Поскольку |α|/p′ + αν̃ + αk > 1, то для доказательства оценки

‖U j
0,h,2(x), Lp(R+

n )‖ ≤ cj
6

m∑
r=1

‖(1 + 〈x〉)N+αmaxFr(x), L1(R+
n )‖

с константой cj
6 > 0, не зависящей от Fr(x), h, достаточно показать, что

‖K ν̃
k (1, z′, zn), Lp(R+

n )‖ ≤ c < ∞.

Докажем, например, при k = 1, для этого воспользуемся леммой 2

‖K ν̃
1 (1, x), Lp(R+

n )‖ = ‖
∫

Rn

exp (ixη)G(s)sν̃′
s1ξ

ν̃n
n ljr(iη) dη, Lp(R+

n )‖ =

= 2π‖
∫

Rn−1

exp (ix′s)G(s)sν̃′
s1

(
θ(xn)Dν̃n

xn
L̃jr(is,Dxn)J+(s, xn) +

+ θ(−xn)Dν̃n
xn
L̃jr(is,Dxn)J−(s, xn)

)
ds, Lp(R+

n )‖.
Отсюда

‖K ν̃
1 (1, x), Lp(R+

n )‖ ≤
∑

|β|+|γ|≤2q

cβγ‖(1 + |x′|2q)−1

∫
Rn−1

∣∣∣Dβ
s (G(s)sν̃′

s1)
∣∣∣×

×
∣∣∣Dγ

s

(
θ(xn)Dν̃n

xn
L̃jr(is,Dxn)J+(s, xn) + θ(−xn)Dν̃n

xn
L̃jr(is,Dxn)J−(s, xn)

)∣∣∣ ds, Lp(R+
n )‖.

Используя оценки контурных интегралов из леммы 5, получим

‖K ν̃
1 (1, x), Lp(R+

n )‖ ≤
∑

|κ|+|γ|≤2q

c̃κγ‖(1 + |x′|2q)−1

∫
Rn−1

∣∣∣Dκ

s (G(s)sν̃′
s1)
∣∣∣×

× 〈s〉(ν̃n+1)αn−γα′−1 exp (−δxn〈s〉αn) ds, Lp(R+
n )‖ ≤
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≤
∑

|κ |+|γ|≤2q

cκγ(δ)‖(1 + |x′|2q)−1

∫
Rn−1

∣∣∣Dκ

s (G(s)sν̃′
s1)
∣∣∣ 〈s〉ν̃nαn−γα′−1 ds, Lp(Rn−1)‖.

Взяв q так, чтобы 2qp > n − 1, из определения ядра G(s) будем иметь

‖K ν̃
1 (1, x), Lp(R+

n )‖ ≤ c < ∞.

Доказательство сходимости (7) проводится точно так же.

Лемма 8. Пусть F (x) ∈ Lp(R+
n ) ∩ L1(R+

n ). Тогда для вектор-функции Uj,h(x), j =
= 1, . . . , µ, имеет место оценка

‖Uj,h(x), Ll
p(R

+
n )‖ ≤ c‖F (x), Lp(R+

n )‖,

где c > 0 — константа, не зависящая от h, причем при h1, h2 → 0 выполнено

‖Uj,h1(x) − Uj,h2(x), Ll
p(R

+
n )‖ → 0.

Доказательство этой леммы см. в работе [2].

Лемма 9. Пусть выполнены условия теоремы. Тогда при любой F (x) ∈ Lp,N(R+
n ) для

вектор-функции Uj,h(x), j = 1, . . . , µ, справедлива оценка

‖Uj,h(x), Lp(R+
n )‖ ≤ c

m∑
r=1

(‖Fr(x), Lp(R+
n )‖ + ‖(1 + 〈x〉)N+αmaxFr(x), L1(R+

n )‖) ,

где c > 0 — константа, не зависящая от h, причем при h1, h2 → 0 выполнено

‖Uj,h1(x) − Uj,h2(x), Lp(R+
n )‖ → 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Разобьем вектор-функцию на два слагаемых

Uj,h(x) =
1

(2π)
n−1

2

h−1∫
h

v−1

∫
Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
)ϕj(s)ωj(s, xn) ds dv =

=
1

(2π)
n−1

2

1∫
h

v−1

∫
Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
)ϕj(s)ωj(s, xn) ds dv +

+
1

(2π)
n−1

2

h−1∫
1

v−1

∫
Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
)ϕj(s)ωj(s, xn) ds dv = Uj,h,1(x) + Uj,h,2(x). (10)

Оценим Uj,h,1(x). Воспользуемся тождеством [2]:

ϕj(s)ωj(s, xn) = −Bj(is,Dyn)L̃(is,Dyn)RF̃ (s, yn)
∣∣
yn=0

ωj(s, xn) =

=

∞∫
0

Dyn

(
Bj(is,Dyn)L̃(is,Dyn)RF̃ (s, yn)ωj(s, xn + yn)

)
dyn, s ∈ Rn−1\{0}.
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Тогда имеем

Uj,h,1(x) =
1

(2π)
n−1

2

1∫
h

v−1

∫
Rn−1

∞∫
0

exp (ix′s)G(svα′
) ×

× Dyn

(
Bj(is,Dyn)L̃(is,Dyn)RF̃ (s, yn)ωj(s, xn + yn)

)
dyn ds dv.

Разобьем Uj,h,1(x) на два слагаемых

Uj,h,1(x) =
1

(2π)
n−1

2

1∫
h

v−1

∫
Rn−1

∞∫
0

exp (ix′s)G(svα′
) ×

× Bj(is,Dyn)L̃(is,Dyn)RF̃ (s, yn)Dynωj(s, xn + yn) dyn ds dv +

+
1

(2π)
n−1

2

1∫
h

v−1

∫
Rn−1

∞∫
0

exp (ix′s)G(svα′
) ×

× Bj(is,Dyn)DynL̃(is,Dyn)RF̃ (s, yn)ωj(s, xn + yn) dyn ds dv =

= ω1
j,h,1(x) + ω2

j,h,1(x). (11)

Для определенности рассмотрим первое слагаемое. Воспользуемся свойством преоб-
разования Фурье, тогда при xn > 0 имеем

ω1
j,h,1(x) =

1

(2π)
n−1

2

1∫
h

v−1

∫
Rn

exp (ix′s)G(svα′
) ×

× Bj(is,Dyn)L̃(is,Dyn)RF̃ (s, yn)θ(yn)Dynωj(s, xn + yn)θ(xn + yn) dyn ds dv =

=
1

(2π)
n+1

2

1∫
h

v−1

∫
Rn

exp (ix′s − ixnξn)

⎛⎝∫
R

exp (iynξn)Dynωj(s, yn)θ(yn) dyn

⎞⎠×

×
⎛⎝∫

R

exp (−itnξn)G(svα′
)Bj(is,Dtn)L̃(is,Dtn)RF̃ (s, tn)θ(tn) dtn

⎞⎠ ds dξn dv.

В силу того, что компоненты вектор-функции

〈s〉βj

∞∫
0

exp (iynξn)Dynωj(s, yn) dyn

— мультипликаторы [5, гл. 4], получим, используя теорему о мультипликаторах [6]:

‖ω1
j,h,1(x), Lp(R+

n )‖ ≤ c1

1∫
h

v−1‖
∫

Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
) ×

× 〈s〉−βjBj(is,Dxn)L̃(is,Dxn)RF̃ (s, xn)θ(xn) ds, Lp(Rn)‖ dv.

Воспользуемся тождеством (8), будем иметь
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‖ω1
j,h,1(x), Lp(R+

n )‖ ≤ c2

1∫
h

v−1‖
∫

Rn

exp (ix′s + ixnξn)G(svα′
) ×

× 〈s〉−βjBj(is, iξn)(L(is, iξn))−1F̂ (s, ξn) dξn ds, Lp(R+
n )‖ dv =

= c2

1∫
h

v−1‖
∫
Rn

exp (ix′s + ixnξn)G(svα′
)

〈s〉αn−1

〈s〉αn + iξn
×

× (〈s〉αn + iξn)〈s〉−βj+1−αnBj(is, iξn)(L(is, iξn))−1F̂ (s, ξn) dξn ds, Lp(R+
n )‖ dv.

Нетрудно показать, что элементы строки матрицы

(〈s〉αn + iξn)〈s〉−βj+1−αnBj(is, iξn)(L(is, iξn))−1

— мультипликаторы, используя теорему Лизоркина, получим

‖ω1
j,h,1(x), Lp(R+

n )‖ ≤ c3

1∫
h

v−1‖
∫
Rn

exp (ix′s + ixnξn)G(svα′
) ×

× 〈s〉αn−1

〈s〉αn + iξn
F̂ (s, ξn) dξn ds, Lp(R+

n )‖ dv.

Отсюда, используя равенство

∫
R

exp (ixnξn)
〈s〉αn + iξn

F̂ (s, ξn)dξn =

xn∫
0

exp (−(xn − yn)〈s〉αn)F̃ (s, yn) dyn

и применяя неравенство Юнга, получим

‖ω1
j,h,1(x), Lp(R+

n )‖ = c4

1∫
h

v−1‖
∫

Rn

∫
Rn−1

exp (i(x′ − y′)s) exp (−(xn − yn)〈s〉αn)θ(xn − yn) ×

× 〈s〉αn−1G(svα′
)F (y)θ(yn) ds dy, Lp(Rn)‖ dv ≤

≤ c5

1∫
h

v−1‖
∫

Rn−1

exp (ix′s) exp (−xn〈s〉αn)θ(xn)G(svα′
)〈s〉αn−1 ds, L1(Rn)‖ dv ×

× ‖F (y), Lp(R+
n )‖.

Введем обозначение

Kαn(v, x′, xn) =
∫

Rn−1

exp (ix′s) exp (−xn〈s〉αn)θ(xn)G(svα′
)〈s〉αn−1 ds.

Поскольку
Kαn(v, x′, xn) = v1−|α|Kαn(1, x′v−α′

, xnv−αn),

то, сделав замену zi = xiv
−αi , i = 1, . . . , n, будем иметь

‖ω1
j,h,1(x), Lp(R+

n )‖ ≤ c5

1∫
h

dv‖Kαn(1, z′, zn), L1(Rn)‖‖F (y), Lp(R+
n )‖.
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Нетрудно показать, что ‖Kαn(1, z′, zn), L1(Rn)‖ ≤ c6 < ∞.
Отсюда следует, что

‖ω1
j,h,1(x), Lp(R+

n )‖ ≤ c‖F (x), Lp(R+
n )‖.

Проводя аналогичные рассуждения для второго слагаемого в (11), получим

‖ω2
j,h,1(x), Lp(R+

n )‖ ≤ c‖F (x), Lp(R+
n )‖.

Оценим теперь Uj,h,2 из (10). В силу леммы 3 вектор-функцию можно переписать
в виде

Uj,h,2(x) =
1

(2π)
n−1

2

h−1∫
1

v−1

∫
Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
)

∞∫
0

Wj(s, zn)F̃ (s, zn) dznωj(s, xn) ds dv.

Из условий теоремы имеет место равенство
∫

R+
n

F (z) dz = 0, отсюда следует, что

∞∫
0

F̃ (s, zn)
∣∣
s=0

dzn = 0.

Представим
∞∫
0

Wj(s, zn)F̃ (s, zn) dzn в виде
∞∫
0

Wj(s, zn)F̃ (s, zn) dzn =

=

∞∫
0

Wj(s, zn)
[
F̃ (s, zn) − F̃ (0, zn)

]
dzn +

∞∫
0

[Wj(s, zn) − Wj(s, 0)] F̃ (0, zn) dzn =

=
n−1∑
k=1

sk

1∫
0

∞∫
0

Wj(s, zn)D
s
(1)
k

F̃ (s(1), zn)
∣∣
s(1)=λ1s

dzn dλ1 +

+

∞∫
0

[Wj(s, zn) − Wj(s, 0)] F̃ (0, zn) dzn. (12)

Используя равенства (3), справедливые для всех ν̃ = (ν̃ ′, 0) таких, что |α|/p′ + α′ν̃ ′ ≤ 1,
представление (12), примененное к вектор-функциям Dν̃′

s F̃ (s, zn), можно получить

∞∫
0

Wj(s, zn)F̃ (s, zn) dzn =

∞∫
0

Wj(s, zn)
∑
ν̃′:

|α|/p′+α′ν̃′≤1

cν̃′sν̃′
1∫

0

. . .

1∫
0

λ
|ν̃′|
1 λ

|ν̃′|−1
2 . . . λ|ν̃′| ×

×
∑
k �=n:

|α|/p′+α′ν̃′+αk>1

skD
ν̃′
s(|ν̃′|+1)Ds

(|ν̃′|+1)
k

F̃ (s(|ν̃′|+1), zn)
∣∣∣∣
s(|ν̃′|+1)=λ|ν̃′|+1...λ1s

dλ|ν̃′|+1 . . . dλ1 dzn +

+
∑
ν̃′:

|α|/p′+α′ν̃′≤1

c̃ν̃′sν̃′
∞∫
0

[Wj(s, zn) − Wj(s, 0)] Dν̃′
s F̃ (0, zn) dzn.

Применяя лемму Адамара к Dγn
zn [Wj(s, zn) − Wj(s, 0)], γn ≤ 1/αn −1, а также используя

равенства (3), справедливые для всех ν̃ = (ν̃ ′, ν̃n) таких, что |α|/p′ +αν̃ ≤ 1, будем иметь
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∞∫
0

Wj(s, zn)F̃ (s, zn) dzn =

∞∫
0

Wj(s, zn)
∑
ν̃′:

|α|/p′+α′ν̃′≤1

cν̃′sν̃′
1∫

0

. . .

1∫
0

λ
|ν̃′|
1 λ

|ν̃′|−1
2 . . . λ|ν̃′| ×

×
∑
k 	=n:

|α|/p′+α′ν̃′+αk>1

skD
ν̃′
s(|ν̃′|+1)Ds

(|ν̃′|+1)
k

F̃ (s(|ν̃′|+1), zn)
∣∣∣∣
s(|ν̃′|+1)=λ|ν̃′|+1...λ1s

dλ|ν̃′|+1 . . . dλ1 dzn +

+
∑

ν̃:
|α|/p′+αν̃≤1,

|α|/p′+αν̃+αn>1

cν̃s
ν̃′

∞∫
0

zν̃n
n

1∫
0

. . .

1∫
0

λν̃n
1 λν̃n−1

2 . . . λν̃n ×

× znDν̃n+1

z
(ν̃n+1)
n

Wj(s, z(ν̃n+1)
n )

∣∣∣∣
z
(ν̃n+1)
n =λν̃n+1...λ1zn

Dν̃′
s F̃ (0, zn) dλν̃n+1 . . . dλ1 dzn. (13)

Представим Uj,h,2(x) в виде суммы

Uj,h,2(x) =
m∑

r=1

U r
j,h,2(x) =

m∑
r=1

1

(2π)
n−1

2

h−1∫
1

v−1

∫
Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
) ×

×
∞∫
0

Wjr(s, zn)F̃r(s, zn) dznωj(s, xn) ds dv.

Используя (13), запишем U r
j,h,2(x) в виде

U r
j,h,2(x) =

1
(2π)n−1

h−1∫
1

v−1

∫
Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
)

∞∫
0

Wjr(s, zn)
{ ∑

ν̃′:
|α|/p′+α′ν̃′≤1

cν̃′
∑
k �=n:

|α|/p′+α′ν̃′+αk>1

sν̃′
sk ×

×
∫

Rn−1

[ 1∫
0

. . .

1∫
0

λ|ν̃′|λ2
|ν̃′|−1 . . . λ

|ν̃′|
1 exp (−iλ|ν̃′|+1 . . . λ1z

′s) dλ|ν̃′|+1 . . . dλ1

]
×

× (−iz′)ν̃
′
(−izk)Fr(z′, zn) dz′

}
dznωj(s, xn) ds dv +

+
1

(2π)n−1

h−1∫
1

v−1

∫
Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
)
{ ∑

ν̃:
|α|/p′+αν̃≤1,

|α|/p′+αν̃+αn>1

cν̃s
ν̃′ ×

×
∫

R+
n

[ 1∫
0

. . .

1∫
0

zν̃n+1
n Dν̃n+1

z
(ν̃n+1)
n

Wjr(s, z(ν̃n+1)
n )

∣∣∣∣
z
(ν̃n+1)
n =λν̃n+1...λ1zn

λν̃n
1 λν̃n−1

2 . . . λν̃n dλν̃n+1 . . . dλ1

]
×

× (−iz′)ν̃
′
Fr(z′, zn) dz

}
ωj(s, xn) ds dv = Ir

1,h(x) + Ir
2,h(x). (14)

Рассмотрим первое слагаемое, перепишем его следующим образом:

Ir
1,h(x) =

∑
ν̃′:

|α|/p′+α′ν̃′≤1

c1ν̃′
∑
k 	=n:

|α|/p′+α′ν̃′+αk>1

h−1∫
1

v−1

1∫
0

. . .

1∫
0

∫
R+

n

∫
Rn−1

exp (i(x′ − λ|ν̃′|+1 . . . λ1z
′)s) ×
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×G(svα′
)sν̃′

skωj(s, xn)Wjr(s, zn)(−iz′)ν̃
′
(−izk)Fr(z′, zn)λ|ν̃′|

1 . . . λ|ν̃′| ds dz dλ|ν̃′|+1 . . . dλ1 dv.

Введем обозначение

Kr
jk(v, x′ − λz′, xn, zn) =

∫
Rn−1

exp (i(x′ − λz′)s)G(svα′
)sν̃′

skωj(s, xn)Wjr(s, zn) ds.

Воспользуемся неравенствами Минковского и Гельдера, получим

‖Ir
1,h(x), Lp(R+

n )‖ ≤
∑
ν̃′:

|α|/p′+α′ν̃′≤1

c1ν̃′
∑
k �=n:

|α|/p′+α′ν̃′+
+αk>1

h−1∫
1

v−1

1∫
0

..

1∫
0

‖
∫

R+
n

|Kr
jk(v, x′−λ|ν̃′|+1 . . . λ1z

′, xn, zn)|×

× |z′ν̃′
zkFr(z)|(1/p+1/p′) dz, Lp(R+

n )‖ dλ|ν̃′|+1 .. dλ1 dv ≤

≤
∑
ν̃′:

|α|/p′+α′ν̃′≤1

c1ν̃′
∑
k �=n:

|α|/p′+α′ν̃′+
+αk>1

h−1∫
1

v−1

1∫
0

. . .

1∫
0

‖

⎡⎢⎣∫
R+

n

|Kr
jk(v, x′ − λ|ν̃′|+1 . . . λ1z

′, xn, zn)|p ×

× |z′ν̃′
zkFr(z)| dz

⎤⎥⎦
1/p ⎡⎢⎣∫

R+
n

|z′ν̃′
zkFr(z)| dz

⎤⎥⎦
1/p′

, Lp(R+
n )‖ dλ|ν̃′|+1 . . . dλ1 dv =

=
∑
ν̃′:

|α|/p′+α′ν̃′≤1

c1ν̃′
∑
k �=n:

|α|/p′+α′ν̃′+
+αk>1

h−1∫
1

v−1

1∫
0

. . .

1∫
0

‖
∫

R+
n

|Kr
jk(v, x′ − λ|ν̃′|+1 . . . λ1z

′, xn, zn)|p ×

× |z′ν̃′
zkFr(z)| dz, L1(R+

n )‖1/p dλ|ν̃′|+1 . . . dλ1 dv‖z′ν̃′
zkFr(z), L1(R+

n )‖1/p′ .

Рассмотрим

J = ‖
∫

R+
n

|Kr
jk(v, x′ − λ|ν̃′|+1 . . . λ1z

′, xn, zn)|p|z′ν̃′
zkFr(z)| dz, L1(R+

n )‖1/p.

Воспользуемся теоремой Тонелли, получим

J =
(∫
R+

n

∣∣∫
R+

n

|Kr
jk(v, x′ − λ|ν̃′|+1 . . . λ1z

′, xn, zn)|p|z′ν̃′
zkFr(z)| dz

∣∣ dx
) 1

p =

=
(∫
R+

n

(∫
R+

n

|Kr
jk(v, x′ − λ|ν̃′|+1 . . . λ1z

′, xn, zn)|p dx
)
|z′ν̃′

zkFr(z)| dz
) 1

p
.

Обозначим через

Ar
jk(v, z, λ) =

∫
Rn

|Kr
jk(v, x′ − λz′, xn, zn)|pθ(zn)θ(xn) dx.

Проведем оценку Ar
jk(v, z, λ|ν̃′|+1 . . . λ1):

Ar
jk(v, z, λ|ν̃′|+1 . . . λ1) =

∫
Rn

|Kr
jk(v, x̃′, x̃n, zn)|pθ(x̃n)θ(zn) dx̃ =
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=
∫
Rn

∣∣∣∫
Rn−1

exp (ix̃′s)G(svα′
)sν̃′

skωj(s, x̃n)θ(x̃n)Wjr(s, zn)θ(zn) ds
∣∣∣p dx̃,

где x̃′ = x′ − λ|ν̃′|+1 . . . λ1z
′, x̃n = xn.

Воспользуемся леммой 4, тогда Ar
jk(v, z, λ|ν̃′|+1 . . . λ1) перепишется в виде

Ar
jk(v, z, λ|ν̃′|+1 . . . λ1) = vp∆′

k

∫
Rn

∣∣∣ ∫
Rn−1

exp (iy′s̃)G(s̃)s̃ν̃′
s̃kωj(s̃, yn) ×

× θ(vαnyn)Wjr(s̃, v−αnzn)θ(zn) ds̃
∣∣∣p dy, s̃ = svα′

, yj = x̃jv
−αj ,

где ∆′
k = −|α|

p′
− α′ν̃ ′ − αk + 1. Представим Ar

jk(v, z, λ|ν̃′|+1 . . . λ1) в виде

Ar
jk(v, z, λ|ν̃′|+1 . . . λ1) = vp∆′

k

∫
Rn

1
(1 + |y′|2q)p

×

×
∣∣∣ ∫
Rn−1

[1 + (−1)q�q
s̃))] exp (iy′s̃)G(s̃)s̃ν̃′

s̃kωj(s̃, yn)θ(vαnyn)Wjr(s̃, v−αnzn)θ(zn) ds̃
∣∣∣p dy ≤

≤
∑

|γ|+|κ|≤2q

cκ,γvp∆′
k

∫
Rn

1
(1 + |y′|2q)p

×

×
( ∫
Rn−1

∣∣Dγ
s̃ (G(s̃)s̃ν̃′

s̃k)
∣∣ ∣∣Dκ

s̃

(
ωj(s̃, yn)θ(vαnyn)Wjr(s̃, v−αnzn)θ(zn)

)∣∣ ds̃
)p

dy.

Используя лемму 5, будем иметь

Ar
jk(v, z, λ|ν̃′|+1 . . . λ1) ≤ θ(zn)

∑
|γ|+|κ|≤2q

c̃κ,γvp∆′
k

∫
R+

n

1
(1 + |y′|2q)p

×

×
( ∫
Rn−1

∣∣∣Dγ
s̃

(
G(s̃)s̃ν̃′

s̃k

)∣∣∣〈s̃〉−κα′−1+αn exp (−δyn〈s̃〉αn) exp (−δv−αnzn〈s̃〉αn) ds̃
)p

dy.

Выбирая q из неравенства 2qp > n − 1, получим

Ar
jk(v, z, λ|ν̃′|+1 . . . λ1) ≤ θ(zn)

∑
|γ|+|κ|≤2q

˜̃cκ,γvp∆′
k

( ∫
Rn−1

∣∣∣Dγ
s̃

(
G(s̃)s̃ν̃′

s̃k

)∣∣∣ 〈s̃〉−κα′−1 ds̃
)p

.

Отсюда ясно, что при выборе достаточно большого числа K > 0 (см. определение функ-
ции G(s)) получим

Ar
jk(v, z, λ|ν̃′|+1 . . . λ1) ≤ cjv

p∆′
kθ(zn).

Тогда

‖Ir
1,h(x), Lp(R+

n )‖ ≤
∑
ν̃′:

|α|/p′+α′ν̃′≤1

∑
k �=n:

|α|/p′+α′ν̃′+
+αk>1

c2ν̃′

h−1∫
1

v−1+∆′
k dv‖x′ν̃′

xkFr(x), L1(R+
n )‖.

Поскольку ∆′
k < 0, будем иметь

‖Ir
1,h(x), Lp(R+

n )‖ ≤ c‖(1 + 〈x〉)N+αmaxFr(x), L1(R+
n )‖.
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Рассмотрим второе слагаемое из (14):

Ir
2,h(x) =

1
(2π)n−1

h−1∫
1

v−1

∫
R+

n

∫
Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
) ×

×
∑

ν̃:
|α|/p′+αν̃≤1

α|/p′+αν̃+αn>1

cν̃s
ν̃′

1∫
0

. . .

1∫
0

λν̃n
1 λν̃n−1

2 . . . λν̃n ×

×Dν̃n+1

z
(ν̃n+1)
n

Wjr(s, z(ν̃n+1)
n )

∣∣∣∣
z
(ν̃n+1)
n =λν̃n+1...λ1zn

ωj(s, xn)zν̃n+1
n (−iz′)ν̃

′
Fr(z′, zn) dλν̃n+1 . . . dλ1 ds dz dv.

Введем обозначение

Kr
jν̃n

(v, x′, xn, zn, λ) =
∫

Rn−1

exp (ix′s)G(svα′
)sν̃′

Dν̃n+1

z
(ν̃n+1)
n

Wjr(s, z(ν̃n+1)
n )

∣∣∣∣
z
(ν̃n+1)
n =λzn

ωj(s, xn)ds.

Воспользуемся леммой 4, тогда Kr
jν̃n

(v, x′, xn, zn, λ) перепишется в виде

Kr
jν̃n

(v, x′, xn, zn, λ) = v−|α|−αν̃−αn+1Kr
jν̃n

(1, x′v−α′
, xnv−αn , znv−αn , λ).

Учитывая это равенство и используя неравенство Гельдера, получим

‖Ir
2,h(x), Lp(R+

n )‖ ≤

≤
∑

ν̃:
|α|/p′+αν̃≤1,

|α|/p′+αν̃+αn>1

c̃ν̃

h−1∫
1

v−1+∆n

1∫
0

. . .

1∫
0

‖
∫

R+
n

∣∣Kr
jν̃n

(1, x̃′, x̃n, v−αnzn, λν̃n+1 . . . λ1)
∣∣×

× |zν̃znFr(z)|(1/p+1/p′) dz, Lp(R+
n )‖ dλν̃n+1 . . . dλ1 dv ≤

≤
∑

ν̃:
|α|/p′+αν̃≤1,

|α|/p′+αν̃+αn>1

c̃ν̃

h−1∫
1

v−1+∆n ×

×
1∫

0

. . .

1∫
0

‖
∫

R+
n

|Kr
jν̃n

(1, x̃′, x̃n, v−αnzn, λν̃n+1 . . . λ1)|p|zν̃znFr(z)| dz, L1(R+
n )‖1/p ×

× ‖zν̃znFr(z), L1(R+
n )‖1/p′ dλν̃n+1 . . . dλ1 dv,

где ∆n = −|α|/p′ − αν̃ − αn + 1.
Рассмотрим

J2 = ‖
∫

R+
n

|Kr
jν̃n

(1, x̃′, x̃n, v−αnzn, λν̃n+1 . . . λ1)|p|zν̃znFr(z)| dz, L1(R+
n )‖1/p.

Введем обозначение

Ar
j(λν̃n+1 . . . λ1, v

−αnzn) =
∫

R+
n

|Kr
jν̃n

(1, x′, xn, v−αnzn, λν̃n+1 . . . λ1)|p dx.
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Тогда получим

J2 =
(∫
R+

n

Ar
j(λν̃n+1 . . . λ1, v

−αnzn)|zν̃znFr(z)| dz
)1/p

.

Рассуждая аналогично, как и при оценивании Ar
jk(v, z, λ|ν̃′|+1 . . . λ1), нетрудно полу-

чить следующую оценку:

Ar
j(λν̃n+1 . . . λ1, v

−αnzn) ≤ c < ∞.

Из этого неравенства следует, что

‖Ir
2,h(x), Lp(R+

n )‖ ≤
∑
ν̃:

|α|/p′+αν̃≤1,
|α|/p′+αν̃+αn>1

c′ν̃

h−1∫
1

v−1+∆n dv‖zν̃znFr(z), L1(R+
n )‖.

В силу того, что ∆n < 0, получим

‖Ir
2,h(x), Lp(R+

n )‖ ≤ c‖(1 + 〈x〉)N+αmaxFr(x), L1(R+
n )‖.

Из лемм 6–9 вытекает, что для любой F (x) ∈ Lp,N (R+
n ) вектор-функция Uh(x),

Uh(x) = U0,h(x) +
µ∑

j=1
Uj,h(x), принадлежит W l

p(R
+
n ), при этом выполняется оценка

‖Uh(x),W l
p(R

+
n )‖ ≤ c(‖F (x), Lp(R+

n )‖ + ‖(1 + 〈x〉)N+αmaxF (x), L1(R+
n )‖)

с константой c > 0, не зависящей от h ∈ (0, 1), F (x), и

‖Uh1(x) − Uh2(x),W l
p(R

+
n )‖ → 0 при h1, h2 → 0.

Отсюда следует, что последовательность вектор-функций {Uk(x)}, где

Uk(x) = Uhk
(x), hk → 0, k → ∞,

фундаментальна в пространстве W l
p(R

+
n ). Поэтому в силу полноты W l

p(R
+
n ) существует

вектор-функция U(x) ∈ W l
p(R+

n ) такая, что

‖Uk(x) − U(x),W l
p(R

+
n )‖ → 0 при k → ∞.

Кроме того, для U(x) выполнена оценка (4). Из работы [2] следует, что предельная
вектор-функция U(x) является решением краевой задачи (1). Единственность доказы-
вается тем же путем, что и для квазиэллиптических уравнений [7].

Список литературы

1. Волевич Л. Р. Локальные свойства решений квазиэллиптических систем // Мат.
сб. 1962. Т. 59, № 3. С. 3–52.

2. Demidenko G. V. On solvability of boundary value problems for quasi-elliptic
systems in Rn

+ // J. of Analysis and Applications. 2006. Vol. 4. No. 1. P. 1–11.



26 Л.Н. Бондарь

3. Демиденко Г. В. Интегральные операторы, определяемые квазиэллиптическими
уравнениями. II // Сиб. мат. журн. 1994. Т. 35, № 1. С. 41–65.

4. Успенский С. В. О представлении функций, определяемых одним классом гипоэл-
липтических операторов // Тр. Мат. ин-та им. В. А. Стеклова АН СССР. 1972. Т. 117.
С. 292–299.

5. Демиденко Г. В., Успенский С. В. Уравнения и системы, не разрешенные относи-
тельно старшей производной. Новосибирск: Научная книга, 1998.

6. Лизоркин П. И. Обобщенное лиувиллевское дифференцирование и метод мульти-
пликаторов в теории вложений классов дифференцируемых функций // Тр. Мат. ин-та
им. В. А. Стеклова АН СССР. 1969. Т. 105. С. 89–167.

7. Демиденко Г. В. О корректной разрешимости краевых задач в полупространстве
для квазиэллиптических уравнений // Сиб. мат. журн. 1988. Т. 29, № 4. С. 54–67.

Материал поступил в редколлегию 11.07.2007
Адрес автора
БОНДАРЬ Лина Николаевна
РОССИЯ, 630090, г. Новосибирск
ул. Пирогова, 2
Новосибирский государственный университет
e-mail: b_lina@ngs.ru




