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В работе обсуждается роль математической логики в современной математике, базовые по-
нятия и результаты математической логики необходимые для современного исследователя в
области математики и приложений в информатики.

К числу неоспоримых реалий современности следует отнести резкое повышение роли
фундаментального физико-математического образования в интеллектуальной составля-
ющей общественного бытия. Без всякого преувеличения можно сказать, что уровень
физико-математической подготовки в классических университетах и высших техниче-
ских учебных заведениях определяет темпы научно-технического, социально-экономи-
ческого и социокультурного развития общества.

В соответствии с этим наблюдается все более возрастающий интерес к выявлениям
новых форм образования, моделей и методов обучения, основное предназначение кото-
рых заключается в обеспечении адекватности образовательных структур требованиям
сегодняшнего и запросам завтрашнего дней.

В связи с вышесказанным возникают проблемы периодического обновления Государ-
ственных образовательных стандартов, учебных планов, учебных (рабочих) программ
и других материалов научно-теоретического и учебно-методического обеспечения учеб-
ного процесса, включая разработку новых учебников и учебно-методических пособий,
в структуре и содержании которых находили бы своевременное отражение результаты
современных исследований в приоритетных направлениях развития фундаментальных
наук и их приложений.

Определяющая роль в осуществлении всей этой работы несомненно должна при-
надлежать ведущим университетам классического типа и университетам технической и
прикладной ориентации.

Новосибирский государственный университет, созданный на базе СО РАН, занимает
лидирующие позиции в подготовке высококвалифицированных специалистов по направ-
лениям «Математика», «Механика», «Прикладная математика и информатика», как для
проведения научных исследований, так и для осуществления научно-педагогической де-
ятельности.

Позиции НГУ, как признанного лидера не только в России, но и на мировом уровне,
прочно обеспечены наличием коллективов ведущих научных школ, руководство которы-
ми осуществляется имеющими мировую известность и признание учеными: академиками
А.А. Боровковым, С.К. Годуновым, Ю.Л. Ершовым, А.Н. Коноваловым, Л.В. Овсян-
никовым, Ю.Г. Решетняком, Ю.И. Шокиным; чл.-корр. РАН Б.Д. Анниным, С.С. Гон-
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чаровым, Г.А. Михайловым, П.И. Плотниковым, В.В. Пухначевым, В.М. Тешуковым;
профессором В.А. Васильевым.

Сибирская научная школа алгебры и логики, основанная акад. Мальцевым, является
одной из наиболее известных в мире научных школ в области математической логики и
теории вычислимости, алгебры и приложений. Члены этой научной школы в настоящее
время занимают лидирующие позиции в мире в области математической логики и ее
приложений.

Математическая логика как основа методологии научного познания и наука, в рам-
ках которой были поставлены и решены многие из важнейших проблем, связанных с
обоснованием математики, и создана база для развития ЭВМ и языков программиро-
вания и спецификаций, баз данных, занимает в современном мире все более прочные
позиции не только в науке и приложениях в информатике, но и в математическом об-
разовании, как в школьном, так и в вузовском.

В данной работе мы ограничимся проблемами математического университетского
образования в рамках обсуждения Федерального государственного образовательного
стандарта высшего профессионального образования (ФГОС ВПО) по направлению под-
готовки «Математика (бакалавр и магистр)» и «Математика и компьютерные науки»,
разработанного коллективом профессоров Московского государственного университета
им. М.В. Ломоносова в содружестве с представителями Владимирского, Орловского и
Тульского государственных университетов. Авторы на основе изучения опыта постанов-
ки логико-математического образования в Новосибирском государственном университе-
те предлагают учебную программу дисциплины «Математическая логика» и, обосновы-
вая ее соответствие современному уровню развития математической логики (как науки)
и ее приложений, дают ряд конкретных рекомендаций по доработке образовательного
стандарта этой дисциплины по направлениям «Математика», «Механика», «Математика
и компьютерные науки».

Математическая логика является одним из приоритетных направлений современной
математики. Ее создание было связано как с проблемами оснований современной мате-
матики, так и с созданием математической теории, лежащей в основе таких фундамен-
тальных понятий науки, как доказательство и истинность, вычислимость и алгоритм.

Фундаментальный вклад в создание математической логики как науки, наряду с из-
вестными зарубежными учеными (П. Бернайс, Л. Брауэр, Р. Ганди, К. Гедель, А. Гже-
горчик, Д. Гильберт, С. Клини, Дж. Лось, Э. Пост, Б. Рассел, А. Тарский, А. Тьюринг,
Л. Хенкин, А. Черч), внесли и российские ученые (Ю.Л. Ершов, А.Н. Колмогоров,
А.И. Мальцев, А.А. Марков, П.С. Новиков и многие другие известные математики).

Являясь основой не только современной математики, но и всей науки в целом, ма-
тематическая логика по праву занимает место важнейшей составляющей в матема-
тическом образовании как при подготовке высококвалифицированных специалистов-
исследователей для работы в различных областях науки, так и при подготовке препода-
вателей математики в учебных заведениях высшего и среднего звена. Фундаментальная
математика и ее приложения, информатика и кибернетика, механика и физика, матема-
тическая лингвистика, биология и физиология мозга — вот далеко не полный перечень
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научных направлений, подготовка специалистов современного уровня по которым тре-
бует основательного изучения математической логики.

Анализ результатов современного этапа развития математической логики позволяет
выделить следующие приоритетные направления ее развития:

1) теория формальных языков и исчислений;

2) теория моделей и другие математические методы и технологии построения мате-
матической теории семантики формальных языков;

3) теория вычислимости;

4) основания математики и теория множеств.

С первым из этих направлений связаны разработка концепции логического исчис-
ления и становление метода формальных аксиоматических теорий как базового метода
построения систем научных знаний; постановка и анализ фундаментальных проблем
непротиворечивости и полноты математических теорий; выявление и практическая реа-
лизация подходов к построению систем автоматического доказательства теорем; анализ
сложности различных логик и установление зависимостей между ними.

В рамках второго направления была выработана общая концепция модели как ос-
новного понятия семантики формализованных языков логических исчислений. В част-
ности, на основе истинности по Тарскому была получена точная математическая семан-
тика классического исчисления предикатов, что позволило использовать формальный
язык этого исчисления в качестве универсального синтаксического средства выражения
структурных свойств, носителями которых являются самые разнообразные математиче-
ские теории. Анализ основ математики привел к созданию интуиционистского исчисле-
ния и других логических систем и построению их семантик. Эти семантики играют, на-
ряду с традиционными семантиками классических исчислений, фундаментальную роль
в разработке как собственно теории формальных исчислений, так и их приложений к
созданию теории искусственного интеллекта, современных языков программирования
высокого уровня, языков спецификаций и верификации программ, языков и теории он-
тологий.

Характеризуя третье направление, следует отметить, что отправной точкой созда-
ния математической теории вычислимости явилась восходящая к Г. Лейбницу идея по-
строения универсального метода решения математических проблем. Определяя роль
и место понятия вычислимости в современной математике, акад. Ю.Л. Ершов отме-
чал: «Понятие вычислимости становится в математике объектом все более присталь-
ного внимания и исследований. Это в большой степени связано с бурным развитием
и использованием электронно-вычислительной техники (как в практическом, так и в
теоретическом аспекте)» [5]. Создание математической теории вычислимости позволи-
ло выявить подходы к решению фундаментальной задачи, связанной с математически
точной постановкой проблемы разрешимости для различных математических теорий.
На основе этих подходов К. Геделем была доказана фундаментальная теорема о непол-
ноте аксиоматизируемых расширений арифметики Пеано, А. Тарским — разрешимость
теории вещественных и комплексных чисел, Ю.Л. Ершовым — разрешимость теории
p-адических чисел. Эти теории являются носителями базисных структур современной
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математики, свойственных подавляющему большинству фундаментальных и приклад-
ных наук. А.И. Мальцев стал одним из основателей теории вычислимых моделей, кото-
рая, синтезируя в себе методы теории вычислимости и теории моделей, является мате-
матической основой для представления сложных программных систем ЭВМ.

Одновременно с созданием теории вычислимости начинается ее бурное применение
к решению прикладных задач. Следует отметить, что возрастание структурной слож-
ности решаемых задач привело к новым проблемам, связанным как с необходимостью
создания новых поколений вычислительных машин, так и разработки соответствующего
математического обеспечения.

В современном программировании наблюдается тесное взаимодействие исследова-
ний в области математической логики и исследований в области верификации программ,
построения новых предметно-ориентированных структурированных языков программи-
рования высокого уровня, решения проблем информационной безопасности вычисли-
тельных сетей и баз данных, экспертных систем и систем искусственного интеллекта,
гибридных систем [12, 27–30].

В предложенном выше обзоре фундаментальных и прикладных исследований по при-
оритетным направлениям развития математической логики указаны далеко не все сфе-
ры и области продуктивного приложения ее теоретических результатов, философских
концепций и научно-методологического потенциала в целом. Но даже эта неполная ин-
формация дает впечатляющее представление об исключительной актуальности, значи-
мости и плодотворности современных исследований в области математической логики и
их стимулирующем воздействии на результативность развития фундаментальной науки
и ее приложений.

Первоисточником этого воздействия является концепция логического исчисления, в
рамках которой формируется эффективный арсенал формализованных средств и тех-
нологий, обеспечивающих при надлежащем их содержательном истолковании возмож-
ности выявления эффективных решений широкого круга задач в процессе научного
познания. В рамках таких исчислений, в частности исчисления предикатов, нашли есте-
ственное отражение наиболее общие технологии описания структурных свойств, носите-
лями которых являются самые разнообразные математические системы. В 30-е гг. XX в.
математическая логика уже представляла собой науку с явно обозначенными предметом
исследования, целями и задачами, аккумулирующую в себе мощный потенциал стиму-
лирующего воздействия на развитие математики, что обусловило постановку проблемы
включения курса математической логики в систему подготовки научно-педагогических
кадров.

Кратко останавливаясь на истории введения логической составляющей в учебные
планы подготовки студентов математических специальностей в высшей школе, следует
отметить, что математическая логика стала входить в высшее математическое образо-
вание во второй половине двадцатого века. В пятидесятые годы она была включена
в учебные планы университетов [10–11, 13, 18–20, 24–25], в шестидесятые — педагоги-
ческих институтов. Одним из наиболее убежденных и последовательных сторонников
необходимости включения дисциплины «Математическая логика» в программы матема-
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тических специальностей высших учебных заведений был выдающийся советский мате-
матик акад. А.И. Мальцев. В частности, по его инициативе в учебные планы обучения
студентов на механико-математическом факультете Новосибирского государственного
университета были включены двухсеместровый курс «Математическая логика» и се-
местровый курс «Теория алгоритмов и рекурсивные функции».

А.И. Мальцевым также была разработана общая научно-теоретическая концепция
постановки этих курсов в системе университетского математического образования, опре-
делены принципы, положенные в основу выявления их содержания и композиционного
строения. Особое внимание он уделял выявлению и использованию методологических
возможностей дисциплины «Математическая логика» и «Теория алгоритмов» и их при-
кладной направленности.

Научно-методические взгляды А. И. Мальцева и его педагогическое мастерство на-
шли яркое воплощение в классических монографиях «Алгебраические системы» [16]
и «Алгоритмы и рекурсивные функции» [17], которые и в настоящее время остаются
одними из лучших руководств в соответствующих областях математической логики.

Останавливаясь на концептуальных положениях, отражающих взгляды А.И. Маль-
цева на место курса «Математическая логика» в системе естественно-математических
дисциплин, изучаемых в высших учебных заведениях, необходимо подчеркнуть, что он,
помимо собственной значимости этого курса, отмечал в качестве одной из первонасущ-
ных функций его роль как носителя универсальной научно-теоретической и идейно-
методологической базы, обеспечивающей развитие, построение и изучение систем науч-
ных знаний.

Касаясь его подходов к отбору содержания курса «Математическая логика», важно
отметить, что отправной точкой в этой работе он полагал в качестве обязательного усло-
вия, помимо включения в курс необходимых разделов канонического характера, выяв-
ление и анализ приоритетных направлений и фундаментальных концепций, свойствен-
ных современному уровню развития математической логики и приложений и адекватно
достаточное (с позиций обеспечения научно-теоретической и профессиональной состоя-
тельности и востребованности будущих специалистов) проецирование ее достижений в
содержание теоретической и практической составляющих этого курса.

Появление учебника «Математическая логика» [7], написанного акад. РАНЮ.Л. Ер-
шовым и проф. Е.А. Палютиным для университетов России, в создании которого нашел
отражение не только опыт постановки логико-математического образования в Новоси-
бирского государственном университете, но и опыт ведущих университетов мира, яви-
лось убедительным подтверждением непреходящей значимости научно-педагогических
концепций, заложенных А.И. Мальцевым. На преемственность научных и педагоги-
ческих взглядов А.И. Мальцева явно указывается авторами этого учебника: «Созда-
ние этой книги не было бы возможно без коллектива кафедры алгебры и математиче-
ской логики Новосибирского государственного университета. Основатель этой кафед-
ры — выдающийся советский математик А.И. Мальцев (1909–1967 гг.) — оказал решаю-
щее влияние на формирование научных интересов и педагогических взглядов авторов»
[Там же].
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Следует отметить, что учебник выдержал несколько изданий в России и был издан
в переводе на английский язык, получив тем самым международное признание.

В настоящее время, как продолжение идей А.И. Мальцева о необходимости обес-
печения преемственности и своевременного отражения результатов приоритетных на-
правлений в области математической логики и ее приложений в научном и учебно-
методическом обеспечении дисциплины «Математическая логика», членом-корреспон-
дентом РАН С.С. Гончаровым разрабатывается новый вариант курса «Математическая
логика» для студентов, обучающихся в классических университетах России по группе
математических направлений и специальностей. В его основу положены идеи вычис-
лимости через определимость на основе монографии Ю.Л. Ершова «Определимость и
вычислимость» и учебник Ю.Л. Ершова и Е.А. Палютина «Математическая логика»
[7], доработанный с учетом новых направлений исследований и приложений математи-
ческой логики [1, 3–4, 6, 8–9, 14–15, 21–23, 26–29, 31, 33], в частности, задач современного
программирования и моделирования, а также приложений к моделированию сложных
процессов, сочетающих как непрерывные, так и дискретные компоненты. Первая часть
этого курса уже издана в Новосибирском государственном университете [2], а вторая —
представлена в электронном варианте на сайте механико-математического факультета
НГУ1. В целом предполагается его реализация по направлениям «Математика», «Ма-
тематика и компьютерные науки» в рамках региональной и федеральной компоненты и
«Механика» в рамках региональной компоненты. Ниже приводится учебная программа
курса «Математическая логика (двухсеместровая)», что позволяет оценить степень ее
соответствия ранее отмеченным приоритетным направлением развития математической
логики как науки.

Элементы теории множеств

1. Основные понятия теории множеств. Операции над множествами.

2. Упорядоченные пары, декартово (прямое) произведение множеств.

3. Отношения и функции над множествами, образы, прообразы и композиция, акси-
ома выбора и бесконечные прямые произведения множеств.

4. Отношения эквивалентности, предпорядка, порядка, линейного порядка и фактор-
множества. Формулировка леммы Цорна.

5. Вполне упорядоченные множества, ординалы и кардиналы, трансфинитная ин-
дукция, натуральные числа и ординалы в теории множеств, аксиома существования
бесконечного множества и построение множества натуральных чисел. Теорема о срав-
нимости ординалов. Теорема о сравнимости вполне упорядоченных множеств. Форму-
лировка теоремы Цермело, как принципа вполнеупорядоченности.

6. Теоремы Кантора и Кантора–Бернштейна. Операции на кардиналах и ординалах.
Теорема о мощности квадрата (из теоремы Цермело).

Исчисление высказываний

1. Высказывания и их истинностная и теоретико-множественная семантика и теорема
о следовании в истинностной семантике из следования в теоретико-множественной.

1http://mmfd.nsu.ru
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2. Секвенциальное исчисление высказываний. Линейный и древовидный выводы и их
эквивалентность. Теорема о построении вывода для квазивывода. Теорема о двузначно-
сти секвенциального исчисления высказываний. Основные эквивалентности, нормаль-
ные формы. Доказательство теоретико-множественного следования из доказуемости со-
ответствующей секвенции.

3. Гильбертовское исчисление высказываний. Теорема дедукции. Теорема о доказу-
емости из секвенциального следования в гильбертовском исчислении. Доказательство
тождественной истинности в теоретико-множественной семантике формул, доказуемых
в гильбертовском исчислении высказываний.

4. Теорема об эквивалентности исчислений и семантик. Теорема о существовании
конъюнктивной и дизъюнктивной нормальных форм в секвенциальном исчислении вы-
сказываний.

5. Теорема о характеризации доказуемых формул в секвенциальном исчислении вы-
сказываний и теорема Геделя о полноте.

Теория моделей
1. Предикаты, сигнатуры, модели (алгебраические системы).
2. Синтаксис языка исчисления предикатов (термы, формулы, свободные и связан-

ные вхождения переменных).
3. Семантика языка исчисления предикатов (истинность формул на модели и значе-

ние термов).
4. Гомоморфизмы, изоморфизмы; подмодели, связь теоретико-модельных свойств с

универсальными, экзистенциальными и позитивными формулами.
5. Элементарные расширения и подсистемы; элементарные вложения; объединение

элементарных цепей.
6. Фильтры: главные и неглавные, максимальные и ультрафильтры. Фильтрованные

произведения и теорема Лося.
7. Теорема компактности Мальцева. Метод диаграмм и теорема Мальцева о расши-

рении.

Исчисление предикатов
1. Предикатное исчисление в секвенциальной и гильбертовской формах.
2. Теорема о подстановке. Основные эквивалентности.
3. Теорема дедукции для гильбертовского исчисления. Теорема об эквивалентности

секвенциального и гильбертовского исчислений.
4. Пренексная и предваренная нормальные формы. Теорема о приведении к нор-

мальной форме.
5. Непротиворечивые множества формул и их свойства.
7. Теорема о существовании расширений Хенкина.
8. Каноническая модель теории Хенкина.
9. Теорема о существовании модели.
10. Теорема Геделя о полноте классического исчисления предикатов.

Аксиоматическая система теории множеств Цермело–Френкеля
1. Аксиоматика Цермело–Френкеля ZF.
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2. Теорема об эквивалентности аксиомы выбора, леммы Цорна и теоремы Цермело
и теоремы о мощности квадрата.

Аксиоматическая теория Пеано
1. Аксиоматика Пеано и ее свойства.
2. Стандартные и нестандартные модели арифметики Пеано.
3. Концевые расширения. Формулы с ограниченными кванторами и Σ-формулы.

Теория вычислимости и теорема Геделя о неполноте
1. Примитивно рекурсивные, частично рекурсивные и вычислимые функции. Опера-

торы суммирования, произведения, ограниченной минимизации. Составное определение.
Теорема о Σ-представимости в стандартной модели арифметики.

2. Теорема о представимости в аксиоматике Пеано.
3. Геделевская нумерация термов и формул и ее свойства.
4. Примитивная рекурсивность и возвратная рекурсия. Примитивная рекурсивность

основных операций и отношений над термами и формулами: множества формул, мно-
жества термов, операции подстановки, множества аксиом гильбертовского исчисления
предикатов, правил вывода, доказательств.

5. Вычислимо перечислимые множества и их свойства. Перечислимость вычислимо
аксиоматизируемых теорий и вычислимая аксиоматизируемость вычислимо перечисли-
мо аксиоматизируемых теорий. Теорема об универсальной функции и нормальной фор-
ме Клини. Вычислимая перечислимость доказуемых формул.

6. Теорема о неразрешимости непротиворечивых расширений аксиоматики Пеано.
7. Теорема Геделя о неполноте. Теорема Черча о неразрешимости исчисления пре-

дикатов.

В предлагаемой программе находит отражение как преемственность концептуаль-
ных подходов А.И. Мальцева к постановке курсов «Математическая логика» и «Теория
алгоритмов», так и ориентация этих курсов на современные разработки в области ма-
тематической логики и ее приложений.

Все это говорит о том, что в Новосибирском государственном университете в процес-
се осуществления научно-педагогической деятельности коллективом Сибирской школы
алгебры и логики накоплен огромный опыт подготовки специалистов как для прове-
дения научных исследований в самых различных областях математической логики и
ее приложений, так и для преподавания логико-математических дисциплин в образо-
вательных учреждениях среднего и высшего уровня. Отражение этого опыта в ФГОС
ВПО было бы не только желательным, но и несомненно полезным.

В целом проект ФГОС ВПО по направлениям «Математика», «Механика», «Мате-
матика и компьютерные науки» соответствует действующей в Российской Федерации
законодательной и нормативно правовой базе в области образования.

Механико-математический факультет Новосибирского государственного университе-
та поддерживает проект ФГОС ВПО по указанным направлениям и намерен использо-
вать его в качестве основы для разработки основной образовательной программы.

В то же время авторы считают, что в целях отражения и актуализации в норматив-
ной составляющей стандарта современного уровня развития информационных техно-
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логий и общих тенденций развития современной математики целесообразно разделение
курса «Дискретная математика и математическая логика» на две части: курс «Матема-
тическая логика» — в объеме 240 ч, 8 зачетных единиц (2–3 семестры учебного плана)
на основе учебника [2, 5, 7], а также курс «Дискретная математика и вычислимость» — в
объеме 120 ч, 4 единицы (1 семестр учебного плана), положив в основу учебники [8, 31].

В дополнение к вышеуказанным мотивациям целесообразности этого разделения
необходимо добавить, что следование этому пути обеспечивает соответствие градации
логико-математических дисциплин специальностям принятым в Высшей аттестацион-
ной комиссии РФ и, кроме того, отражает опыт и традиции постановки логико-матема-
тического образования в Новосибирском государственном университете.

Определяя содержание и структуру новых курсов, авторы считают необходимым
внести в их программы, наряду с тематикой, обозначенной в обсуждаемом проекте стан-
дарта, ряд новых тем. В частности, программа курса «Математическая логика», на наш
взгляд, должна включать следующие темы: теория множеств, классическое исчисление
высказываний и его семантика, булевы функции, предикаты, модели, исчисление пре-
дикатов и теорема Геделя о полноте исчисления предикатов, теорема Мальцева о ком-
пактности, аксиоматизируемые классы (аксиоматическая теория множеств Цермело–
Френкеля и арифметика Пеано), теорема Геделя о неполноте арифметики и теорема
Черча о неразрешимости исчисления предикатов, алгоритмически неразрешимые про-
блемы. В то же время в программу курса «Дискретная математика» следует включить
темы, связанные именно с алгоритмической частью математических знаний, такие, как
автоматы и языки, графы, сети Петри, схемы, методы кодирования и криптографии,
оптимальные и самокорректирующиеся коды, алгоритмы и машины Тьюринга, теоре-
ма о существовании и единственности универсальной функции, теорема о неподвижной
точке, сводимости, сложность вычислений, теорема Блюм об ускорении, детерминиро-
ванные и недетерминированные вычисления на основе [8, 31], и более корректно было
бы назвать этот курс «Дискретная математика и теория алгоритмов».

Следует отметить, что в процессе апробирования на механико-математическом фа-
культете Новосибирского государственного университета, а также основываясь на опыте
постановки образования в области математической логики в ряде ведущих университе-
тов США, можно с уверенностью говорить о преимуществах предлагаемого подхода
к постановке логико-математического образования по указанным выше направлениям
университетского образования. Это является отражением объективного факта влияния
развития вычислительных и информационных технологий на все области человеческой
деятельности, что существенно повышает роль образования в области методов матема-
тической логики как для ее различных приложений, так и в математике. Уверенность в
увеличении роли логического образования основано как на специфике развития приори-
тетных направлений математической логики на современном этапе, так и математики
в целом, учитывая алгоритмический характер направленности целей исследований в
современной математике.
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