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О РАЗРЕШИМОСТИ СМЕШАННОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ
РАВНОВЕСИЯ ДЛЯ ТЕРМОЭЛЕКТРОУПРУГОГО ТЕЛА∗

Учет электропроводности при описании равновесия термоупругих тел, как правило, зна-
чительно усложняет математическую модель. В работе доказывается теорема существования
смешанной краевой задачи для нелинейной модели, учитывающей влияние температуры и элек-
тропроводности на процесс деформирования упругого тела.

§ 1. Формулировка задачи и основной результат

Пусть Ω ⊂ R2 — ограниченная область с гладкой границей Γ, Γ = Γ0 ∪ Γ1, причем
meas Γ0 > 0, Γ0∩Γ1 = ∅, и Q = Ω×(0, T ). Рассматривается задача нахождения функций
u = (u1, u2), θ, ϕ, σ = {σij}, i, j = 1, 2, таких что

− div σ = f в Q, (1)

ε(u) = Cσ + α(θ)s в Q, (2)

θt − Δθ = β(θ)|s|2 + γ(θ)|∇ϕ|2 в Q, (3)

− div(γ(θ)∇ϕ) = 0 в Q, (4)

θ = θ0 при t = 0, (5)

u = 0, ϕ = 0 на Γ0 × (0, T ), (6)

σν = 0; γ(θ)
∂ϕ

∂ν
= Aϕ+ a на Γ1 × (0, T ), (7)

∂θ

∂ν
= 0 на Γ × (0, T ). (8)

Здесь α, β, γ — заданные непрерывные функции, действующие из R в R,

|α(ξ)| ≤ α0, |β(ξ)| ≤ β0, 0 < γ1 ≤ γ(ξ) ≤ γ2 ∀ξ ∈ R,

α0, β0, γ1, γ2 — постоянные, s = {sij} — девиатор тензора напряжений σ; εij(u) = 1
2(ui,j +

+ uj,i) — компоненты тензора деформаций; ε(u) = {εij(u)}; f = (f1, f2) ∈ L2(Q),
θ0 ∈ L1(Ω) — заданные функции, C = {cijkl} — тензор модулей упругости c обычными
свойствами симметрии и положительной определенности:

cijkl = cklij = cjikl, cijkl ∈ L∞(Ω), i, j, k, l = 1, 2,

cijklηklηij ≥ c0|η|2, ∀ ηij = ηji, c0 = const, c0 > 0; (9)
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A : L2(0, T, L2(Γ1)) → C[0, T ] — линейный непрерывный оператор, a — заданная посто-
янная, ν = (ν1, ν2) — единичный вектор внешней нормали к Γ. Все функции с двумя
нижними индексами предполагаются симметричными по этим индексам, по повторя-
ющимся индексам проводится суммирование. В приведенной выше модели функция u
описывает перемещение точек тела; θ — температура; ϕ — электрический потенциал,
так что уравнение (4) имеет вид div J = 0, где по закону Ома плотность тока J опреде-
ляется по формуле J = −γ(θ)∇ϕ, а правая часть уравнения энергии (3) в соответствии с
законом Джоуля содержит слагаемое −J∇ϕ. При этом соотношения (1) являются урав-
нениями равновесия, а (2) — уравнение состояния. С физическими предположениями,
приводящими к уравнению энергии вида (3) и краевому условию (7) для электрического
потенциала, можно ознакомиться по работе [5].

По поводу других математических моделей термоупругих и термоэлектроупругих
тел и результатов о разрешимости соответствующих краевых задач можно обратиться
к [1, 3, 6, 7, 10].

Обратим внимание на то, что начальная температура θ0 в (5) принадлежит простран-
ству L1(Ω), что наряду с имеющейся нелинейностью создает дополнительные трудности
в исследовании разрешимости задачи (1)–(8).

Обозначим через W 1,p(Ω), p ≥ 1, пространство Соболева,

W 1,p
Γ0

(Ω) = {v ∈W 1,p(Ω) | v = 0 на Γ0}

с нормой
‖v‖p

W 1,p
Γ0

(Ω)
=
∫
Ω

|∇v|p,

и пусть
W = L2(0, T ;W 1,2

Γ0
(Ω)),

V = {ψ ∈ Lq′(0, T ;W 1,q′(Ω)) ∩ C([0, T ];L∞(Ω)) | ψt ∈ L2(Q), ψ(T ) = 0}, q′ > 4.

В дальнейшем мы выберем число q, такое что

1
q

+
1
q′

= 1, 1 < q <
4
3
.

Поскольку вложение W ⊂ L2(0, T ;L2(Γ1)) является непрерывным, то в силу непрерыв-
ности оператора A существует постоянная c1 такая, что выполнено неравенство∫

Γ1×(0,T )

(Aϕ)ϕ ≤ c1‖ϕ‖2
W , ∀ϕ ∈W. (10)

Мы будем предполагать, что

c1 < γ1, 3α0 < c0. (11)

Основной результат работы формулируется следующим образом.

Теорема 1. Пусть выполнены все указанные выше предположения. Тогда существует
решение задачи (1)–(8), такое что

ui, ϕ ∈W, σij ∈ L2(Q), i, j = 1, 2; θ ∈ Lq(0, T,W 1,q(Ω)), (12)
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∫
Q

σijεij(v) =
∫

Γ1×(0,T )

fivi, ∀v = (v1, v2) ∈W 2, (13)

ε(u) = Cσ + α(θ)s в Q, (14)

−
∫
Q

θψt +
∫
Q

∇θ∇ψ =
∫
Q

(
β(θ)|s|2 + γ(θ)|∇ϕ|2

)
ψ +

+
∫
Ω

θ0ψ(0), ∀ψ ∈ V, (15)

∫
Q

γ(θ)∇ϕ∇ϕ̄ =
∫

Γ1×(0,T )

(
Aϕ+ a

)
ϕ̄, ∀ϕ̄ ∈W. (16)

§ 2. Доказательство основного результата

Общая схема рассуждений будет такая. Сначала рассмотрим регуляризованную по
отношению к (1)–(8) краевую задачу, содержащую срезающую функцию. Задача будет
характеризоваться положительным параметром λ. При каждом значении параметра бу-
дет доказано существование решения и будут получены равномерные по λ априорные
оценки. В заключение будет осуществлен переход к пределу при λ → ∞. Предельная
задача будет совпадать с исходной, т. е. с (1)–(8).

Рассмотрим функцию

τλ(ξ) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
λ, ξ > λ

ξ, |ξ| ≤ λ

−λ, ξ < −λ

и регуляризованную краевую задачу. Задача заключается в нахождении функций
u = (u1, u2), θ, ϕ, σ = {σij}, i, j = 1, 2 таких, что

− div σ = f в Q, (17)

ε(u) = Cσ + α(θ)s в Q, (18)

θt − Δθ = β(θ)τλ(|s|2) + γ(θ)τλ(|∇ϕ|2) в Q, (19)

− div(γ(θ)∇ϕ) = 0 в Q, (20)

θ = τλ(θ0) при t = 0, (21)

u = 0, ϕ = 0 на Γ0 × (0, T ), (22)

σν = 0; γ(θ)
∂ϕ

∂ν
= Aϕ+ a на Γ1 × (0, T ), (23)

∂θ

∂ν
= 0 на Γ × (0, T ). (24)

Доказательство разрешимости этой задачи будет установлено с помощью теоремы
Шаудера о неподвижной точке.

Сначала при фиксированном θ̄ ∈ L2(Q) мы докажем существование функции
ϕ = ϕ(θ̄), такой что

− div(γ(θ̄)∇ϕ) = 0 в Q, (25)
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ϕ = 0 на Γ0 × (0, T ), γ(θ̄)
∂ϕ

∂ν
= Aϕ+ a на Γ1 × (0, T ). (26)

Затем рассмотрим следующую задачу для отыскания функций u, σ :

− div σ = f в Q, (27)

ε(u) = Cσ + α(θ̄)s в Q, (28)

u = 0 на Γ0 × (0, T ); σν = 0 на Γ1 × (0, T ), (29)

и докажем существование s = s(θ̄).
Наконец, рассмотрим задачу для отыскания функции θ при известных s = s(θ̄),

ϕ = ϕ(θ̄) из соотношений:

θt − Δθ = β(θ̄)τλ(|s|2) + γ(θ̄)τλ(|∇ϕ|2) в Q, (30)

θ = τλ(θ0) при t = 0, (31)
∂θ

∂ν
= 0 на Γ × (0, T ). (32)

Мы сможем доказать существование решения задачи (30)–(32) и таким образом устано-
вить существование функции θ = θ(θ̄), такой что θ ∈ U ,

U = {v ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω)) | vt ∈ L2(0, T ; (W 1,2(Ω))∗)},

где (W 1,2(Ω))∗ — пространство, двойственное к W 1,2(Ω).
Пространство U компактно вложено в L2(Q) [11]. Следовательно, можно построить

компактный оператор
B : L2(Q) � θ̄ �→ θ ∈ L2(Q),

и наша задача будет состоять в доказательстве существования неподвижной точки этого
оператора с помощью теоремы Шаудера.

Итак, приступим к последовательному выполнению описанных шагов. Обозначим
через W ∗ пространство, двойственное к W , и определим оператор M : W → W ∗ по
формуле

M(ϕ)ϕ̄ =
∫
Q

γ(θ̄)∇ϕ∇ϕ̄ −
∫

Γ1×(0,T )

(Aϕ)ϕ̄, ∀ϕ̄ ∈W,

где θ̄ ∈ L2(Q) — выбранная фиксированная функция. В силу (10), (11) оператор M

является коэрцитивным, т. е.

M(ϕ)ϕ
‖ϕ‖W

→∞, ‖ϕ‖W →∞.

Поскольку оператор M является также ограниченным, монотонным и семинепрерыв-
ным, то согласно [9] существует решение задачи

ϕ ∈W : M(ϕ)ϕ̄ = a

∫
Γ1×(0,T )

ϕ̄, ∀ϕ̄ ∈W.

Таким образом, мы установили существование решения задачи (25)–(26), т. е. элемента
ϕ = ϕ(θ̄) ∈W, удовлетворяющего следующему тождеству:∫

Q

γ(θ̄)∇ϕ∇ϕ̄ =
∫

Γ1×(0,T )

(Aϕ+ a)ϕ̄, ∀ϕ̄ ∈W.
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Сейчас обратимся к задаче (27)–(29). В силу [8] эта задача имеет единственное ре-
шение u, σ, такое что

ui ∈W, σij ∈ L2(Q), i, j = 1, 2,∫
Q

σijεij(v) =
∫

Γ1×(0,T )

fivi, ∀v = (v1, v2) ∈W 2,

ε(u) = Cσ + α(θ̄)s в Q.

Следовательно, мы доказали существование единственного элемента σ = σ(θ̄) и, таким
образом, нашли s = s(θ̄). Это означает, что можно рассмотреть задачу (30)–(32) с за-
данными ϕ = ϕ(θ̄), s = s(θ̄). Очевидно, что при фиксированном λ > 0 имеем включение

hλ(θ̄) ≡ β(θ̄)τλ(|s|2) + γ(θ̄)τλ(|∇ϕ|2) ∈ L2(Q).

Определим оператор L : L2(0, T ;W 1,2(Ω)) → L2(0, T ; (W 1,2(Ω))∗) по формуле

L(θ)θ̄ =
∫
Q

∇θ∇θ̄, θ, θ̄ ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω)).

Тогда (30)–(32) может быть записана как абстрактная эволюционная задача

θt − L(θ) = hλ(θ̄) в L2(0, T ; (W 1,2(Ω))∗) , (33)

θ = τλ(θ0) при t = 0 . (34)

Заметим, что имеют место непрерывные вложения L2(0, T ;W 1,2(Ω)) ⊂ L2(Q) ⊂
⊂ L2(0, T ; (W 1,2(Ω))∗). С учетом общих результатов для эволюционных уравнений [9]
существует единственное решение θ ∈ U задачи (33)–(34). Поскольку U компактно вло-
жено в L2(Q), мы имеем

θ = θ(θ̄) = B(θ̄).

Отметим также, что включение θ ∈ U влечет θ ∈ C([0, T ];L2(Ω)), и следовательно,
начальное условие (34) выполнено. Для применения теоремы Шаудера о неподвижной
точке, необходимо проверить непрерывность оператора B.

Пусть θ̄n → θ̄ сильно в L2(Q) при n→∞. Обозначим

un = u(θ̄n), σn = σ(θ̄n), ϕn = ϕ(θ̄n), sn = s(θ̄n), θn = θ(θ̄n).

Можно предполагать, что
θ̄n → θ̄ п. в. в Q;

α(θ̄n) → α(θ̄), β(θ̄n) → β(θ̄), γ(θ̄n) → γ(θ̄) п. в. в Q

и сильно в Lp(Q), p ∈ [1,∞). (35)
Из уравнений ∫

Q

σn
ijεij(v) =

∫
Γ1×(0,T )

fivi, ∀v = (v1, v2) ∈W 2, (36)

ε(un) = Cσn + α(θ̄n)sn в Q, (37)
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получаем равномерно по n

‖σn
ij‖L2(Q) + ‖un

i ‖W ≤ c, i, j = 1, 2.

Следовательно, можно считать, что при n→∞

σn
ij, s

n
ij → σij, sij слабо в L2(Q),

un
i → ui слабо в W.

Заметим, что в силу (35)

α(θ̄n)sn
ij → α(θ̄)sij слабо в L2(Q).

Таким образом, уравнения (36), (37) дают∫
Q

σijεij(v) =
∫

Γ1×(0,T )

fivi, ∀v = (v1, v2) ∈W 2, (38)

ε(u) = Cσ + α(θ̄)s в Q. (39)

Из (36)–(39) получаем∫
Q

(σn
ij − σij)εij(v) =

∫
Γ1×(0,T )

fivi, ∀v = (v1, v2) ∈W 2,

ε(un − u) = C(σn − σ) + α(θ̄n)sn − α(θ̄)s в Q,

что приводит к неравенству

c0‖σn − σ‖2
L2(Q) ≤

∫
Q

α(θ̄n)(sn − s)(σ − σn) +
∫
Q

(α(θ̄n)− α(θ̄))s(σ − σn).

В силу (11) с учетом теоремы Лебега из этого неравенства получаем

‖σn − σ‖2
L2(Q) ≤ μn → 0, n→ ∞,

следовательно,

σn → σ сильно в L2(Q),

|sn|2 → |s|2 сильно в L1(Q) и п. в. в Q.

Кроме того,
τλ(|sn|2) → τλ(|s|2) сильно в Lp(Q), p ∈ [1,∞), и п. в. в Q , (40)

β(θ̄n)τλ(|sn|2) → β(θ̄)τλ(|s|2) сильно в L2(Q). (41)

Докажем, что n→ ∞

γ(θ̄n)τλ(|∇ϕn|2) → γ(θ̄)τλ(|∇ϕ|2) сильно в L2(Q), (42)

где ϕ является предельной точкой для ϕn. В самом деле, из уравнений∫
Q

γ(θ̄n)∇ϕn∇ϕ̄ =
∫

Γ1×(0,T )

(Aϕn + a)ϕ̄, ∀ϕ̄ ∈W (43)
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получаем равномерно по n
‖ϕn‖W ≤ c,

и можно считать, что при n→∞

ϕn → ϕ слабо в W.

Тогда в силу (35)
γ(θ̄n)∇ϕn → γ(θ̄)∇ϕ слабо в L2(Q). (44)

Ввиду (44) и слабой сходимости ϕn, уравнения (43) дают∫
Q

γ(θ̄)∇ϕ∇ϕ̄ =
∫

Γ1×(0,T )

(Aϕ+ a)ϕ̄, ∀ϕ̄ ∈W,

и мы приходим к соотношению∫
Q

γ(θ̄n)|∇ϕn −∇ϕ|2 =
∫
Q

(γ(θ̄n) − γ(θ̄))∇ϕ∇(ϕ − ϕn) +

+
∫

Γ1×(0,T )

A(ϕn − ϕ)(ϕn − ϕ). (45)

Поскольку согласно (10) ∫
Γ1×(0,T )

A(ϕn − ϕ)(ϕn − ϕ) ≤ c1‖ϕn − ϕ‖2
W

и γ(ξ) ≥ γ1, c1 < γ1, из (45) следует

‖ϕn − ϕ‖2
W ≤ ηn → 0, n→∞.

Значит, при n→∞

|∇ϕn|2 → |∇ϕ|2 сильно в L1(Q) и п. в. в Q,

τλ(|∇ϕn|2) → τλ(|∇ϕ|2) сильно в L2(Q),

что дает сходимость (42). Далее, из соотношений

θn
t − Δθn = β(θ̄n)τλ(|sn|2) + γ(θ̄n)τλ(|∇ϕn|2), (46)

θn = τλ(θ0) при t = 0 (47)

равномерно по n следует
‖θn‖L2(0,T ;W 1,2(Ω)) ≤ c.

Предположим, что

θn → θ слабо в L2(0, T ;W 1,2(Ω)). (48)

Тогда, в силу (41), (42), из (46), (47) получаем

θt − Δθ = β(θ̄)τλ(|s|2) + γ(θ̄)τλ(|∇ϕ|2), (49)

θ = τλ(θ0) при t = 0. (50)

Правые части (46), (49) равны hλ(θ̄n), hλ(θ̄) соответственно.
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Обозначим gn = θ − θn. Тогда из (46)–(47), (49)–(50) получаем

gn
t − Δgn = hλ(θ̄)− hλ(θ̄n).

Отсюда следует

1
2

T∫
0

d

dt
‖gn(t)‖2

L2(Ω) +
∫
Q

∇gn∇gn =
∫
Q

[β(θ̄)τλ(|s|2)− β(θ̄n)τλ(|sn|2)]gn +

+
∫
Q

[γ(θ̄)τλ(|∇ϕ|2) − γ(θ̄n)τλ(|∇ϕn|2)]gn.

Значит, согласно (41)–(42) и условию gn(0) = 0, получаем сходимость при n→∞

‖gn‖L2(0,T ;W 1,2(Ω)) → 0.

Последовательность θn имеет единственную предельную точку θ, поэтому имеем
непрерывность оператора B :

θn = B(θ̄n) → θ = B(θ̄) сильно в L2(Q).

Пусть теперь ‖θ̄‖L2(Q) ≤ r. Поскольку оценка

‖hλ(θ̄)‖L2(Q) + ‖τλ(θ0)‖L2(Ω) ≤ c

равномерна по r, из (33)–(34) равномерно по r следует

‖θ‖U ≤ c.

Следовательно,
‖B(θ̄)‖L2(Q) ≤ r

для достаточно больших r. В соответствии с теоремой Шаудера, существует функция
θ̄ ∈ L2(Q) такая, что θ̄ = B(θ̄) .

Существование решения задачи (17)–(24) доказано.
Теперь мы хотим перейти к пределу при λ → ∞ в (17)–(24). Решение задачи

(17)–(24), соответствующее параметру λ, обозначим через uλ, σλ, θλ, ϕλ. Функции uλ,
σλ, θλ, ϕλ удовлетворяют следующим соотношениям:

uλ
i , ϕ

λ ∈W, σλ
ij ∈ L2(Q), i, j = 1, 2; θλ ∈ U,∫

Q

σλ
ijεij(v) =

∫
Γ1×(0,T )

fivi, ∀v = (v1, v2) ∈W 2, (51)

ε(uλ) = Cσλ + α(θλ)sλ в Q, (52)

−
∫
Q

θλψt +
∫
Q

∇θλ∇ψ =
∫
Q

(
β(θλ)τλ(|sλ|2) + γ(θλ)τλ(|∇ϕλ|2)

)
ψ +

+
∫
Ω

τλ(θ0)ψ(0), ∀ψ ∈ V, (53)
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∫
Q

γ(θλ)∇ϕλ∇ϕ̄ =
∫

Γ1×(0,T )

(
Aϕλ + a

)
ϕ̄, ∀ϕ̄ ∈W. (54)

Из (51), (52), (54) равномерно по λ следует

‖uλ‖W + ‖σλ‖L2(Q) + ‖ϕλ‖W ≤ c. (55)

Поэтому равномерно по λ

‖|sλ|2‖L1(Q) + ‖|∇ϕλ|2‖L1(Q) ≤ c

и, в силу определения τλ, равномерно по λ

‖τλ(|sλ|2)‖L1(Q) + ‖τλ(|∇ϕλ|2)‖L1(Q) ≤ c,

‖τλ(θ0)‖L1(Ω) ≤ ‖θ0‖L1(Ω).

Теперь воспользуемся известными результатами для линейных параболических урав-
нений с начальными данными и правой частью из L1(Ω), L1(Q) соответственно, гаран-
тирующими существование решения в пространстве Lq(0, T ;W 1,q(Ω)), 1 < q < 4

3 .

В случае краевых условий Дирихле эти результаты можно найти в [2]. Для крае-
вых условий Неймана соответствующие результаты имеются в [4]. Параметр q ∈ (1, 4

3)
соответствует случаю двумерной области Ω. Следовательно, из (53) получаем

‖θλ‖Lq(0,T ;W 1,q(Ω)) ≤ c, (56)

где константа c не зависит от λ. Из (53) также следует

θλ
t ограничены в Lq(0, T ; (W 1,q(Ω))∗) + L1(Q) (57)

равномерно по λ.
Пространство

{θ ∈ Lq(0, T ;W 1,q(Ω), θt ∈ Lq(0, T ; (W 1,q(Ω))∗) + L1(Q)}

компактно вложено в L1(Q) [11, с. 85]. Поэтому согласно (56), (57) при λ→∞

θλ → θ сильно в L1(Q) и п. в. в Q, (58)

α(θλ) → α(θ), β(θλ) → β(θ), γ(θλ) → γ(θ) п. в. в Q

и сильно в Lp(Q), p ∈ [1,∞). (59)

В силу (55) можно предполагать, что при λ→∞

σλ → σ слабо в L2(Q), uλ → u, ϕλ → ϕ слабо в W.

Так же, как при доказательстве сильной сходимости σn, ϕn к σ, ϕ соответственно,
устанавливаем, что при λ→∞

σλ → σ сильно в L2(Q), (60)

ϕλ → ϕ сильно в W, (61)
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и значит,

|sλ|2 → |s|2 сильно в L1(Q), (62)

|∇ϕλ|2 → |∇ϕ|2 сильно в L1(Q). (63)

В силу (58)–(63) и определения τλ имеем при λ→∞

α(θλ)sλ → α(θ)s сильно в L1(Q),

β(θλ)τλ(|sλ|2) → β(θ)|s|2 сильно в L1(Q),

γ(θλ)τλ(|∇ϕλ|2) → γ(θ)|∇ϕ|2 сильно в L1(Q),

τλ(θ0) → θ0 сильно в L1(Ω).

Эта сходимость позволяет осуществить переход к пределу в (51)–(54) при λ→∞, что и
обеспечивает доказательство (12)–(16).

Для завершения доказательства теоремы заметим, что L1(Ω) ⊂ (W 1,p(Ω))∗ при p > 2.
Действительно, ∫

Ω

hg ≤ ‖h‖L1(Ω)‖g‖L∞(Ω) ≤ c‖h‖L1(Ω)‖g‖W 1,p(Ω), p > 2.

В частности, из (15) получаем

θ ∈ Lq(0, T,W 1,q(Ω)), θt ∈ Lq(0, T, (W 1,q(Ω))∗) + L1(0, T ;L1(Ω) ⊂

⊂ L1(0, T, (W 1,p(Ω))∗), p > 2, 1 < q <
4
3
.

Это означает, что θ ∈ C([0, T ], (W 1,l(Ω))∗) для некоторого l > 1, и поэтому начальное
условие (5) выполнено.

В заключение отметим, что если a = 0 в (7), то ϕ ≡ 0 в Q. В этом случае задача для
нахождения u, σ, θ решается независимо от ϕ.
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