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ОПТИМАЛЬНОЕ ПО БЫСТРОДЕЙСТВИЮ УПРАВЛЕНИЕ
В РЕАЛЬНОМ ВРЕМЕНИ ЛИНЕЙНЫМИ СИСТЕМАМИ

С ВОЗМУЩЕНИЯМИ∗

Предложен метод вычисления оптимального по быстродействию управления в реальном
времени линейной системой с неизвестным возмущением. Получена система линейных алгебра-
ических уравнений, связывающая отклонения фазовых координат с отклонениями начальных
условий нормированной сопряженной системы и отклонением конечного момента. Вычисления
сводятся к последовательности решений систем линейных алгебраических уравнений и инте-
грированию матричного дифференциального уравнения на интервалах перемещения моментов
переключений управления и конечного момента времени. Рассмотрена коррекция моментов пе-
реключений и конечного момента оптимального управления при сопровождении фазовой тра-
ектории движения управляемого объекта. Получены простые конструктивные условия возник-
новения скользящего режима, движения изображающей точки по многообразиям переключе-
ний и изменения структуры оптимального управления при сопровождении фазовой траектории
движения системы с неконтролируемым возмущением. Приведен вычислительный алгоритм.
Доказана локальная сходимость с квадратичной скоростью и глобальная сходимость последо-
вательности управлений к оптимальному по быстродействию управлению.

Введение

Оптимальное управление сложными динамическими системами представляет значи-
тельный теоретический и практический интерес [1], но аналитическое решение задачи
удается получить лишь в редких случаях. Поэтому большую роль играют численные ме-
тоды нахождения оптимального управления. Трудности при решении задач оптимально-
го управления вызваны необходимостью решать краевую задачу, большой размерностью
систем, наличием ограничений на управление и фазовые координаты, многоэкстремаль-
ностью, сложным характером нелинейностей, действием на систему различного рода
возмущений и др. Многочисленные трудности привели к большому разнообразию вычис-
лительных методов их преодоления. Не существует универсального численного метода
решения задач оптимального управления. Разработано множество численных методов,
каждый из которых обладает определенными достоинствами и недостатками [2–9]. По-
этому актуальна разработка новых численных методов, максимально учитывающих спе-
цифику решаемых задач и обладающих малой вычислительной трудоемкостью. Одним
из возможных подходов к решению проблемы синтеза оптимального управления явля-
ется реализация оптимального управления в реальном времени в процессе движения и
сопровождения фазовой траектории динамической системы, когда управление форми-
руется как функция текущих дискретных значений фазовых координат [10]. Проблемой
оптимального управления в реальном времени активно занимается и минская школа
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[11–13]. Разрывность решения сопряженной системы, частое обращение при синтезе к
процедуре изменения структуры оптимального управления, возникновение скользящего
режима делают невозможным применение известных методов вычисления оптимально-
го управления и требуют разработки нового метода [14–16], который и рассматривается
в данной работе для линейных систем с возмущениями.

§ 1. Постановка задачи

Пусть управляемый объект описывается линейным дифференциальным уравнением

ẋ = A(t)x + B(t)u + F, x(t0) = x0 , x0 ∈ V. (1)

Здесь x — n-мерный вектор фазового состояния; A(t) и B(t) — непрерывные матрицы
размеров n×n и n×m соответственно; u — m-мерный вектор управления, компоненты ко-
торого принадлежат классу кусочно-непрерывных функций и подчинены ограничениям

|uj | 6 Mj , Mj > 0, j = 1,m. (2)

F — n-мерный вектор неизвестных непрерывных ограниченных возмущений. Это мо-
гут быть внешние неконтролируемые детерминированные воздействия, различного рода
нелинейности, неучтенные при линеаризации, параметрические возмущения, вызванные
несоответствием параметров модели и объекта либо различием размерности математи-
ческого описания модели и объекта, и т. д.

Предполагается, что линейная модель объекта без возмущения F

ẋм = A(t)xм + B(t)u, xм(t0) = x0 , x0 ∈ V (3)

полностью управляема, т. е.

rank
[ tk∫

t0

Φ(tk , τ)B(τ)B∗(τ)Φ∗(tk , τ) dτ
]

= n (4)

и переводима ограниченным управлением (2) из заданного начального условия xм(t0) =
= x0 в начало координат xм(tk) = 0 , т. е. x0 принадлежит области управляемости V .
Предполагается также, что известно оптимальное управление для системы (3) с некото-
рым начальным условием xм(t0) = xмo , которое находится вблизи условия x(t0) = x0.
Управление вычисляется по алгоритму, рассмотренному в работе [9].

Наряду с (3) будем рассматривать также более общую модель объекта с возмущением

ẋ′
м = A(t)x′

м + B(t)u + Fi, x′
м(ti−1) = x(ti−1), t ∈

[
ti−1, t

(i)
k

]
, i = 1, 2, 3, . . . . (5)

Вычисление оптимального управления в реальном времени требует введения нового
класса ограничений — ограничения на время вычисления оптимального управления

min
j∈[1,m]

(ν1
j − t0) > h. (6)
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Здесь: ν1
j — первый момент переключения j — компоненты вектора управления; h —

время, затрачиваемое на вычисление оптимального управления.

Задача. Найти в реальном времени в процессе сопровождения фазовой траектории
движения системы (1) допустимое управление u◦(t), переводящее за минимальное время
T = tk−t0 систему (1) с неизвестным возмущением F из заданного начального состояния
x(t0) = x0 в начало координат x(tk) = 0.

Решение задачи состоит из этапов, включающих решение следующих подзадач:

— вычисление оптимального по быстродействию управления системой с воз-
мущением;

— сопровождение фазовой траектории движения объекта (1) и коррекция
оптимального управления.

Замечание 1. Задачи оптимального управления рассматриваются при наличии раз-
личных ограничений, что приводит к различным структурам оптимальных управле-
ний. Вычисление оптимального управления в реальном времени приводит к появлению
нового типа ограничения — ограничения на время вычисления (6).

§ 2. Вычисление оптимального по быстродействию управления линейной
системой с возмущением

Известно оптимальное по быстродействию управление, переводящее линейную си-
стему без возмущения (3) из начального состояния xм(t0) = xмo, находящегося вблизи
заданного состояния x(t0) = x0, в начало координат. На рис. 1 показаны оптимальные
фазовые траектории движения объекта и модели.

Рис. 1. Фазовые траектории движения объекта и модели: 1 — фазовая траектория объекта;
2, 3, 4, . . . — фазовые траектории модели
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Приходим к следующей задаче.

Задача 1. Известно оптимальное по быстродействию управление, переводящее линей-
ную систему без возмущения (3) из начального состояния xм(t0) = xмo в начало коор-
динат xм(tk) = 0.

Требуется найти допустимое управление, переводящее за минимальное время T (1) =
= t

(1)
k − t0 линейную систему (5) с возмущением F1 из заданного начального состояния

x′
м(t0) = x0 в начало координат x′

м(t(1)
k ) = 0.

2.1. Определение возмущения F1. Так как F — неизвестное возмущение, то его
необходимо периодически вычислять в процессе движения системы (1). Возмущение F ,
действующее на систему, вызывает отклонение фазовой траектории на величину

∆x(t) =

t∫
t0

Φ(t , τ) F dτ. (7)

Для определения возмущения измерим в момент t = t∗ значения фазовых координат
объекта (1) и вычислим xм(t∗) для модели объекта (3) при одинаковых начальных усло-
виях xм(t0) = x(t0) и управлениях u(t) = u◦(t), t ∈ [t0, t∗], равных заданному оптималь-
ному управлению. Тогда

x(t∗) − xм(t∗) =

t∗∫
t0

Φ(t∗ , τ) F dτ. (8)

Если F — непрерывная ограниченная функция (что предполагается в постановке
основной задачи), то справедливо

t∗∫
t0

Φ(t∗ , τ)Fdτ =
[ t∗∫

t0

Φ(t∗ , τ)dτ
]
F1 , (9)

где F1 — среднее значение возмущения на интервале t ∈ [t0, t∗]. Из (8) имеем

F1 =
[ t∗∫

t0

Φ(t∗ , τ)dτ

]−1[
x(t∗) − xм(t∗)

]
. (10)

Если время ∆t = t∗ − t0 вычисления возмущения достаточно мало, то справедливо
приближенное выражение

F1
∼=

x(t∗) − xм(t∗)
∆t

. (11)

2.2. Вариация моментов переключений управления и конечного момента. Для
линейной системы оптимальное по быстродействию управление [1] задается выражением

u◦
j (t) = Mj sign

[
Bj(t)

]∗
ψ(t), j = 1,m, (12)

где
[
Bj(t)

]∗ — транспонированный j-й столбец матрицы B(t); ψ(t) — решение сопря-
женной системы

ψ̇ = −A∗(t)ψ, ψ(t0) = ψ0, (13)



Оптимальное по быстродействию управление в реальном времени 7

имеющее следующий вид: ψ(t) = Φ̂(t, t0)ψ(t0). Здесь Φ̂(t, t0) — фундаментальная матри-
ца решений линейного однородного дифференциального уравнения (13), которая нахо-
дится из решения матричного дифференциального уравнения

dΦ̂(t, t0)
dt

= −A∗(t)Φ̂(t, t0), Φ̂(t0, t0) = I, (14)

где I — единичная матрица. Нетрудно показать, что фундаментальная матрица Φ(t, t0)
решений прямой системы (3) связана с фундаментальной матрицей Φ̂(t, t0) решений со-
пряженной системы (13) соотношением Φ̂(t, t0) =

[
Φ−1(t, t0)

]∗. Для уменьшения объема
вычислений целесообразно не вычислять обратную матрицу, а использовать выражение
Φ−1(t, t0) =

[
Φ̂(t, t0)

]∗.
Моменты переключений νp

j , j = 1,m компонент вектора оптимального управления
и их число p = 1, rj − 1 на интервале [t0, tk] однозначно определяются функциями пере-
ключений

[
Bj(t)

]∗
ψ(t), j = 1,m, если известно решение ψ(t), т. е. известны начальные

условия ψi(t0), i = 1, n сопряженной системы.
Выпишем решение уравнения (3) в конечный момент t = t

(1)
k при заданном оптималь-

ном управлении u◦(t), t ∈
[
t0, t

(1)
k

]
, переводящем систему в начало координат xм(t(1)k ) = 0,

используя обозначение Sj(p) = sign
[
Bj(t)

]∗
ψ(t), t ∈

[
νp−1

j , νp
j

]
:

Φ(t(1)
k , t0)xм(t0) +

m∑
j=1

rj−1∑
p=1

νp
j∫

νp−1
j

Φ(t(1)
k , τ)Bj(τ)MjSj(p)dτ +

+
m∑

j=1

t
(1)
k∫

ν
rj−1

j

Φ(t(1)k , τ)Bj(τ)MjS(rj)dτ = 0. (15)

Выпишем решение уравнения (5) для i = 1 с тем же заданным оптимальным управле-
нием u◦(t), t ∈

[
t0, t

(1)
k

]
, но при другом начальном условии x′

м(t0) =
[
xм(t0) + ∆x(t0)

]
:

x′
м(t(1)

k ) = Φ(t(1)
k , t0)

[
xм(t0) + ∆x(t0)

]
+

m∑
j=1

rj−1∑
p=1

νp
j∫

νp−1
j

Φ(t(1)k , τ)Bj(τ)MjSj(p) dτ +

+
m∑

j=1

t
(1)
k∫

ν
rj−1

j

Φ(t(1)
k , τ)Bj(τ)MjS(rj) dτ +

t
(1)
k∫

t0

Φ(t(1)k , τ)F1 dτ, (16)

где x′
м(t(1)

k ) 6= 0, ∆x(t0) = x(t0) − xм(t0).
Изменим моменты переключений νp

j , j = 1,m, p = 1, rj − 1 на ∆νp
j , а t

(1)
k — на ∆ t

(1)
k

так, чтобы система (5) переводилась в начало координат:

Φ(t(1)
k + ∆t

(1)
k , t0)

[
xм(t0) + ∆x(t0)

]
+

m∑
j=1

rj−1∑
p=1

νp
j∫

νp−1
j

Φ(t(1)k , τ)Bj(τ)MjSj(p) dτ +

+ 2
m∑

j=1

rj−1∑
p=1

νp
j +∆νp

j∫
νp

j

Φ(t(1)k , τ)Bj(τ)MjSj(p) dτ +
m∑

j=1

t
(1)
k∫

ν
rj−1

j

Φ(t(1)k , τ)Bj(τ)MjS(rj) dτ +
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+
m∑

j=1

t
(1)
k +∆t

(1)
k∫

t
(1)
k

Φ(t(1)
k , τ)Bj(τ)MjS(rj) dτ +

t
(1)
k∫

t0

Φ(t(1)k , τ)F1 dτ +

t
(1)
k +∆t

(1)
k∫

t
(1)
k

Φ(t(1)k , τ)F1 dτ = 0. (17)

Представим первое слагаемое в левой части уравнения (17) приближенно следующим
образом:

Φ(t(1)
k + ∆t

(1)
k , t0)

[
xм(t0) + ∆x(t0)

]
=

[
E + A(t(1)

k )∆t
(1)
k

]
Φ(t(1)k , t0)

[
xм(t0) + ∆x(t0)

]
. (18)

Корректность приближенного соотношения (18) следует из представления
Φ(t(1)

k + ∆t
(1)
k , t0) = Φ(t(1)

k + ∆t
(1)
k , t

(1)
k )Φ(t(1)

k , t0). Если принять, что на малом интервале[
t
(1)
k + ∆t

(1)
k , t

(1)
k

]
параметры матрицы A(t) изменяются незначительно, то можно запи-

сать Φ
(
t
(1)
k + ∆t

(1)
k , t

(1)
k

)
= eA(t

(1)
k )∆t

(1)
k . Разложив матрицу eA(t

(1)
k )∆t

(1)
k в ряд Тейлора и

ограничив ряд лишь линейными членами, получим приближенное соотношение (18).
Подставим (18) и (15) в (17). Получим

Φ(t(1)
k , t0)∆x(t0) +2

m∑
j=1

rj−1∑
p=1

νp
j +∆νp

j∫
νp

j

Φ(t(1)
k , τ)Bj(τ)MjSj(p) dτ+

m∑
j=1

t
(1)
k +∆t

(1)
k∫

t
(1)
k

Φ(t(1)k , τ)Bj(τ)MjS(rj) dτ+

+

t
(1)
k∫

t0

Φ(t(1)
k , τ)F1 dτ +

t
(1)
k +∆t

(1)
k∫

t
(1)
k

Φ(t(1)
k , τ)F1 dτ + A(t(1)k )Φ(t(1)k , t0)x(t0)∆t

(1)
k = 0. (19)

Из (19) в предположении малости отклонений ∆νp
j и ∆t

(1)
k получаем следующее при-

ближенное уравнение, связывающее отклонения ∆νp
j , j = 1, m, p = 1, rj − 1 и ∆t

(1)
k , с

отклонениями в конечный момент фазовых координат, вызванными изменением началь-
ного условия на ∆x(t0) и действием возмущения F1:

Φ(t(1)
k , t0)∆x(t0) +

[ t
(1)
k∫

t0

Φ(t(1)
k , τ) dτ

]
F1 + 2

m∑
j=1

rj−1∑
p=1

Φ(t(1)k , νp
j )Bj(ν

p
j )MjSj(p)∆νp

j +

+
{ m∑

j=1

Bj(t
(1)
k )MjSj(rj) + F1 + A(t(1)k )Φ(t(1)k , t0)x(t0)

}
∆t

(1)
k = 0. (20)

Для нахождения оптимального управления необходимо перейти к определению чис-
ла и расположения моментов переключений с помощью сопряженной системы.

2.3. Связь между отклонениями начальных условий нормированной сопря-
женной системы и отклонениями моментов переключений управления. Для
j-й компоненты вектора управления функция переключений равна нулю в каждый из
(rj − 1) моментов переключений, т. е. справедливо уравнение[

Bj(ν
p
j )

]∗Φ̂(νp
j , t0)ψ̂(t0) = 0, j = 1,m; p = 1, rj − 1. (21)

Изменим ψ̂(t0) на ∆ψ̂(t0). Это порождает изменение νp
j на ∆νp

j :[
Bj(ν

p
j + ∆νp

j )
]∗Φ̂(νp

j + ∆νp
j , t0)

(
ψ̂(t0) + ∆ψ̂(t0)

)
= 0, j = 1,m; p = 1, rj − 1.
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Разложим полученное выражение в ряд Тейлора и ограничимся лишь линейными
членами:[

Bj(ν
p
j ) + ∆ν̃p

j

dBj(ν
p
j )

dt

]∗[
Φ̂(νp

j , t0) + ∆ν̃p
j

dΦ̂(νp
j , t0)

dt

](
ψ̂(t0) + ∆ψ̂(t0)

)
= 0,

j = 1,m; p = 1, rj − 1.

Здесь ∆ν̃p
j — диагональная матрица размера (n × n) с элементом ∆νp

j на диагонали.
Пренебрегая малыми величинами второго и более высокого порядка малости и учиты-
вая (21), получим приближенное уравнение, связывающее приращения ∆ψ̂(t0) и ∆νp

j :{[
Ḃj(ν

p
j )

]∗Φ̂(νp
j , t0)ψ̂(t0) −

[
Bj(ν

p
j )

]∗
A∗(νp

j )Φ̂(νp
j , t0)ψ̂(t0)

}
∆νp

j +

+
[
Bj(ν

p
j )

]∗Φ̂(νp
j , t0)∆ψ̂(t0) = 0, j = 1,m; p = 1, rj − 1.

В результате находим связь между приращениями начальных условий нормирован-
ной сопряженной системы и приращениями моментов переключений управления

∆νp
j
∼=

{[
Bj(ν

p
j )

]∗
A∗(νp

j )Φ̂(νp
j , t0)ψ̂(t0) −

[
Ḃj(ν

p
j )

]∗Φ̂(νp
j , t0)ψ̂(t0)

}−1
×

×
[
Bj(ν

p
j )

]∗Φ̂(νp
j , t0)∆ψ̂(t0), j = 1,m; p = 1, rj − 1. (22)

Соотношение (22) компактно запишем так:

∆νp
j
∼= L∆ψ̂(t0), j = 1,m; p = 1, rj − 1. (22)′

Важно подчеркнуть, что с изменением начальных условий изменяются значения мо-
ментов переключений управления и возможно появление новых моментов переключе-
ний. Формула (22) позволяет находить приращение любого момента переключения на
интервале [t0,∞). Это существенно в случае появления новых моментов переключений
при увеличении интервала управления [t0, tk].

2.4. Уравнение связи отклонений. Подставив (22)′ в (20), получим систему из n

линейных алгебраических уравнений с n неизвестными, которыми являются (n − 1)
отклонений ∆ψ̂i(t0) и отклонение ∆t

(1)
k конечного момента t

(1)
k :

Φ(t(1)
k , t0)∆x(t0) +

[ t
(1)
k∫

t0

Φ(t(1)
k , τ)dτ

]
F1 + 2

m∑
j=1

rj−1∑
p=1

Φ(t(1)k , νp
j )Bj(ν

p
j )MjSj(p)L∆ψ̂(t0) +

+
{ m∑

j=1

Bj(t
(1)
k )MjSj(rj) + F1 + A(t(1)k )Φ(t(1)k , t0)x(t0)

}
∆t

(1)
k = 0. (23)

Решив (23), находим ∆ψ̂(t0) и ∆t
(1)
k . Определяем из (22) ∆νp

j , j = 1,m; p = 1, rj − 1.
Определить «малы» или «велики» отклонения ∆ψ̂(t0), ∆tk и гарантируется ли сходи-
мость вычислительного процесса весьма сложно. Проще это сделать по отклонениям
моментов переключений ∆νp

j , j = 1,m; p = 1, rj − 1 и конечного момента. Если

max
j,p

[
|∆νp

j |, |∆tk|
]

6 γ(tk − t0), 0 < γ < 1, (24)
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(где γ — задано), то отклонения достаточно малы и обеспечивается сходимость вычис-
лительного процесса. Значение γ(tk − t0) является предельно допустимым, при котором
гарантируется сходимость вычислительного процесса. Если (24) не нарушается, то по-
лагаем ψ̂0(t0) = ψ̂(1)(t0) + ∆ψ̂(1)(t0), и t

(1),0
k = t

(1)
k + ∆t

(1)
k . Эти значения принимаем в

качестве нулевого приближения в итерационной процедуре нахождения искомого опти-
мального управления. Решаем систему

x′
м(t(1),S

k ) + 2
m∑

j=1

rj−1∑
p=1

Φ(t(1),s
k , νp,s

j )Bj(ν
p,s
j )MjSj(p)L∆ψ̂s(t0) +

{ m∑
j=1

Bj(t
(1),s
k )MjSj(rj) +

+ F1 + A(t(1),s
k )Φ(t(1),sk , t0)x(t0)

}
∆t

(1),s
k = 0, s = 0, 1, 2, . . . . (25)

Полагаем t
(1),s+1
k = t

(1),s
k + ∆t

(1),s
k ; ψ̂s+1(t0) = ψ̂s(t0) + ∆ψ̂s(t0); νp,s+1

j (t0) = νp,s
j (t0) +

+ ∆νp,s
j (t0). В (25) x′

м(t(1),sk ) — решение в конечный момент уравнения (5) с уточнен-
ными на каждой s итерации значениями моментов переключений и конечного момента
времени. Это отклонение фазовой траектории от начала координат, которое вызвано
приближенностью используемых для вычисления соотношений. Отклонения должны
быть скомпенсированы в итерационной процедуре соответствующим изменением мо-
ментов переключений и конечного момента. Процесс вычислений заканчивается, если
‖x′

м(t(1),s
k )‖ 6 ε, где ε — задано.

Если (24) не выполняется, то для сходимости вычислительного процесса необходимо
уменьшить отклонения. Это достигается введением регулирующего параметра ρ

ρ 6 γ(t(1)k − t0)

max
j,p

[
|∆νp

j |, |∆t
(1)
k |

] . (26)

Решаем следующую систему:

ρ1

{
Φ(t(1)

k , t0)∆x(t0) +
[ t

(1)
k∫

t0

Φ(t(1)
k , τ) dτ

]
F1

}
+ 2

m∑
j=1

rj−1∑
p=1

Φ(t(1)k , νp
j )Bj(ν

p
j )MjSj(p)L∆ψ̂(t0) +

+
{ m∑

j=1

Bj(t
(1)
k )MjSj(rj) + ρ1F1 + A(t(1)

k )Φ(t(1)
k , t0)

[
xм(t0) + ρ1∆x(t0)

]}
∆t

(1)
k = 0 . (27)

Решив (27), находим новые начальные условия сопряженной системы ψ̂(1)(t0)+∆ψ̂(1)(t0),
новый конечный момент t

(1)
k +∆t

(1)
k и моменты переключений νp

j (t0)+∆νp
j (t0), j = 1, m;

p = 1, rj − 1, которые принимаем в качестве нулевого приближения в итерационной
процедуре компенсации ρ1 части отклонения ∆x(t0) и ρ1 части возмущения F1 :

x′
м(t(1),s

k )+2
m∑

j=1

rj−1∑
p=1

Φ(t(1),s
k , νp,s

j (t0))Bj(ν
p,s
j (t0))MjSj(p)L∆ψ̂s(t0)+

{m∑
j=1

Bj(t
(1),s
k )MjSj(rj)+

+ ρ1F1 + A(t(1),s
k )Φ(t(1),s

k , t0)
[
xм(t0) + ρ1∆x(t0)

]}
∆t

(1),s
k = 0, s = 0, 1, 2, . . . . (28)

Полагаем t
(1),s+1
k = t

(1),s
k + ∆t

(1),s
k ; ψ̂s+1(t0) = ψ̂s(t0) + ∆ψ̂s(t0); νp,s+1

j (t0) = νp,s
j (t0) +

+ ∆νp,s
j (t0). В (28) x′

м
(
t
(1),s
k

)
— решение в конечный момент уравнения

ẋ′
м = A(t)x′

м + B(t)us + ρ1F1, x′
м(t0) = xм(t0) + ρ1∆x(t0)
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с уточненным на каждой s итерации управлением us(t). Итерационный процесс вычис-
лений заканчивается, если ‖x′

м(t(1),s
k )‖ 6 ε. Затем берем ρ2 часть от оставшихся отклоне-

ния и возмущения и т. д. Так последовательно по частям осуществляется компенсация
отклонения ∆x(t0) и возмущения F1.

Доказательство сходимости вычислительного метода дано в § 4.

§ 3. Сопровождение фазовой траектории движения объекта и коррекция
оптимального управления

За время h1 = t1 − t0 вычисления оптимального управления для линейной системы
с возмущением F1, переводимой из точки x(t0), объект под действием управления и
неизвестного возмущения F перейдет в точку x(t1), а модель объекта — в точку x′

м(t1),
отстоящую на ∆x(t1) от x(t1) (см. рис. 1). Оптимальное управление u0(t), t ∈

[
t1, t

(2)
k

]
для начального условия x′

м(t1) отличается от вычисленного оптимального управления
сдвигом на время вычисления h. На интервале t ∈ [t1 − ∆t, t1] вычисляем возмущение
F2 по нижеприведенной в п. 3.1 методике. Возникает задача сопровождения фазовой
траектории движения объекта и коррекции оптимального управления.

Задача 2. Вычислено оптимальное управление, переводящее линейную систему (5) с
возмущением F1 из начальной точки x′

м(t1) в начало координат x′
м(t(1)k ) = 0.

Требуется найти оптимальное управление, переводящее линейную систему (5) с дру-
гим возмущением F2 из другой начальной точки

[
x′

м(t1) + ∆x(t1)
]

в начало координат
x′

м(t(2)
k ) = 0.

3.1. Основное уравнение связи отклонений. Отличие от предыдущего парагра-
фа состоит в том, что рассматриваются движения из различных начальных условий с
различными возмущениями F1 и F2. Проделав аналогичные выкладки, получим следую-
щее основное уравнение, связывающее отклонения начального условия нормированной
сопряженной системы ∆ψ̂(t1) и конечного момента ∆t

(2)
k с отклонениями фазовых ко-

ординат

Φ(t(2)
k , t1)∆x(t1) +

[ t
(2)
k∫

t1

Φ
(
t
(2)
k , τ

)
dτ

]
(F2 − F1) + 2

m∑
j=1

rj−1∑
p=1

Φ(t(2)k , νp
j (t1))Bj(ν

p
j (t1))MjSj(p) ×

× L∆ψ̂(t1) +
{ m∑

j=1

Bj(t
(2)
k )MjSj(rj) + F2 + A(t(2)k )Φ(t(2)k , t1) x(t1)

}
∆t

(2)
k = 0 . (29)

Решив (29), находим ∆ψ̂(t1) и ∆t
(2)
k . Вычисляем по формуле (22) ∆νp

j (t1), j = 1, m;
p = 1, rj − 1. Проверяем выполнение условия (24). Если оно выполняется, то находим
значения t

(2)
k + ∆t

(2)
k , ψ̂(t1) + ∆ψ̂(t1) и νp

j (t1) + ∆νp
j (t1), которые принимаем в качестве

начального приближения в итерационной процедуре поиска оптимального управления.
Если (24) не выполняется, то компенсируем отклонение фазовых координат по частям.

3.2. Вычислительный алгоритм. На отрезке прямой, соединяющем точки x′
м(ti) и

x(ti), выбираем произвольную точку x(1) = x′
м(ti)+ρ1

(
x(ti)−x′

м(ti)
)
, 0 < ρ1 < 1. Находим

соответствующее этой точке значение возмущения F
(1) = Fi + ρ1(Fi+1 − Fi). Решаем
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систему линейных алгебраических уравнений

ρ1

{
Φ(t(i+1)

k , ti) (x(ti) − x′
м(ti)) +

[ t
(i+1)
k∫
ti

Φ(t(i+1)
k , τ) dτ

]
(Fi+1 − Fi)

}
+

+ 2
m∑

j=1

rj−1∑
p=1

Φ(t(i+1)
k , νp

j (ti))Bj(ν
p
j (ti))MjSj(p)L∆ψ̂(ti) +

+
{ m∑

j=1

Bj(t
(i+1)
k ) MjSj(rj) + F

(1) + A(t(i+1)
k )Φ(t(i+1)

k , ti) x(1)
}

∆tk
(i+1) = 0 . (30)

Находим ∆ψ̂(ti) и ∆tk
(i+1). Так как ρ1 выбрано произвольно, то произвольны и значе-

ния ∆ψ̂(ti), ∆tk
(i+1). По формуле (22) вычисляем отклонения ∆νj

p(ti), j = 1,m; p =
= 1, rj − 1. Значение γ(t(i+1)

k − ti) является предельно допустимым, при котором гаран-
тируется сходимость вычислительного процесса. Если

max
j,p

[
|∆νj

p(ti)|, |∆tk
(i+1)|

]
6 γ(t(i+1)

k − ti), 0 < γ < 1, (31)

то отклонения малы и обеспечивается сходимость вычислительного процесса. Если хотя
бы одно из вычисленных значений |∆νj

p(ti)|, |∆tk
(i+1)|, j = 1,m; p = 1, rj − 1 превы-

шает предельно допустимое значение, то отклонения следует уменьшить, т. е. точка x(1)

взята «далеко» от точки x′
м(ti). Если, наоборот, максимальное из вычисленных значе-

ний |∆νj
p(ti)|, |∆tk

(i+1)| меньше предельно допустимого значения, то точка x(1) взята
«близко» к точке x′

м(ti) и процесс движения по отрезку прямой, соединяющему точки
x′

м(ti) и x(ti), будет происходить с малым шагом. Целесообразно двигаться с предельно
допустимым значением. Для этого вычисляем параметр

ξ1 =
γ(t(i+1)

k − ti)

max
j,p

[
|∆νj

p(ti)|, |∆tk
(i+1)|

] (32)

и находим «уточненные» значения отклонений и новые значения конечного момента,
моментов переключений, начального условия нормированной сопряженной системы

t1k = t
(i+1)
k + ξ1∆tk

(i+1)
, νp,1

j (ti) = νp
j (ti) + ξ1∆νj

p(ti), ψ̂1(ti) = ψ̂(ti) + ξ1∆ψ(ti) (33)

и «уточненную» точку x(1) на отрезке прямой, соединяющем x′
м(ti) с x(ti):

x(1) = x′
м(ti) + ξ1ρ1(x(ti) − x′

м(ti)) . (34)

Уточняем соответствующее этой точке возмущение

F (1) = Fi + ξ1ρ1(Fi+1 − Fi). (35)

Эти значения t1k, νp,1
j (ti), ψ̂1(ti) принимаем в качестве начального приближения в ите-

рационной процедуре поиска оптимального по быстродействию управления u(1)(t), пере-
водящего линейную систему (5) с возмущением F (1) из точки x(1) в начало координат.
Итерационная процедура нахождения оптимального управления вызвана приближенно-
стью соотношений (20) и (22). Опуская индексацию по начальному моменту времени ti,
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итерационный процесс нахождения оптимального управления осуществляем на основе
следующего уравнения:

x′
м(tsk) + 2

m∑
j=1

rj−1∑
p=1

Φ(tsk, ν
p,s
j ) Bj(ν

p,s
j ) MjSj(p)L∆ψ̂s(ti) +

+
{ m∑

j=1

Bj(tsk) Mj Sj(rj) + F (1) + A(tsk)Φ(tsk, ti)x
(1)

}
∆tsk = 0, s = 0, 1, 2, . . . . (36)

Полагаем ts+1
k = tsk + ∆tsk, ψ̂s+1(ti) = ψ̂s(ti) + ∆ψ̂s(ti), νp,s+1

j = νp,s
j + ∆νp,s

j . В (36)
x′

м(tsk) — решение в конечный момент уравнения (5)

ẋ′
м = A(t)x′

м + B(t)us + F (1), x′
м(ti) = x(1), (37)

с уточненным на каждой s итерации управлением us(t):

x′
м(tsk) = Φ(tsk, ti)x

(1) +
m∑

j=1

rj∑
p=1

νp,s
j∫

νp−1,s
j

Φ(tsk, τ)Bj(τ)MjSj(p) dτ +
[ tsk∫

ti

Φ(tsk, τ) dτ
]
F (1) . (38)

Итерационный процесс вычислений на этом шаге заканчивается, если ‖x′
м(tsk)‖ 6 ε. За-

тем на отрезке прямой, соединяющем x′
м(ti) с x(ti), выбираются точка x(2) и соответству-

ющее возмущение F (2), сразу полагая ρ2 = ξ1ρ1 и далее проводя дальнейшие уточнения.
Для точки x(2) найденное управление принимается в качестве начального приближе-
ния и т. д.

На каждом шаге движения по отрезку прямой осуществляется проверка: достигнута
точка x(ti) или не достигнута. Для этого достаточно для любой фазовой координаты,
например, первой сравнить знаки разности (x1(ti)−x

(α−1)
1 ) на α−1 шаге и (x1(ti)−x

(α)
1 )

на α шаге. Если sign(x1(ti)−x
(α−1)
1 ) = sign(x1(ti)−x

(α)
1 ), то точка x(ti) еще не достигнута

и процесс движения по отрезку прямой следует продолжить. Если sign(x1(ti)−x
(α−1)
1 ) 6=

6= sign(x1(ti)−x
(α)
1 ), то точка x(ti) уже достигнута и «пройдена», что недопустимо. Точка

x(α) должна совпадать с точкой x(ti), а возмущение F (α) — с Fi+1. Для этого следует
принять ξαρα = 1. Находим ξα = 1

ρα
(где ρα целесообразно принять равным ξα−1ρα−1).

Вычисляем значения конечного момента, моментов переключений и начального условия
нормированной сопряженной системы

tαk = tα−1
k + ξα∆tk, νp,α

j = νp,α−1
j + ξα∆ν p

j , ψ̂α(ti) = ψ̂α−1(ti) + ξα∆ψ(ti). (39)

Эти значения tαk , νp,α
j , ψ̂α(ti) принимаем в качестве начального приближения в итера-

ционной процедуре поиска искомого оптимального по быстродействию управления, пе-
реводящего линейную систему с возмущением Fi+1 из заданного начального состояния
x(ti) в начало координат.

Доказательство сходимости вычислительного метода дано в § 4.
Важно отметить следующее. Основные вычислительные затраты вызваны интегри-

рованием систем дифференциальных уравнений. Поэтому трудоемкость вычислитель-
ных методов принято оценивать по затратам на интегрирование (числу решений задач
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Коши). В рассматриваемом методе нет необходимости в многократном решении задач
Коши, которое ведет к большим вычислительным затратам. Достаточно интегрировать
матричное дифференциальное уравнение (14) лишь на перемещения конечного момен-
та и моментов переключений. Суммарные затраты на интегрирование в этом случае
определяются (при монотонной сходимости, которая достигается при малых отклоне-
ниях) суммарными отклонениями первоначально заданных моментов переключений и
конечного момента (начальных приближений) от их истинных значений и не зависят
от количества итераций.

Замечание 2. Если F = var, то в процессе сопровождения фазовой траектории движе-
ния объекта вычисляется возмущение, измеряются отклонения и корректируются мо-
менты переключений оптимального управления и конечный момент. Фазовое состояние
объекта может быть переведено лишь в окрестность начала координат. Погрешность
перевода равна ∆x = ∆Fh, где ∆F — изменение возмущения F за время h вычисления
оптимального управления. Погрешность перевода может быть уменьшена, если экстра-
полировать возмущение.

Замечание 3. Если F = F (x), что характерно для нелинейных систем, и F (x) → 0 при
x → 0, то достижим перевод системы в начало координат.

§ 4. Доказательство сходимости вычислительного метода

Доказательство сходимости метода основано на доказательстве локальной и глобаль-
ной сходимости.

4.1. Локальная сходимость вычислительного метода. Введем обозначение ∆zs =
= (∆ψ̂s(ti), ∆t

(i),s
k ), где s = 0, 1, 2, . . . — номер итерации.

Теорема. Существуют такие значения ∆z∗, что если ‖∆z◦‖ < ‖∆z∗‖, то ‖∆zs+1‖ <

< ‖∆zs‖, s = 0, 1, 2, . . . и при некотором конечном s = l имеем ‖∆zl‖ 6 ε0, где ε0 —
любое сколь угодно малое наперед заданное число, а последовательность управлений
сходится к оптимальному по быстродействию управлению.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Вариации (∆νp
j (ti)) моментов переключений управления и ко-

нечного момента (∆t
(i)
k ) связаны с отклонениями фазовых координат уравнением

ρ
{

Φ(t(i)k, ti)∆x(ti) +
[ t

(i)
k∫

ti

Φ(t(i)k , τ) dτ
](

Fi − Fi−1

)}
+

+ 2
m∑

j=1

rj−1∑
p=1

νp
j (ti)+∆νp

j (ti)∫
νp

j (ti)

Φ(t(i)k , τ) Bj(τ) MjSj(p) dτ +

+
m∑

j=1

t
(i)
k +∆t

(i)
k∫

t
(i)
k

Φ(t(i)k , τ) Bj(τ) MjS(rj) dτ +
[
Fi + A(t(i)k )Φ(t(i)k , ti) x(ti)

]
∆t

(i)
k = 0. (40)
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Обозначим для краткости записи

∆x∗ = Φ(t(i)k , ti)∆x(ti) +
[ t

(i)
k∫

ti

Φ(t(i)k , τ)dτ
](

Fi − Fi−1

)
и опустим индексацию по времени ti, полагая νp

j = νp
j (ti), tk = t

(i)
k , ∆νp

j = ∆νp
j (ti).

Так как подинтегральные функции на каждом замкнутом интервале [νp
j , νp

j +∆νp
j ] и

[tk, tk + ∆tk] непрерывны и имеют непрерывные производные, то на основании теоремы
о среднем из (40) имеем

ρ∆x∗ + 2
m∑

j=1

rj−1∑
p=1

Φ(tk, ν
p
j + µp

j∆νp
j ) Bj(ν

p
j + µp

j∆νp
j ) Mj Sj(p)∆νp

j +

+
m∑

j=1

Φ(tk, tk + µj∆tk) Bj(tk + µj∆tk) Mj Sj(rj) ∆tk +

+
[
Fi + A(tk)Φ(tk, ti)x(ti)

]
∆tk = 0, 0 < µp

j , µj < 1. (41)

Применим теорему Лагранжа о конечном приращении. Получим

ρ∆x∗ + 2
m∑

j=1

rj−1∑
p=1

Φ(tk, ν
p
j ) Bj(ν

p
j ) Mj Sj(p)∆νp

j +

+ 2
m∑

j=1

rj−1∑
p=1

µp
j Mj Sj(p)

d
{

Φ(tk, ν
p
j + Θp

j µp
j∆νp

j )Bj(ν
p
j + Θp

j µp
j∆νp

j )
}

dt
(∆νp

j )2 +

+
m∑

j=1

Φ(tk, tk) Bj(tk) Mj Sj(rj) ∆tk +

+
m∑

j=1

µj Mj Sj(rj)
d
{

Φ(tk, tk + Θj µj∆tk)Bj(tk + Θj µj∆tk)
}

dt
(∆tk)2 +

+
[
Fi + A(tk)Φ(tk, ti) x(ti)

]
∆tk = 0, 0 < µp

j , µj < 1; 0 < Θp
j , Θj < 1. (42)

Введем обозначения

∆νp
j = ∆ν̃p

j + σνp
j , ∆tk = ∆t̃k + σtk. (43)

Здесь: ∆νp
j , ∆tk — точные (истинные), а ∆ν̃p

j , ∆t̃k — вычисленные значения отклонений;
σνp

j , σtk — погрешности (ошибки) вычисления отклонений. Значения ∆ν̃p
j , ∆t̃k опреде-

ляются из решения системы приближенных линейных алгебраических уравнений (20),
которая для вычисленных значений является точной:

ρ∆x∗ + 2
m∑

j=1

rj−1∑
p=1

Φ(tk, ν
p
j ) Bj(ν

p
j ) Mj Sj(p)∆ν̃p

j +

+
[ m∑

j=1

Bj(tk) Mj Sj(rj) + A(tk)Φ(tk, ti) x(ti) + Fi

]
∆t̃k = 0. (44)

Подставив (43) в (42) и, учитывая (44) и что Φ(tk, tk) = I, получим уравнение
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2
m∑

j=1

rj−1∑
p=1

Φ(tk, ν
p
j ) Bj(ν

p
j ) Mj Sj(p) σνp

j +

+
[ m∑

j=1

Bj(tk) Mj Sj(rj) + A(tk)Φ(tk, ti) x(ti) + Fi

]
σtk +

+ 2
m∑

j=1

rj−1∑
p=1

µp
j Mj Sj(p)

dRp
j (tk, ν

p
j )

dt
(∆νp

j )2 +
m∑

j=1

µjMjSj(rj)
dRj(tk, tk)

dt
(∆tk)2 = 0, (45)

где для сокращения записи использованы обозначения

Rp
j (tk, ν

p
j ) = Φ(tk, ν

p
j + Θp

j µp
j∆νp

j ) Bj(ν
p
j + Θp

j µp
j∆νp

j ),

Rj(tk, tk) = Φ(tk, tk + Θj µj∆tk) Bj(tk + Θj µj∆tk).

Для доказательства сходимости вычислительного процесса важно следующее поло-
жение: погрешности σνp

j , σtk, полученные на s-й итерации, являются точными (ис-
тинными) значениями отклонений для (s + 1)-й итерации, т. е.

σνp,s
j = ∆νp,s+1

j , σtsk = ∆ts+1
k . (46)

Подставив (46) в (45), получим уравнение, связывающее отклонения на s-й и (s + 1)-й
итерациях:

2
m∑

j=1

rj−1∑
p=1

Φ(tsk, ν
p,s
j )Bj(ν

p,s
j ) Mj Sj(p)∆νp,s+1

j +

+
[ m∑

j=1

Bj(tsk) Mj Sj(rj) + A(tsk)Φ(tsk, ti) x(ti) + Fi

]
∆ts+1

k =

= −2
m∑

j=1

rj−1∑
p=1

µp
j Mj Sj(p)

dRp
j (t

s
k, ν

p,s
j )

dt
(∆νp,s

j )2 −
m∑

j=1

µj Mj Sj(rj)
dRj(tsk, t

s
k)

dt
(∆tsk)

2. (47)

Подставим (22)′ в (47) и получим уравнение, которое связывает отклонение начально-
го условия нормированной сопряженной системы ∆ψ̂(ti) и отклонение ∆tk конечного
момента на s и s + 1 итерациях

2
m∑

j=1

rj−1∑
p=1

Φ(tsk, ν
p,s
j ) Bj(ν

p,s
j ) Mj Sj(p)L∆ψ̂s+1(ti) +

+
[ m∑

j=1

Bj(tsk) Mj Sj(rj) + A(tsk)Φ(tsk, ti) x(ti) + Fi

]
∆ts+1

k =

= −2
m∑

j=1

rj−1∑
p=1

µp
j Mj Sj(p)

dRp
j (t

s
k, ν

p,s
j )

dt
L2

{
∆ψ̂s(ti)

}
∆ψ̂s(ti) −

−
m∑

j=1

µj Mj Sj(rj)
dRj(tsk, t

s
k)

dt
(∆tsk)

2. (48)

Здесь {∆ψ̂s(ti)} — диагональная матрица (n−1)×(n−1) с элементами ∆ψ̂s
α(ti) на диаго-

нали; ∆ψ̂s(ti) — (n − 1)-мерный вектор-столбец с элементами ∆ψ̂s
α(ti). Для компактной
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записи используем обозначение ∆z = (∆ψ̂(ti), ∆tk). В результате уравнение (48) может
быть представлено в следующем виде:

∆zs+1 = Д(tsk, ν
p,s
j ){∆zs}∆zs. (49)

Здесь ∆zs — n-мерный вектор-столбец, компонентами которого являются ∆ψ̂(tsi ) и ∆tsk;
{∆zs} — диагональная матрица (n × n) с вышеуказанными элементами на диагонали;
Д(tsk, ν

p,s
j ) — матрица размера (n × n).

Из (49) непосредственно следует, что в силу квадратичной зависимости существуют
такие значения ∆z∗, что если ‖∆z◦‖ < ‖∆z∗‖, то ‖∆zs+1‖ < ‖∆zs‖, s = 0, 1, 2, . . .. Значе-
ния ‖∆z‖ убывают на каждой итерации, и, следовательно, существует такой конечный
номер итерации s = l, на которой ‖∆zl‖ 6 ε0, где ε0 — любое сколь угодно малое наперед
заданное число.

Значение ∆z◦ («нулевое» приближение) выбирается по нашему усмотрению, и по-
этому может быть выбрано такое значение, что ‖∆z◦‖ < ‖∆z∗‖. Действительно, из (40)
непосредственно следует, что если устремить ρ → 0, то ∆ψ̂(ti) → 0 и ∆t

(i)
k → 0, т. е.

∆z → 0. Поэтому выбором параметра ρ регулируется выбор ∆z◦ и может быть выбрано
‖∆z◦‖ < ‖∆z∗‖. В этом случае гарантируется сходимость вычислительного процесса,
т. е. последовательность управлений сходится к такому управлению, которое переводит
линейную систему из заданного начального состояния с любой наперед заданной точ-
ностью ε в начало координат. Это управление и есть оптимальное по быстродействию
управление (12), так как управляющие параметры вычисленного управления являются
кусочно-постоянными функциями с предельными значениями ±Mj , j = 1,m, а моменты
переключений задаются сопряженной системой.

Оптимальное управление может быть единственным и не единственным. Оптималь-
ное по быстродействию управление линейной системой единственно, если: 1) начало ко-
ординат области управления является ее внутренней точкой; 2) выполнено условие общ-
ности положения [1]. При принятых ограничениях (2) на управляющие параметры на-
чало координат области управления является ее внутренней точкой. Первое условие вы-
полнено. Условие общности положения при рассматриваемых параллелепипедных огра-
ничениях (2) адекватно условию покомпонентной полной управляемости. В настоящей
работе предполагается выполнение менее жесткого условия полной управляемости(4),
т. е. достаточно выполнения условия управляемости хотя бы для одной компоненты.
В случае скалярного управления условия общности положения и полной управляемо-
сти совпадают. В силу единственности оптимального управления в этом случае следует,
что последовательность управлений сходится с заданной точностью к оптимальному
по быстродействию управлению. В случае векторного управления, если оптимальное
управление не единственно, то последовательность управлений сходится к одному из
оптимальных управлений.

Теорема доказана.

Следствие 1. Так как ∆zs+1 = σzs, то имеем адекватное достаточное условие сходи-
мости вычислительного процесса

‖σzs‖ < ‖∆zs‖, s = 1, 2, 3, . . . , (50)
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т. е. норма ошибки (погрешности) вычисления должна быть меньше нормы истинного
(точного) значения отклонения.

Следствие 2. Радиус сходимости по отклонениям ∆z с квадратичной скоростью схо-
димости равен

Rсх = ‖∆z∗‖. (51)

4.2. Глобальная сходимость вычислительного метода. Итак, вычислено опти-
мальное по быстродействию управление u(i)(t), t ∈ [ti, t

(i)
k ], переводящее линейную систе-

му (5) с возмущением Fi−1 из точки xм(ti) в начало координат xм(t(i)k ) = 0. Необходимо
найти оптимальное управление u(i)(t), t ∈ [ti, t

(i)
k + ∆t

(i)
k ], переводящее линейную систе-

му (5) с другим возмущением Fi из другой начальной точки x(ti) в начало координат
xм(t(i)k + ∆t

(i)
k ) = 0.

Возьмем некоторую точку x(1) = xм(ti) + ρ1(x(ti) − xм(ti)), 0 < ρ1 < 1, лежащую
вблизи точки xм(ti) на отрезке прямой, соединяющем точку xм(ti) с точкой x(ti), для
которой необходимо найти оптимальное управление. В этой промежуточной точке x(1) на
линейную систему (5) действует промежуточное возмущение F (1) = Fi−1 +ρ1(Fi−Fi−1).
Так как точка x(1) выбрана вблизи точки xм(ti) и приращение возмущения достаточно
мало (что достигается выбором параметра ρ1), то мало значение ρ1∆x в уравнении (30)
и, следовательно, малы отклонения ∆ψ̂(ti), ∆t

(i)
k (т. е. ∆z◦), получаемые из решения

уравнения (30). Следовательно, выбором ρ1 обеспечивается условие ‖∆z◦‖ < ‖∆z∗‖ и
достигается локальная сходимость. В результате через несколько итераций находит-
ся оптимальное по быстродействию управление, переводящее линейную систему (5) из
промежуточной точки с промежуточным возмущением в начало координат. Затем берем
следующую промежуточную точку x(2) = x(1) + ρ2(x(ti) − x(1)), 0 < ρ2 < 1, лежащую
вблизи точки x(1) на отрезке прямой, соединяющем точки x(1) и x(ti). Берем новое про-
межуточное возмущений F (2) = F (1) + ρ2(Fi − F (1)) и находим оптимальное по быст-
родействию управление, переводящее линейную систему (5) из второй промежуточной
точки с вторым промежуточным возмущением в начало координат и т. д.

Так, последовательно продвигаясь по отрезку прямой, соединяющему точки xм(ti)
и x(ti), находим оптимальное по быстродействию управление, переводящее линейную
систему (5) с возмущением Fi из точки x(ti). Это вычисленное оптимальное управление
в момент ti+1 = ti + hi подается на объект (1). Такое продвижение возможно, если лю-
бая точка на отрезке прямой, соединяющем точки xм(ti) и x(ti), принадлежит области
управляемости. Для линейной системы область управляемости V является выпуклой,
если выпукла область управления U . При ограничениях (2) область управления выпук-
ла и, следовательно, выпукла область управляемости. Точки xм(ti) и x(ti) по определе-
нию принадлежат области управляемости (см. (1) и (3)). Следовательно, любая точка
на отрезке прямой, соединяющем xм(ti) с x(ti), принадлежит области управляемости.
В результате для любой точки области управляемости находится оптимальное по быст-
родействию управление и, следовательно, вычислительный метод обладает глобальной
сходимостью.
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§ 5. Особенности движения в окрестности многообразий переключений

Если число моментов переключений по всем компонентам вектора управления боль-
ше n − 1, то пройденные моменты переключений (νp

j 6 ti, j = 1,m, p = 1, rj − qj)
исключаются из рассмотрения, а оставшиеся — перенумеровываются. Если число остав-

шихся переключений
m∑

j=1
qj = n − 1 и в процессе вычисления оптимального управления

на некотором интервале [tα−1, tα] в момент t∗ ∈ [tα−1, tα] должно по расчетам произой-
ти теперь первое переключение β компоненты, т. е. ν1

β(tα−1) = t∗, то в момент t∗ пе-
реключаем β компоненту вектора управления. Проверяем в момент tα корректность
переключения управления в момент t∗, так как на интервале [tα−1, tα] проводились вы-
числения и уточнения моментов переключений и конечного момента. Возможны три
случая: 1) ∆ν1

β(tα) = 0, 2) ∆ν1
β(tα) > 0, 3) ∆ν1

β(tα) < 0.

Если ∆ν1
β(tα) = 0, то изображающая точка принадлежит (n − 1)-мерному многооб-

разию переключений σ(n−1). Это множество точек пространства X, из которого переход
в начало координат линейной системы при F ≡ 0 достигается за n − 1 интервалов по-
стоянства оптимального управления. На рис. 2 приведены фрагмент многообразий пе-
реключений в трехмерном пространстве и фазовая траектория движения из точки X0.

Рис. 2. Фрагмент многообразий переключений

Если F ≡ 0, то изображающая точка линейной системы, попав на многообразие
σ(n−1), последовательно движется вначале по (n− 1)-мерному многообразию σ(n−1), за-
тем, достигнув второго момента, после переключения управления движется по много-
образию σ(n−2) и т. д. и, наконец, по σ(1). Это линия переключения, достигнув кото-
рой управление переключается последний раз и дальнейшее движение по линии пере-
ключения в начало координат происходит уже без переключений. Однако при наличии
возмущения движение по многообразиям переключений невозможно. Если F 6= 0, то
характер движения принципиально иной. Действие возмущения на систему при ее по-
падании на (n−1)-мерное многообразие σ(n−1) приводит к отклонению от многообразия
и ∆ν1

β(tα) ≶ 0.
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Если ∆ν1
β(tα) > 0, то это означает, что изображающая точка под действием возму-

щения Fα отклонилась в прежнее подпространство Y1 пространства X (которое мно-
гообразие σ(n−1) разделяет на два подпространства Y1 и Y2), т. е. переключение было
произведено преждевременно и следует вернуться к прежней структуре управления.
В момент t = tα подаем на систему (1) в течение времени [tα, tα + ∆ν1

β(tα)] управление
прежнего знака, которое было до переключения в момент t∗, и переключаем управление
в момент tα + ∆ν1

β(tα):

uβ(t) =

{
uβ(tα−1), t ∈ [tα , tα + ∆ν1

β(tα)),
−uβ(tα−1), t ∈ [tα + ∆ν1

β(tα) , tα+1].

Возникает скользящий режим, показанный на рис. 3.

Рис. 3. Скользящий режим

Если ∆ν1
β(tα) < 0, то это означает, что момент переключения следует сдвинуть влево

по оси времени от момента tα, что физически не реализуемо. Переключение произведено
с запаздыванием. Фазовая траектория пересекла многообразие σ(n−1) и изображающая
точка перешла в подпространство Y2 ⊂ X, из которого возможен перевод системы в
начало координат оптимальным управлением с n интервалами постоянства. В случае
скалярного управления пристраиваем на правом конце управления короткий интервал
длительности ∆ν1(tα) соответствующей полярности. Полагаем момент t

(α)
k последним

моментом переключения управления, а момент (t(α)
k + ∆ν1(tα)) — новым конечным

моментом и переобозначаем моменты переключений. Имеем n интервалов знакопосто-
янства управления. В случае векторного управления определяем последовательность
переключений компонет (учитывая и ранее исключенные переключения). Компоненты
вектора оптимального управления в силу вращения вектора сопряженной системы цик-
лически переключаются по вершинам параллелепипеда U (2), являющегося областью
управления. Определяем компоненту, имеющую последний момент переключения. При-
страиваем на правом конце следующей (по порядку переключений) компоненты вектора
управления короткий интервал знакопостоянства длительности ∆ν1

β(tα). На рис. 4 по-
казано изменение структуры оптимального управления.

Таким образом, информация о том, в каком подпространстве пространства X, раз-
деленном многообразием σ(n−1), находится изображающая точка, содержится в знаке
отклонения ∆ν1

β(tα), а информация о величине отклонения от многообразия σ(n−1) — в
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Рис. 4. Изменение структуры оптимального управления

величине |∆ν1
β(tα)|. Если |∆ν1

β(tα)| уменьшается, то изображающая точка приближается
к многообразию переключений σ(n−1). Если |∆ν1

β(tα)| увеличивается, то изображающая
точка удаляется от многообразия σ(n−1). В любом случае при ∆ν1

β(tα) ≶ 0 изображаю-
щая точка находится в пространстве, из которого перевод системы в начало координат
возможен только за n интервалов знакопостоянства оптимального управления.

При переходе к измененной структуре оптимального управления информация о по-
ложении изображающей точки относительно многообразия переключений σ(n−1) содер-
жится в длительности последнего (пристроенного) интервала знакопостоянства (через
один шаг вычислений, когда уточнена его длительность). Если изображающая точка
удаляется от многообразия σ(n−1), то длительность последнего интервала увеличива-
ется. Если приближается к многообразию σ(n−1) (что возможно в силу произвольного
характера неизвестного возмущения F ), то длительность последнего интервала умень-
шается и становится равной нулю при попадании изображающей точки на многообра-
зие σ(n−1). Если фазовая траектория пересекает многообразие σ(n−1) (т. е. tk < νn−1),
то изображающая точка возвращается в прежнее подпространство Y1 пространства X

и структура оптимального управления должна принять первоначальный вид.
Итак, изображающая точка под действием оптимального управления и возмущения

F движется в окрестности многообразия σ(n−1). Приближение к многообразию σ(n−2)

характеризуется сближением текущего момента времени одновременно уже с двумя
моментами переключений, к σ(n−3) — одновременно с тремя моментами переключений
управления и т. д. Происходят сближение моментов переключений и сжатие времени
перевода при приближении изображающей точки к началу координат, но сохраняются
n интервалов знакопостоянства оптимального управления.

Важно отметить, что при переходе к измененной структуре оптимального управле-
ния решение сопряженной системы претерпевает разрыв первого рода в момент t = tα,
т. е. по начальным условиям. Разрывность решения сопряженной системы, частое обра-
щение при синтезе к процедуре изменения структуры оптимального управления, воз-
никновение скользящего режима делают невозможным применение известных методов
вычисления программного оптимального управления и потребовали разработки нового
метода.
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Следует подчеркнуть, что наличие разрывов решения сопряженной системы не вхо-
дит в противоречие с условием Вейерштрасса–Эрдмана о непрерывности решения сопря-
женной системы, так как ранее рассматривались системы без возмущений. Сопряженная
система действительно не претерпевает разрывов и непрерывна, если F ≡ 0.

Важно также отметить, что несмотря на приближенное задание моментов переклю-
чений и конечного момента при переходе к новой структуре управления сохраняется оп-
тимальность управления. Действительно, при синтезе оптимального управления важно
лишь знать точно управление в каждый текущий момент времени, а конечный момент
и моменты переключений могут многократно изменится при движении системы с воз-
мущениями. Оптимальное управление в каждый текущий момент известно точно. До-
стоинством рассматриваемого метода последовательного синтеза является наличие до-
полнительно информации о структуре оптимального управления, числе и расположении
моментов переключений, времени перевода системы в требуемое конечное состояние.

Выше было отмечено, что одной из причин запаздывания в переключении управле-
ния и перехода к новой структуре оптимального управления является действие на систе-
му возмущения. Другой причиной запаздывания в переключении управления и перехода
к новой структуре оптимального управления является нарушение ограничения (6). Ес-
ли (6) выполняется, то структура оптимального управления и время перевода в начало
координат совпадают со структурой и временем перевода программного оптимального
по быстродействию управления в задаче линейного быстродействия с фиксированным
левым концом. Если ограничение (6) нарушается, т. е. время (h), затраченное на вы-
числение оптимального управления, больше времени до момента первого переключения
управления, то переходим к новой структуре управления, отличной от программного
оптимального управления. Увеличивается время перевода системы в начало координат,
но это неизбежная плата за нарушения ограничения (6). Работоспособность алгоритма
управления не нарушается и достигается перевод системы в требуемое конечное состоя-
ние даже при нарушении ограничения (6). Если увеличить мощность (быстродействие)
вычислительного устройства (т. е. уменьшить h), то можно избежать нарушения огра-
ничения (6). Поэтому исходную задачу можно трактовать так: найти допустимое управ-
ление, переводящее при сопровождении фазовой траектории движения системы (1) в
требуемое конечное состояние за минимально возможное время при заданной мощности
вычислительного устройства.

§ 6. Итерационный алгоритм вычисления оптимального управления

Выпишем по шагам итерационный алгоритм вычисления оптимального управления.

Шаг 1. Измеряем значение x(t∗) и вычисляем xм(t∗). Определяем из (10) среднее
значение возмущения F1 на интервале t ∈ [t0, t∗]. Определяем из (22) ∆νp

j , j = 1, m,
p = 1, rj − 1. Проверяем выполнение условия (24). Если (24) выполняется, то много-
кратно последовательно решаем систему (25) и уточняем моменты переключений νp

j ,
конечный момент tk и начальное условие ψ̂(t1). Интегрируем матричное дифференци-
альное уравнение (14) на интервалах перемещения моментов переключений ∆νp

j и ко-

нечного момента ∆t
(1)
k и запоминаем интегральные выражения. Если ‖x′

м(t(1)k ‖ > ε, то
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снова решаем систему линейных алгебраических уравнений (25) и уточняем начальное
условие ψ̂(t1), конечный момент tk и моменты переключений νp

j . Если ‖x′
м(t(1)k ‖ 6 ε,

то процесс вычислений на шаге 1 заканчивается. Найдено оптимальное управление для
линейной системы с возмущением и переходим к сопровождению фазовой траектории
движения объекта (1). Переходим к шагу 3. Если (24) не выполняется, то переходим к
шагу 2.

Шаг 2. Если (24) не выполняется, то из соотношения (26) выбираем регулирующий
параметр ρ1 и решаем систему линейных алгебраических уравнений (30) при i = 0,
α = 1, полагая F0 = 0. Находим ∆ψ̂(t1) и ∆t

(1)
k . По формуле (32) вычисляем параметр

ξ1 и по формулам (33) находим уточненные значения t1k, νp,1
j (t1), ψ̂1(t1). По формуле (34)

находим уточненную точку x(1), а по формуле (35) — соответствующее этой точке возму-
щение F (1). Найденные на шаге 2 значения принимаем в качестве начального прибли-
жения в итерационной процедуре (36) поиска оптимального управления, переводящего
систему (5) с возмущением F (1) из точки x(1) в начало координат. Переходим к шагу 3.

Шаг 3. Решаем систему линейных алгебраических уравнений (36) и находим ∆ψ̂1(t1)
и ∆t1k. По формуле (22) вычисляем ∆νp,1

j (t1). Интегрируем матричное дифференци-
альное уравнение (14) на найденных интервалах перемещения моментов переключе-
ний ∆νp,1

j (t1) и конечного момента времени ∆t1k. Вычисляем x′
м(t1k) — решение урав-

нения (37). Снова решаем (36) с уточненными моментами переключений управления и
конечным моментом. Итерационный процесс вычислений на шаге 3 заканчивается, если
‖x′

м(tsk)‖ 6 ε. Найдено оптимальное управление, переводящее систему (5) с промежуточ-
ным возмущением F (1) из промежуточной точки x(1) в начало координат. Переходим к
шагу 4, увеличивая на единицу α.

Шаг 4. Решаем систему линейных алгебраических уравнений (30) при α = 2, сразу
полагая ρ2 = ξ1ρ1. Находим ∆ψ̂(ti) и ∆t

(1)
k . По формуле (32) вычисляем параметр ξ2 и

по формулам (33) находим уточненные значения t2k, νp,2
j (ti), ψ̂(2)(ti). По формуле (34)

находим уточненную точку x(2), а по формуле (35) — соответствующее этой точке воз-
мущение F (2). Если sign(x1(ti) − x

(1)
1 ) = sign(x1(ti) − x

(2)
1 ), то точка x(ti) еще не достиг-

нута. Переходим к шагу 3 и решаем (36) с найденными значениями параметров. Если
sign(x1(ti) − x

(1)
1 ) 6= sign(x1(ti) − x

(2)
1 ), то точка x(ti) достигнута. Полагаем ξ2 = 1/ρ2 и

по формулам (33) находим уточненные значения t2k, νp,2
j (ti), ψ̂(2)(ti), с которыми реша-

ем (36) при F = F1 и x′
м(ti) = x(ti). Переходим к шагу 1 и увеличиваем значение i на

единицу.

Заключение

Итерационный процесс вычисления оптимального управления сводится к последо-
вательности решений систем линейных алгебраических уравнений и интегрированию
матричного дифференциального уравнения на интервалах перемещения моментов пе-
реключений и конечного момента. Достоинством рассматриваемого метода последова-
тельного синтеза в отличие от традиционного синтеза является наличие дополнительной
информации о структуре оптимального управления, числе и расположении моментов
переключений, времени перевода системы в требуемое конечное состояние. При синтезе
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управление формируется как функция фазовых координат, т. е. usint = u(x). При про-
граммном управлении оно реализуется как функция времени, т. е. upr = u(t). В случае
последовательного синтеза оптимальное управление формируется как функция текущих
дискретных значений фазовых координат x(ti), так и времени t, т. е. up.s = u(x(ti), t).
Если время вычисления управления стремится к нулю, то up.s стремится к usint.

При наличии возмущений движение по многообразиям переключений невозможно.
Информация о положении изображающей точки относительно (n − 1)-мерного много-
образия переключений управления содержится в знаке отклонения, а информация о
величине отклонения от многообразия — в величине отклонения первого момента пе-
реключения. При приближении изображающей точки к началу координат происходят
сближение моментов переключений и «сжатие» времени перевода, но сохраняются n ин-
тервалов знакопостоянства оптимального управления. Изображающая точка движется
в окрестности (n − 1)-мерного многообразия переключений, при пересечении которого
сопряженная система претерпевает разрыв первого рода. Разрывность решения сопря-
женной системы, частое обращение к процедуре изменения структуры оптимального
управления, возникновение скользящего режима делают невозможным применение при
последовательном синтезе известных в литературе методов вычисления программного
оптимального управления и потребовали разработки нового метода. Наличие разрывов
решения сопряженной системы не входит в противоречие с условием Вейерштрасса–
Эрдмана о непрерывности решения сопряженной системы, так как это условие справед-
ливо для систем без возмущений.

Задачи оптимального управления рассматриваются при наличии различных ограни-
чений, что приводит к различным структурам оптимальных управлений. Вычисление
оптимального управления в реальном времени требует введения нового класса ограниче-
ний — ограничения на время вычисления управления. Его нарушение приводит к струк-
туре оптимального управления, отличной от программного оптимального управления в
задаче линейного быстродействия с фиксированным левым концом. Однако работоспо-
собность алгоритма не нарушается и достигается перевод системы в требуемое конечное
состояние. Полученные простые и конструктивные условия изменения структуры оп-
тимального управления, нахождения на многообразии переключений и возникновения
скользящего режима позволяют сопровождать фазовую траекторию движения объек-
та, на который действуют неизвестные возмущения, и переводить фазовое состояние
объекта в окрестность требуемого конечного состояния.
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