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В статье построен пример вычислимой структуры сигнатуры, состоящей из бесконечного
числа бинарных предикатных символов, для которой не существует Σ0

1-классификации всех
одноместных отношений, определимых в указанной структуре Σ0

1-формулами.
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Во многих разделах математики важнейшие результаты имеют классификационный
характер, т. е. описывают те или иные объекты с точностью до изоморфизма или другой
эквивалентности в относительно простых терминах. Использование списка или нумера-
ции для классификационной теоремы — обычная математическая практика. В хорошем
списке должен, очевидно, быть представлен каждый объект с точностью до эквива-
лентности. Для отражения однозначности описания можно потребовать, чтобы каждый
объект (или класс эквивалентности) не был представлен в списке дважды.

В статье [1] были предложены общие подходы, позволяющие утверждать о наличии
вычислимой характеризации и вычислимой классификации для классов алгебраических
структур. В основе одного из предложенных в [1] подходов использовалось понятие
фридберговой нумерации класса структур, обладающей той или иной алгоритмической
сложностью в одной из общепринятых иерархий. В частности, было доказано, что для
таких классов, как линейные порядки, булевы алгебры, абелевы p-группы не существу-
ет фридберговой ∆0

α+2-нумерации, где α — вычислимый ординал, если рассматривать
элементы класса с точностью до ∆0

α-изоморфизма, и не существует гиперарифметиче-
ской фридберговой нумерации, если рассматривать элементы класса с точностью до
изоморфизма.

В настоящей статье затрагивается вопрос о вычислимых классификациях, описыва-
ющих отношения на вычислимых структурах с помощью формул определенного уровня
сложности. Первые исследования в данном направлении были проведены в классиче-
ской работе [2], в которой доказано существование вычислимой фридберговой нуме-
рации для семейства всех отношений, определимых в стандартной модели арифметики
Σ0

1-формулами. Данный результат был обобщен в [3], а именно было доказано, что семей-
ство всех отношений, определимых в стандартной арифметике Σ0

n+1-формулами, имеет
счетное число попарно неэквивалентных вычислимых фридберговых нумераций. Среди
результатов, связанных с классификациями отношений, определимых в стандартной мо-
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дели арифметики, можно также выделить доказанный в [4] результат о существовании
вычислимой фридберговой нумерации семейства всех множеств из класса Σ−1

n иерархии
Ершова.

Если же говорить об определимых отношениях на произвольной структуре, то мы
приходим к следующему определению Σ0

1-классификации.
Пусть A — вычислимая структура, Σ0

1(A) — семейство всех одноместных отношений
на носителе структуры A, определимых в A конечными Σ0

1-формулами.
Будем говорить, что семейство Σ0

1(A) имеет Σ0
1-классификацию, если существует

вычислимая последовательность {ϕi(x)}i∈ω, состоящая из конечных Σ0
1-формул, такая,

что каждый элемент семейства Σ0
1(A) определим в A некоторой формулой ϕi(x), и для

любых i 6= j формулы ϕi(x) и ϕj(x) определяют на A различные подмножества.
Целью настоящей статьи является доказательство следующей теоремы.

Теорема 1. Существует вычислимая структура A такая, что семейство множеств Σ0
1(A)

не имеет Σ0
1-классификации.

Искомая структура из теоремы1 имеет следующее определение. Зафиксируем произ-
вольное максимальное множество M ⊆ ω. Определим структуру A = 〈A,Q2

i 〉i∈ω сигна-
туры, состоящей из бесконечного числа бинарных предикатных символов, с носителем

A = {〈m, 0〉 | m ∈ ω} ∪ {〈n,m + 1〉 | n ∈ M,m ∈ ω} ∪ {〈m,m + 1〉 | m ∈ ω},

положив для каждого i ∈ ω

Qi = {〈〈n, 0〉, 〈n, i + 1〉〉 | n ∈ M} ∪ {〈〈i, 0〉, 〈i, i + 1〉〉}.

В § 1 настоящей статьи мы докажем ряд вспомогательных утверждений о некоторых
Σ0

1-формулах специального вида. В § 2 будет приведено непосредственное доказатель-
ство того, что определенная выше структура A удовлетворяет утверждению теоремы 1.

Зафиксируем следующие обозначения и определения.
Через ω будем обозначать множество натуральных чисел.
Для пар натуральных чисел и их канторовских номеров будем использовать одно и

то же обозначение 〈x, y〉.
Для зафиксированного выше максимального множества M обозначим через M0 мно-

жество {〈n, 0〉 | n ∈ M} ⊆ ω.
Если Φ — атомарная формула вида Qp(x, y) или x ≈ y, то полагаем Φ1 = Φ, Φ0 = ¬Φ.
Всюду в тексте данной статьи под Σ0

1-формулами мы будем понимать только конеч-
ные Σ0

1-формулы.
Элементарной конъюнкцией будем называть любую Σ0

1-формулу от свободной пере-
менной x0 следующего вида:

∃x1 . . .∃xk

(
ψε1

1 (x) & . . . & ψεm
m (x)

)
,

где k,m ∈ ω, εs ∈ {0, 1} для всех s 6 m, и каждая подформула ψs(x) является атомарной,
т. е. имеет вид Qp(xi, xj) или xi ≈ xj для i, j ∈ {0, 1, . . . , k}.
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Будем говорить, что Σ0
1-формула находится в дизъюнктивной нормальной форме

(д.н.ф.), если она представима в виде дизъюнкции конечного числа элементарных конъ-
юнкций. Заметим, что любую Σ0

1-формулу с помощью стандартного эффективного ал-
горитма можно привести к д.н.ф.

Д.н.ф. будем называть совершенной (с.д.н.ф.), если каждая ее элементарная конъ-
юнкция имеет вид

∃x1 . . . ∃xk

( l∧
p=0

k∧
i=0

k∧
j=0

Q
εpij
p (xi, xj) &

∧
i<j

(xi ≈ xj)δij

)
,

для некоторых l, k ∈ ω, εpij , δij ∈ {0, 1}.
Остальные обозначения и определения из теории вычислимых моделей, которые упо-

минаются в настоящей статье, являются общепринятыми и могут быть найдены в [5; 6].

§ 1. Конечные диаграммы на структуре A

Формулу сигнатуры 〈Q2
i 〉i∈ω от свободной переменной x0 назовем конечной диаграм-

мой, если она имеет вид

∃x1 . . . ∃xk

( l∧
p=0

k∧
i=0

k∧
j=0

Q
εpij
p (xi, xj) &

∧
i<j

¬xi ≈ xj

)
, (1)

где l, k ∈ ω, εpij ∈ {0, 1} для всех p, i, j. Если εpij = 1, то будем говорить, что Qp(xi, xj)
входит позитивно в (1). Если же εpij = 0, то будем говорить, что Qp(xi, xj) входит
негативно в (1).

Докажем несколько утверждений о поведении конечных диаграмм различных видов
в определенной выше структуре A.

Лемма 1. Пусть в конечную диаграмму (1) атомарная формула Qp(xi, xj) входит нега-
тивно для всех p, i, j. Тогда при любом значении x0 формула (1) истинна в структуре A.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть x0 = 〈n,m〉 ∈ A — произвольный элемент структуры A.
Выберем n0 ∈ M , n0 > n. Положим x1 = 〈n0, 1〉, x2 = 〈n0, 2〉, . . ., xk = 〈n0, k〉. Несложно
непосредственно убедиться в том, что при таких значениях переменных x0, x1, . . . , xk

формула (1) будет истинной в структуре A.

Лемма 2. Пусть конечная диаграмма (1) удовлетворяет хотя бы одному из следующих
условий:

(а) существуют i, j, s, p такие, что j 6= s и формулы Qp(xi, xj) и Qp(xi, xs) входят
позитивно в (1);

(б) существуют i, j, s, p, q такие, что формулы Qp(xi, xj) и Qq(xs, xi) входят позитивно
в (1);

(в) существуют i, j, s, p, q такие, что i 6= s или p 6= q, и формулы Qp(xi, xj) и Qq(xs, xj)
входят позитивно в (1).

Тогда при любом значении x0 формула (1) ложна в структуре A.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если выполняется (а) и формула (1) истинна, то для некоторого
n ∈ ω имеет место xi = 〈n, 0〉, и следовательно, xj = 〈n, p + 1〉, xs = 〈n, p + 1〉. Тогда
формула ¬xj ≈ xs ложна в структуре A.

Если выполняется (б), то ложность формулы (1) вытекает из ложности формулы
Qq(xs, xi) при xi = 〈n, 0〉, n ∈ ω.

Если выполняется (в), то из истинности формулы (1) следует равенство p = q и
истинность формулы xi ≈ xs в структуре A.

Лемма 3. Пусть конечная диаграмма (1) удовлетворяет следующим условиям:

(а) существует позитивное вхождение Qp(xi, xj) для некоторых p, i, j;
(б) не выполняются условия (а)–(в) из леммы 2;
(в) любое позитивное вхождение Qp(xi, xj) обладает свойством i > 1 и j > 1.

Тогда при любом значении x0 формула (1) истинна в структуре A.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Представим бескванторную часть формулы (1) в виде конъюнк-
ции A(x)& B(x) так, что в A(x) собраны все позитивные вхождения атомарных формул,
а в B(x) — все негативные вхождения, включая все неравенства.

Тогда, в силу леммы2, формула A(x) должна иметь вид

Qp1(xi0 , xi1) & Qp2(xi0 , xi2) & . . . & Qpα(xi0 , xiα) &

Qq1(xj0 , xj1) & Qq2(xj0 , xj2) & . . . & Qqβ
(xj0 , xjβ

) &

Qr1(xs0 , xs1) & Qr2(xs0 , xs2) & . . . & Qrγ (xs0 , xsγ ) &

& . . . ,

где все индексы из набора I = 〈i0, i1, . . . , iα, j0, j1, . . . , jβ , s0, s1, . . . , sγ , . . .〉 отличны от
нуля и попарно различны, и индексы предикатов в каждом из наборов 〈p1, . . . , pα〉,
〈q1, . . . , qβ〉, 〈r1, . . . , rγ〉, . . . попарно различны.

Пусть x0 = 〈n,m〉 ∈ A — произвольный элемент из носителя структуры A. Выберем
элемент n0 ∈ M такой, что n0 > n.

Выберем n1 ∈ M , n1 > n0. Положим xi0 = 〈n1, 0〉, xi1 = 〈n1, p1 + 1〉, xi2 = 〈n1, p2 + 1〉,
. . ., xiα = 〈n1, pα + 1〉.

Выберем n2 ∈ M , n2 > n1. Положим xj0 = 〈n2, 0〉, xj1 = 〈n2, q1 +1〉, xj2 = 〈n2, q2 +1〉,
. . ., xjβ

= 〈n2, qβ + 1〉.
Выберем n3 ∈ M , n3 > n2. Положим xs0 = 〈n3, 0〉, xs1 = 〈n3, r1 +1〉, xs2 = 〈n3, r2 +1〉,

. . ., xsβ
= 〈n3, rγ + 1〉.

Продолжая аналогичным образом, означиваем все переменные, входящие в подфор-
мулу A(x).

Оставшиеся переменные, т. е. отличные от xi, где i ∈ I, проинтерпретируем как по-
парно различные элементы из последовательности 〈n0, 1〉, 〈n0, 2〉, 〈n0, 3〉, . . ..

Несложно непосредственно убедиться в том, что при таких значениях переменных
x0, x1, . . . , xk формула (1) будет истинной в структуре A.

Лемма 4. Пусть конечная диаграмма (1) удовлетворяет следующим условиям:

(а) существует позитивное вхождение Qp(xi, x0) для некоторых p, i;
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(б) не выполняются условия (а)–(в) из леммы 2;
(в) любое позитивное вхождение Qp(xi, xj) обладает свойством i > 1 и j > 0.

Тогда существует p1 ∈ ω такой, что при любом значении x0 ∈ {〈n, p1 + 1〉 | n ∈ M}
формула (1) истинна в структуре A.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Будем считать, что формула (1) содержит как позитивные
вхождения вида Qp(xi, x0), где i > 1, так и позитивные вхождения вида Qp(xi, xj), где
i, j > 1. Случай, когда имеются только позитивные вхождения вида Qp(xi, x0), i > 1,
рассматривается аналогично.

Представим бескванторную часть формулы (1) в виде A(x)& B(x) так, что в A(x)
собраны все позитивные вхождения атомарных формул, а в B(x) — все негативные
вхождения, включая все неравенства.

Тогда, в силу леммы 2, формула A(x) должна иметь вид (переменная x0 имеет ровно
одно вхождение!)

Qp1(xi0 , x0) & Qp2(xi0 , xi2) & . . . & Qpα(xi0 , xiα) &

Qq1(xj0 , xj1) & Qq2(xj0 , xj2) & . . . & Qqβ
(xj0 , xjβ

) &

Qr1(xs0 , xs1) & Qr2(xs0 , xs2) & . . . & Qrγ (xs0 , xsγ ) &

& . . . ,

где все индексы из набора I = 〈i0, i2, i3 . . . , iα, j0, . . . , jβ , s0, . . . , sγ , . . .〉 отличны от нуля и
попарно различны, и индексы предикатов в каждом из наборов 〈p1, . . . , pα〉, 〈q1, . . . , qβ〉,
〈r1, . . . , rγ〉, . . . попарно различны.

Пусть x0 = 〈n, p1 + 1〉, n ∈ M . Зафиксируем некоторый элемент n0 ∈ M такой, что
n0 > n. Положим xi0 = 〈n, 0〉, xi2 = 〈n, p2 + 1〉, . . ., xiα = 〈n, pα + 1〉.

Выберем n1 ∈ M , n1 > n0. Положим xj0 = 〈n1, 0〉, xj1 = 〈n1, q1 +1〉, xj2 = 〈n1, q2 +1〉,
. . ., xjβ

= 〈n1, qβ + 1〉.
Выберем n2 ∈ M , n2 > n1. Положим xs0 = 〈n2, 0〉, xs1 = 〈n2, r1 +1〉, xs2 = 〈n2, r2 +1〉,

. . ., xsβ
= 〈n2, rγ + 1〉.

Продолжая аналогичным образом, означиваем все переменные, входящие в подфор-
мулу A(x).

Оставшиеся переменные, т. е. переменные вида xi, где i /∈ I, проинтерпретируем как
попарно различные элементы из последовательности 〈n0, 1〉, 〈n0, 2〉, 〈n0, 3〉, . . ..

Нетрудно непосредственно убедиться в том, что при таких значениях переменных
x0, x1, . . . , xk формула (1) будет истинной в структуре A.

Лемма 5. Пусть конечная диаграмма (1) удовлетворяет следующим условиям:

(а) существует позитивное вхождение Qp(x0, xi) для некоторых p, i;
(б) не выполняются условия (а)–(в) из леммы 2;
(в) любое позитивное вхождение Qp(xi, xj) обладает свойством i > 0 и j > 1.

Пусть далее все позитивные вхождения вида Qp(x0, xi) собраны в формуле

Qp1(x0, xi1) & Qp2(x0, xi2) & . . . & Qpα(x0, xiα).
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Если все p1, . . . , pα ∈ M , то формула (1) определяет в структуре A подмножество M0.
Если существует pi /∈ M и α > 2, то формула (1) определяет в структуре A подмно-

жество M0.
Если же существует pi /∈ M и α = 1, то формула (1) определяет в структуре A

подмножество M0 ∪ {〈p1, 0〉}.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Будем считать, что формула (1) содержит позитивные вхож-
дения вида Qp(x0, xi), где i > 1, и позитивные вхождения вида Qp(xi, xj), где i, j > 1.
Случай, когда имеются только позитивные вхождения вида Qp(x0, xi), i > 1, разбирает-
ся аналогично.

Представим бескванторную часть формулы (1) в виде A(x)&B(x) так, что в A(x)
собраны все позитивные вхождения атомарных формул, а в B(x) — все негативные
вхождения, включая все неравенства.

Тогда, в силу Леммы2, формула A(x) должна иметь вид

Qp1(x0, xi1) & Qp2(x0, xi2) & . . . & Qpα(x0, xiα) &

Qq1(xj0 , xj1) & Qq2(xj0 , xj2) & . . . & Qqβ
(xj0 , xjβ

) &

Qr1(xs0 , xs1) & Qr2(xs0 , xs2) & . . . & Qrγ (xs0 , xsγ ) &

& . . . ,

где все индексы из набора I = 〈i1 . . . , iα, j0, j1, . . . , jβ , s0, s1, . . . , sγ , . . .〉 отличны от нуля и
попарно различны, и индексы в каждом из наборов 〈p1, . . . , pα〉, 〈q1, . . . , qβ〉, 〈r1, . . . , rγ〉,
. . . попарно различны.

Ясно, что если формула (1) истинна в структуре A, то x0 должен иметь вид x0 =
= 〈n, 0〉, где n ∈ M , или x0 = 〈p1, 0〉.

Пусть x0 = 〈n, 0〉, n ∈ M . Зафиксируем некоторый элемент n0 ∈ M такой, что n0 > n.
Положим xi1 = 〈n, p1 + 1〉, xi2 = 〈n, p2 + 1〉, . . ., xiα = 〈n, pα + 1〉.

Выберем n1 ∈ M , n1 > n0. Положим xj0 = 〈n1, 0〉, xj1 = 〈n1, q1 +1〉, xj2 = 〈n1, q2 +1〉,
. . ., xjβ

= 〈n1, qβ + 1〉.
Выберем n2 ∈ M , n2 > n1. Положим xs0 = 〈n2, 0〉, xs1 = 〈n2, r1 +1〉, xs2 = 〈n2, r2 +1〉,

. . ., xsβ
= 〈n2, rγ + 1〉.

Продолжая аналогичным образом, означиваем все переменные, входящие в подфор-
мулу A(x).

Оставшиеся переменные, т. е. переменные вида xi, где i /∈ I, проинтерпретируем как
попарно различные элементы из последовательности 〈n0, 1〉, 〈n0, 2〉, 〈n0, 3〉, . . ..

Нетрудно непосредственно убедиться в том, что при таких значениях переменных
x0, x1, . . . , xk формула (1) будет истинной в структуре A.

Далее, если {p1, . . . , pα} ⊆ M , то из определения предикатов Qp1 , . . . , Qpα вытекает,
что формула (1) истинна только на элементах из множества M0.

Допустим, существует pi /∈ M , например p1 /∈ M , и α > 2. Если предположить, что
формула (1) истинна на элементе x0 = 〈p1, 0〉, то истинным должен быть и предикат
Qp2(x0, xi2). Следовательно, так как p1 /∈ M , то p1 = p2, что невозможно.

Наконец, если p1 /∈ M и α = 1, то так же, как и выше можно установить, что при
x0 = 〈p1, 0〉 формула (1) становится истинной в структуре A.
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§ 2. Доказательство основного результата

Приступим к непосредственному доказательству теоремы1.
Сначала докажем, что структура A имеет вычислимое представление. Действитель-

но, так как носитель A вычислимо перечислим, то существует вычислимая биективная
функция f : ω

1−1−→
на

A.

Рассмотрим структуру B = 〈ω, P 2
i 〉i∈ω, определив для всех i ∈ ω предикаты

Pi = {〈x, y〉 ∈ ω2 | 〈f(x), f(y)〉 ∈ Qi}.

Очевидно, структуры A и B изоморфны. Кроме этого, для произвольных i, x, y ∈ ω

имеет место эквивалентность

〈x, y〉 ∈ Pi ⇐⇒
(
r(f(x)) = 0 & r(f(y)) = i + 1 & l(f(x)) = l(f(y))

)
,

где l и r — левая и правая канторовские нумерующие функции. Отсюда следует, что пре-
дикаты Pi, i ∈ ω, равномерно вычислимы, и значит, структура B является вычислимым
представлением A.

Теперь допустим, что найдется вычислимая последовательность {ϕi(x0)}i∈ω Σ0
1-фор-

мул, являющаяся классификацией всех Σ0
1-отношений на структуре A.

Осуществим несколько преобразований последовательности {ϕi(x0)}i∈ω, каждое из
которых будет равномерно эффективным относительно геделевских номеров формул.
Преобразования будут представлять из себя либо замены формул на эквивалентные им,
либо удаление некоторых формул из последовательности. Таким образом, каждое преоб-
разование будет сохранять вычислимость и однозначность последовательности формул.

Поскольку ∅, A и M0 = {〈n, 0〉 | n ∈ M} являются Σ0
1-отношениями на структу-

ре A, то в последовательности {ϕi(x0)}i∈ω найдутся формулы, которые их определяют.
Наше первое преобразование будет заключаться в удалении из последовательности трех
формул, определяющих ∅, A и M0.

Второе преобразование последовательности формул будет заключаться в приведении
каждой формулы к д.н.ф. с помощью стандартного алгоритма.

После второго преобразования каждая формула из последовательности будет иметь
вид ψ0(x0) ∨ ψ1(x0) ∨ . . . ∨ ψn(x0), где n ∈ ω, и каждая подформула ψi(x0) является
элементарной конъюнкцией.

В третьем преобразовании над каждой элементарной конъюнкцией в каждой фор-
муле из текущей последовательности мы осуществим следующие пять действий:

(а) Если в элементарной конъюнкции есть позитивное вхождение атомарной подфор-
мулы xj ≈ xj , то удалим это вхождение. Такое преобразование является коррект-
ным, поскольку в первом преобразовании исключено множество A.

(б) Если в элементарной конъюнкции есть негативное вхождение атомарной подфор-
мулы xj ≈ xj , то удалим всю элементарную конъюнкцию. Такое преобразование
корректно, поскольку в первом преобразовании исключено множество ∅.
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(в) Если в элементарной конъюнкции одновременно присутствуют и позитивное, и
негативное вхождение какой-либо атомарной формулы, то удалим всю элементар-
ную конъюнкцию. Такое преобразование корректно, поскольку в первом преобра-
зовании исключено множество ∅.

(г) Если в элементарной конъюнкции имеется вхождение подформулы xi ≈ xj или
¬xi ≈ xj , для которой i > j, то заменим его на формулу xj ≈ xi или ¬xj ≈ xi

соответственно.

(д) Если в элементарной конъюнкции одновременно присутствуют два одинаковых
вхождения какой-либо атомарной формулы, то удалим одно из них.

После третьего преобразования в каждой элементарной конъюнкции для любых
p, i, j останется не более одного вхождения атомарной формулы Qp(xi, xj) и не более
одного вхождения атомарной формулы xi ≈ xj , при этом если подформула вида xi ≈ xj

или ¬xi ≈ xj входит в элементарную конъюнкцию, то i < j.
Четвертое преобразование состоит в приведении всех формул последовательности

к с.д.н.ф. Для этого достаточно, подбирая для каждой элементарной конъюнкции Φ
необходимые атомарные формулы вида Qp(xi, xj) или xi ≈ xj , использовать следующие
эквивалентности:

Φ ≡
(
Φ & Qp(xi, xj)

)
∨

(
Φ & ¬Qp(xi, xj)

)
,

Φ ≡
(
Φ & xi ≈ xj

)
∨

(
Φ & ¬xi ≈ xj

)
.

После четвертого преобразования все формулы будут находится в с.д.н.ф., но при
этом они могут содержать позитивные вхождения формул xi ≈ xj , i < j. Наше пятое
преобразование будет состоять в удалении позитивных вхождений xi ≈ xj с помощью
эквивалентностей следующего типа:

∃x1∃x2 . . . ∃xk

(
Φ(x0, x1, . . . , xk) & x0 ≈ x1

)
≡ ∃x2 . . . ∃xkΦ(x0, x0, x2, . . . , xk),

∃x1∃x2 . . . ∃xk

(
Φ(x0, x1, . . . , xk) & x1 ≈ x2

)
≡ ∃x1∃x3 . . . ∃xkΦ(x0, x1, x1, x3, . . . , xk),

при этом, если потребуется, еще раз дополнительно осуществим действия (в)–(д) из
третьего преобразования.

Обозначим через {ϕ′
i(x0)}i∈ω последовательность формул, полученных после пятого

преобразования. Тогда каждая ϕ′
i(x0) будет являться дизъюнкцией конечных диаграмм.

Так как из последовательности была удалена формула, определяющая A, то в силу
леммы 1 в каждой формуле ϕ′

n(x0) и в каждой ее конечной диаграмме существует хотя
бы одно позитивное вхождение формулы Qp(xi, xj) для некоторых p, i, j.

Шестое преобразование будет заключаться в удалении из каждой формулы ϕ′
i(x0)

таких конечных диаграмм, которые удовлетворяют лемме 2. Такое преобразование кор-
ректно, так как мы исключили формулу, определяющую ∅.

После шестого преобразования, в силу леммы 3, для каждой формулы из последова-
тельности каждая ее конечная диаграмма удовлетворяет либо условиям леммы 4, либо
условиям леммы 5.
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Седьмое преобразование будет состоять в удалении из текущей последовательности
всех формул, в которых имеется хотя бы одна конечная диаграмма, удовлетворяющая
условиям леммы 4. Такое преобразование корректно, так как подмножеств вида M0 ∪
∪ {〈p, 0〉}, где p /∈ M , бесконечно много.

Обозначим через {ϕ′′
i (x0)}i∈ω последовательность формул после седьмого преобразо-

вания. Поскольку множество M0 было исключено, то в силу леммы 5 каждая формула
ϕ′′

i (x0) определяет в структуре A подмножество вида

M0 ∪ {〈p0, 0〉, 〈p1, 0〉, . . . , 〈pn, 0〉},

где p0, p1, . . . , pn /∈ M , при этом набором подформул

{Qp0(x0, xj0), Qp1(x0, xj1), . . . , Qpn(x0, xjn)}

для некоторых j0, j1, . . . , jn исчерпываются все позитивные вхождения атомарных фор-
мул вида Qp(x0, xj) в формулу ϕ′′

i (x0).
Для всех i ∈ ω определим конечное множество

Bi = {p ∈ ω | в формуле ϕ′′
i (x0) существует позитивное вхождение Qp(x0, y)

для некоторого y}.

В силу замечания выше, для любого i ∈ ω найдется p ∈ Bi такой, что p /∈ M . Кроме это-
го, из вычислимости последовательности {ϕ′′

i (x0)}i∈ω следует, что последовательность
{Bi}i∈ω является строго вычислимой.

Определим по шагам строго вычислимую последовательность конечных множеств
{Ci}i∈ω, являющуюся подпоследовательностью в {Bi}i∈ω.

Шаг 0 Полагаем C0 = B0.

Шаг t + 1 Пусть C0, . . . , Ct уже определены и для всех i, j 6 t, i 6= j, имеет место
включение Ci∩Cj ⊆ M t (через M t мы обозначаем подмножество элементов M , перечис-
ленных к шагу t). Найдем наименьшее i такое, что (C0∪ . . .∪Ct)∩Bi ⊆ M t+1. Покажем,
что такое i всегда найдется.

Действительно, каждое Cj , j 6 t, можно представить в виде Cj = Kj ∪ Lj , где
Kj ⊆ M , Lj ⊆ ω\M , причем в силу свойств C0, . . . , Ct имеем Ks∩Kp ⊆ M t и Ls∩Lp = ∅
для всех s 6= p. Рассмотрим множество

K = (K0 ∪ . . . ∪ Kt) ∩ M t+1.

Множество K конечно и содержится в M t+1. Выберем также произвольный q ∈ ω \M

такой, что q /∈ L0 ∪ . . . ∪ Lt. Положим C = K ∪ {q}. Тогда

(C0 ∪ . . . ∪ Ct) ∩ C = (C0 ∪ . . . ∪ Ct) ∩ K ⊆ M t+1.

Ясно, что для множества C найдется Σ0
1-формула ϕ′′

i (x0) такая, что Bi = C. Таким
образом, необходимое i существует.

Положим Ct+1 = Bi. Из условия (C0∪ . . .∪Ct)∩Bi ⊆ M t+1 вытекает, что для любого
j 6 t имеет место Cj ∩ Bi ⊆ M t+1.
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Итак, мы определили строго вычислимую последовательность {Ci}i∈ω такую, что
Ci ∩ Cj ⊆ M при i 6= j. Кроме этого, для каждого Ci существует элемент ci ∈ Ci такой,
что ci ∈ ω \M . Из этих двух условий заключаем, что ci 6= cj при i 6= j.

Выделим в последовательности {Ci}i∈ω строго вычислимую подпоследовательность
{C2i}i∈ω. Множество D =

⋃
i∈ω C2i является вычислимо перечислимым. Следовательно,

множество E = M ∪D тоже будет вычислимо перечислимым. Однако, множество E \M

бесконечно, поскольку оно содержит подмножество {c0, c2, c4, . . . }, и множество ω \E

тоже бесконечно, так как оно содержит подмножество {c1, c3, c5, . . . }. Данное противо-
речие с максимальностью множества M окончательно доказывает нашу теорему.
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