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ГОТОВИМСЯ К ОЛИМПИАДЕ ПО МАТЕМАТИКЕ  

(СЕРИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ, СВЯЗАННЫХ  

С ВЫСОТАМИ В ТРЕУГОЛЬНИКЕ) 

 
В статье представлена тематическая серия задач для подготовки школьников к различным этапам Всероссий-

ской олимпиады по математике. В подборку вошли геометрические задачи на доказательство из Всероссийских, 

Московских, Санкт-Петербургских, Всесибирских олимпиад, а также задачи из сборников под редакцией 

П. П. Прасолова, И. Ф. Шарыгина, Р. К. Гордина и журнала «КВАНТ». Решение и разбор задач этой серии позво-

ляют школьнику достичь более глубокого понимания специфики задач с высотами в треугольнике и дают воз-

можность овладеть разнообразными приемами доказательства. 
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ное построение, вспомогательная окружность, вписанный угол.  

 

Специфика геометрии как предмета 

школьного курса состоит в том, что задачи, 

возникающие в процессе ее изучения, явля-

ются, как правило, поисковыми, т. е. не 

имеющими явного алгоритма решения. При 

решении таких задач раскрывается и реали-

зуется суть исследовательской деятельно-

сти: ученик должен вычленить проблемы, 

проанализировать, разрешить их и прове-

рить правильность полученного решения.  

При обучении школьников такие задачи 

приобретают особую важность, поскольку 

обеспечивают достижение важнейшей цели 

современной дидактики – развития продук-

тивного, эвристического, творческого мыш-

ления учащихся. Решая геометрические задачи, 

нельзя обойтись одним только логическим 

мышлением, а требуется проявить матема-

тическую интуицию, находчивость, изобре-

тательность, гибкость мышления.  

В большинстве современных школьных 

учебников преобладают простые «одноша-

говые» тренировочные задачи, главная цель 

которых – выработка прочных навыков и 

умений. При решении таких задач школьни-

ку достаточно догадаться, какую теорему 

или формулу надо применить, и получить 

ответ. Как правило, нужная теорема нахо-

дится в этом же параграфе. 

Однако когда успешный, казалось бы, 

ученик попадает на олимпиаду по матема-

тике, то любая задача по геометрии вызыва-

ет непреодолимые трудности. И неудиви-

тельно! Ведь на уроках не возникает даже 

речи о таких задачах. А это издержки со-

временной системы образования.  

Как выход из положения, можно пред-

ложить на уроках геометрии систематиче-

ски разбирать решения олимпиадных задач. 

Но для «продвинутых» мотивированных 

школьников, которые будут участвовать в 

олимпиадах по математике, нужно пытаться 

грамотно организовать факультативы по 

решению олимпиадных «настоящих» гео-

метрических задач. Такие задачи обладают, 

казалось бы, несовместимыми свойствами: 

нужно, чтобы ученик смог ее решить, не 

зная, как ее надо решать, а учитель мог бы 

научить ее решать, не показывая, как ре-

шать. Решение задач, не сводясь к алгорит-

му, должно быть построено на некоторых 

общих приемах мышления, которыми может 

и должен овладеть ученик. 

Данная серия задач была составлена в 

плане подготовки учащихся 9–11-х классов 

СУНЦ НГУ и гимназии № 6 «Горностай» 

г. Новосибирска к III–V этапам Всероссий-

ской олимпиады по математике. 
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В подборку вошли геометрические задачи 

на доказательство из Всероссийских, Мос-

ковских, Санкт-Петербургских, Всесибир-

ских олимпиад [Берлов и др., 2003], а также 

задачи из сборников под редакцией П. П. Пра-

солова, И. Ф. Шарыгина, Р. К. Гордина и жур-

нала «КВАНТ» [Прасолов, 1995; Шарыгин, 

Гордин, 2001].  

Новизна такой серии задач, на наш взгляд, 

состоит в том, что используемые в решени-

ях приемы доказательств идейно объединя-

ются и помогают ученику осмыслить спе-

цифику задач с высотами в треугольнике, 

давая возможность овладеть разнообразны-

ми приемами решения задач на доказатель-

ство в геометрии на примере задач из одной 

предметной области.  

При формулировке задач и записи реше-

ний для высот треугольника АВС использу-

ются стандартные обозначения АА1, ВВ1 и СС1. 

Серия задач состоит из трех частей. Пер-

вая небольшая часть состоит из несложных 

задач, которые можно разобрать на обыч-

ном уроке геометрии для учеников всего 

класса. Во второй части уровень задач су-

щественно выше, и сами задачи расположе-

ны по возрастающей сложности. В третьей 

части приведены подробные решения всех 

задач.  

Подготовительные задачи  

1
о
. Доказать, что высоты в треугольнике 

пересекаются в одной точке. 

2
о
. Продолжения высот треугольника АВС 

пересекают описанную окружность в точках 

М, Р и К. Как по этим точкам восстановить 

треугольник АВС с помощью циркуля и ли-

нейки? 

3
о
. Пусть В1 и С1 – основания высот тре-

угольника АВС, а Н – точка их пересечения. 

Докажите, что около четырехугольников 

ВС1В1С и АВ1НС1 можно описать окружности. 

4
о
. Пусть В1 и С1 – основания высот ост-

роугольного треугольника АВС. Доказать, 

что треугольники АВ1С1 и АВС подобны с 

коэффициентом подобия равным косинусу 

общего угла А треугольников. 

Задачи 

1. В остроугольном треугольнике АВС 

проведены высоты АА1, ВВ1 и СС1. Докажи-

те, что точка Н пересечения высот тре-

угольника является центром вписанной ок-

ружности для треугольника А1В1С1, и 

найдите связь между углами треугольников 

АВС и А1В1С1. 

2. В остроугольном треугольнике АВС 

проведены высоты АА1, ВВ1 и СС1. Точка М 

симметрична точке А1 относительно прямой 

АС. Докажите, что М принадлежит прямой В1С1. 

3. Высоты АА1 и ВВ1 остроугольного 

треугольника АВС пересекаются в точке Н. 

Через точку М, симметричную середине N 

отрезка ВН относительно прямой ВС, про-

вели прямую, перпендикулярную прямой 

АС. Докажите, что эта прямая пересекает ВС 

в точке А1. 

4. В остроугольном треугольнике АВС 

АЕ и СН – высоты. Различные точки К и М 

на стороне АС таковы, что НК параллельна 

ВС, а ЕМ параллельна АВ. Докажите, что 

НЕКМ – вписанный четырехугольник. 

5. Пусть Н – точка пересечения высот тре-

угольника АВС, О – центр описанной около 

него окружности, 0A  – середина ВС. Дока-

жите, что 02AH OA . 

6. Пусть Н – точка пересечения высот 

треугольника АВС. Докажите, что отрезок, 

соединяющий середину стороны ВС и сере-

дину отрезка АН, равен радиусу описанной 

около АВС окружности.  

7. В остроугольном треугольнике АВС 

проведены высоты ВВ1 и СС1. Докажите, что 

а) касательная в точке А к описанной ок-

ружности треугольника АВС параллельна 

В1С1; б) прямая В1С1 перпендикулярна ОА. 

8. В остроугольном треугольнике АВС 

точки А1, В1 и С1 – основания его высот; Р – 

периметр треугольника АВС, p – периметр 

треугольника А1В1С1, R и r – радиусы опи-

санной и вписанной окружностей треуголь-

ника АВС. Докажите, что P p R r . 

9. Пусть Н – точка пересечения высот 

треугольника АВС, а АА1 – диаметр его опи-

санной окружности. Докажите, что отрезок 

А1Н делит сторону ВС пополам. 

10. Пусть Н – ортоцентр треугольника 

АВС, К – его проекция на медиану ВМ тре-

угольника АВС. Докажите, что точки А, К, Н 

и С лежат на одной окружности. 

11. Высоты АА1 и СС1 треугольника 

АВС пересекаются в точке Н, а описанные 

окружности около треугольников АВС и 

А1ВС1пересекаются в точке М, отличной от 

В. Докажите, что прямая МН делит АС пополам. 

12. В остроугольном треугольнике АВС 

проведены высоты АА1, ВВ1 и СС1. Доказать, 

что основания перпендикуляров, опущен-
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ных из точки В1 на АВ, ВС, АА1 и СС1 лежат 

но одной прямой. 

13. Пусть Н – точка пересечения высот 

треугольника АВС, D – середина стороны 

АС. Прямая проходит через Н перпендику-

лярно DH и пересекает АВ и ВС в точках Е и 

F. Докажите, что HE HF . 

14. В треугольнике ABC проведены вы-

соты АА1, ВВ1, СС1. Точки В2 и С2 – середи-

ны ВВ1 и СС1 соответственно. Докажите, что 

треугольники АВС и А1В2С2 подобны.  

15. На высотах треугольника АВС взяты 

точки А1, В1 и С1, делящие их в отношении 

2 : 1, считая от вершины. Докажите, что 

треугольники АВС и А1В1С1 подобны.  

16. В выпуклом пятиугольнике АBCDE 

АB = BC, ABE + DBC = EBD и AEB + 

+ BDC = 180
o
. Докажите, что точка Н пе-

ресечения высот треугольника BDE лежит 

на диагонали АС. 

Решения 

Подготовительные задачи  

1
о
. Доказать, что высоты в треугольнике 

пересекаются в одной точке. 

Доказательство. Проведем через вер-

шины данного треугольника АВС прямые, 

параллельные противоположным его сторо-

нам (рис. 1). Обозначим точки пересечения 

А2, В2, С2. Полученный треугольник А2В2С2 

подобен исходному треугольнику АВС. При 

этом высоты АА1, ВВ1 и СС1 треугольника 

АВС являются серединными перпендикуля-

рами к сторонам треугольника А2В2С2. Но 

серединные перпендикуляры к сторонам 

любого треугольника пересекаются в одной 

точке. Следовательно, высоты в треуголь-

нике АВС также пересекаются в одной точке. 

Доказано. 

2
о
. Продолжения высот треугольника 

АВС пересекают описанную окружность в 

точках М, Р и К. Как по этим точкам вос-

становить треугольник АВС с помощью 

циркуля и линейки (рис. 2)? 

Анализ задачи. Предположим, что задача 

решена и треугольник АВС восстановлен по 

точкам М, Р и К. Поскольку углы ВАМ и 

ВСР равны как дающие в сумме с углом В 

треугольника АВС угол 90
о
, то дуги ВМ и 

ВР также равны (равны вписанные углы, 

опирающиеся на них). Аналогично доказываем 

равенство дуг АР и АК, а также дуг СК и СМ.  

Построение. С помощью циркуля и ли-

нейки находим середины дуг РМ, РК и 

КМ  – точки В, А и С соответственно. Тре-

угольник АВС искомый. 

 

 

Рис. 1 

 

Рис. 2 

Доказательство. Очевидно из анализа 

задачи. 

Исследование. При любом расположении 

точек М, Р и К на окружности задача имеет 

единственное решение. Построено. 

3
о
. Пусть В1 и С1 – основания высот тре-

угольника АВС, а Н – точка их пересечения. 

Докажите, что около четырехугольников 

ВС1В1С и АВ1НС1 можно описать окружности. 

Доказательство. Поскольку треугольни-

ки ВС1С и ВВ1С прямоугольные с общей 

гипотенузой ВС, точки В, С1, В1 и С лежат 

на окружности, построенной на отрезке ВС 

как на диаметре, т. е. четырехугольник 

ВС1В1С вписанный. Аналогично, поскольку 

треугольники АНВ1 и АНС1 прямоугольные 

с общей гипотенузой АН, точки А, В1, С1 и Н 

лежат на окружности, построенной на от-

резке АН как на диаметре, т. е. четырех-

угольник АВ1НС1  вписанный. Доказано. 

4
о
. Пусть В1 и С1 – основания высот ост-

роугольного треугольника АВС. Доказать, 

что треугольники АВ1С1 и АВС подобны с 

коэффициентом подобия равным косинусу 

общего угла А треугольников. 

Доказательство. В задаче 3
о
 было дока-

зано, что четырехугольник ВС1В1С вписан-

ный, следовательно, сумма его противопо-

ложных углов С1ВС и СВ1С1 равна 180
о
. 

С другой стороны, углы СВ1С1 и В1С1А 
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смежные, и их сумма также равна 180
о
. То-

гда имеем равные углы С1ВС и В1С1А.  

 

Рис. 3 

 

Рис. 4 

 

Рис. 5 

Рассмотрим треугольники АВ1С1 и АВС 

(рис. 3). Они имеют общий угол А и соот-

ветственно равные углы В1С1А и С1ВС. То-

гда указанные треугольники подобны по 

двум углам. Найдем коэффициент. Стороны 

АВ1 и АВ – соответственные элементы в по-

добных треугольниках, значит коэффициент 

их подобия равен отношению этих сторон 

АВ1 : АВ. 

Но треугольник АВВ1 прямоугольный, 

поскольку ВВ1 – высота треугольника АВС. 

Тогда подобия 1 : cosk АВ АВ A . Доказано. 

Задачи 

1. В остроугольном треугольнике АВС 

проведены высоты АА1, ВВ1 и СС1. Докажи-

те, что точка Н пересечения высот тре-

угольника является центром вписанной ок-

ружности для треугольника А1В1С1, и 

найдите связь между углами треугольников 

АВС и А1В1С1. 

Доказательство. Воспользуемся резуль-

татами, полученными в ходе доказательства 

задачи 4
о
. Имеем равные углы В1С1А и С1ВС 

(рис. 4). Легко доказать по аналогии, что 

углы В1А1С и С1ВС также равны между со-

бой. Значит, все три указанных угла равны. 

Поскольку ВВ1 перпендикулярна АС как вы-

сота треугольника, то отсюда следует ра-

венство углов ВВ1С1 и ВВ1А1. Это означает, 

что в треугольнике А1В1С1 ВВ1 является бис-

сектрисой угла В1. Аналогично доказываем, 

что АА1 и СС1 являются биссектрисами уг-

лов А1 и С1 треугольника А1В1С1, а точка Н – 

точка пересечения биссектрис треугольника 

А1В1С1, т. е. центр вписанной в него окруж-

ности. 

Углы треугольника А1В1С1 вычисляем через 

углы треугольника АВС: 1 180 2A A , 

1 180 2B B , 1 180 2C C . Дока-

зано. 

2. В остроугольном треугольнике АВС 

проведены высоты АА1, ВВ1 и СС1. Точка М 

симметрична точке А1 относительно прямой 

АС. Докажите, что М принадлежит прямой В1С1. 

Доказательство. Снова воспользуемся 

результатами, полученными в ходе доказатель-

ства задачи 4
о
 1 1 1 1AB C ABC CB A . 

Кроме того, в силу симметричности точек 

А1 и М, 1 1 1CB A CB M  (рис. 5). Так как 

точка В1 лежит на отрезке АС, то 1 1CB C  

1 1180 AB C  (по свойству смежных уг-

лов). Тогда углы СВ1С1 и СВ1М имеют об-

щую сторону В1С и в сумме составляют 

180
о
, т. е. по определению являются смеж-

ными углами. А это означает, что точки В1, 

С1 и М лежат на одной прямой. Доказано. 

3. Высоты АА1 и ВВ1 остроугольного 

треугольника АВС пересекаются в точке Н. 

Через точку М, симметричную середине N 

отрезка ВН относительно прямой ВС, про-

вели прямую, перпендикулярную прямой 

АС. Докажите, что эта прямая пересекает ВС 

в точке А1. 

Доказательство. Докажем, что прямая 

МА1 параллельна высоте ВВ1. Из этого будет 

следовать, что прямая МА1 перпендикулярна 

АС, а значит, перпендикуляр из точки М к 

прямой АС пересекает ВС в точке А1 (рис. 6). 

Так как точки М и N симметричны отно-

сительно прямой ВС по условию задачи, то 

MO ON  и MN BC . Так же 1AA BC  

как высота треугольника АВС. Следователь-

но, 1||MN AA  и 1BO OA (последнее равен-

ство получаем из теоремы Фалеса). Кроме 

того, в треугольнике А1ВН отрезок 
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11 2( )NO A H  как средняя линия. Тогда по 

признаку ( 1MN A H  и 1||MN AA ) четырех-

угольник А1NMH – параллелограмм, и 

1 ||MA NH . Значит, утверждение задачи до-

казано согласно данному выше обоснова-

нию. Доказано. 

4. В остроугольном треугольнике АВС 

АЕ и СН – высоты. Различные точки К и М 

на стороне АС таковы, что НК параллельна 

ВС, а ЕМ параллельна АВ. Докажите, что 

НЕКМ – вписанный четырехугольник. 

Доказательство. Так как ЕМ параллель-

на АВ, то по свойству соответственных уг-

лов при параллельных прямых АВ и ЕМ, пе-

ресеченных прямой АС, BAC EMC  

(рис. 7). Аналогично доказываем, что 

ABC AHK . Далее, поскольку отрезок 

НЕ соединяет основания высот треугольни-

ка АВС, то BHE ACB  (в соответствии 

с результатами, полученными в ходе доказа-

тельства задачи 4
о
). Видим, что углы АНК, 

ВНЕ и КНЕ составляют развернутый угол, 

т. е. их сумма равно 180
о
. С другой стороны, 

первые два угла соответственно равны двум 

углам треугольника АВС. Но в треугольнике 

сумма внутренних углов также равна 180
о
. 

Тогда BAC KHE EMC .  

Рассмотрим четырехугольник НЕКМ. В нем 

180 .KHE KME EMC KME  

Следовательно, четырехугольник НЕКМ 

вписанный. Доказано. 

5. Пусть Н – точка пересечения высот 

треугольника АВС, О – центр описанной 

около него окружности, 0A  – середина ВС. 

Докажите, что 02AH OA . 

Доказательство. В соответствии с ре-

зультатами, полученными в ходе доказа-

тельства задачи 1
о
, точка пересечения высот 

данного треугольника является точкой пере-

сечения серединных перпендикуляров во 

вспомогательном треугольнике, полученном 

при пересечении прямых, проведенных че-

рез вершины данного треугольника парал-

лельно противоположным сторонам. Кроме 

того, этот вспомогательный треугольник 

подобен данному с коэффициентом, равным 

2. Тогда точка Н является центром окруж-

ности, описанной около вспомогательного 

треугольника, а отрезки 0OA  и АН – соот-

ветственные элементы в подобных тре-

угольниках с коэффициентом подобия 2. 

Отсюда получаем требуемое равенство 

02AH OA . Доказано. 

 

 

Рис. 6 

 

Рис. 7 

 

Рис. 8 

6. Пусть Н – точка пересечения высот 

треугольника АВС. Докажите, что отрезок, 

соединяющий середину стороны ВС и сере-

дину отрезка АН, равен радиусу описанной 

около АВС окружности (рис. 8).  

Доказательство. В соответствии с результа-

тами, полученными в ходе доказательства 

задачи 5, 02AH OA . Тогда 0AH OA  и 

0AH OA . Следовательно, четырехугольник 

ANAоO – параллелограмм, а его противопо-

ложные стороны AO и 0NA  равны. Доказано. 

7. В остроугольном треугольнике АВС 

проведены высоты ВВ1 и СС1. Докажите, что 

а) касательная в точке А к описанной ок-

ружности треугольника АВС параллельна В1С1; 

б) прямая В1С1 перпендикулярна ОА. 

Доказательство. а) Для доказательства 

утверждения воспользуемся результатами, 

полученными в ходе доказательства задачи 

4
о
: 1 1AC B ACB  (рис. 9). Далее, по тео-

реме об угле между касательной и хордой, 

проведенной в точку касания,  

1 2MAB AB ACB .  

Тогда 1 1AC B MAB  и по признаку па-

раллельности прямых 1 1||MN B C . 
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Рис. 9 

 

Рис. 10 

 

Рис. 11 

 

Рис. 12 

б) По теореме о касательной. Радиус ОА, 

проведенный в точку касания, перпендику-

лярен касательной MN, следовательно, пер-

пендикулярен В1С1. Доказано. 

8. В остроугольном треугольнике АВС 

точки А1, В1 и С1 – основания его высот; Р – 

периметр треугольника АВС, p – периметр 

треугольника А1В1С1, R, и r – радиусы опи-

санной и вписанной окружностей треуголь-

ника АВС. Докажите, что P p R r . 

Доказательство. Очевидно, справедлива 

следующая цепочка равносильных преобра-

зований (рис. 10): 

1 1
.

2 2
ABC

P R
P r R p S P r R p

p r

Следовательно, достаточно доказать равен-

ство ( ) 2.ABCS R p  

Докажем это. Так как 1 1OA B C  в соот-

ветствии с результатами, полученными в 

задаче 7, то 
1 1 1 1 2AB OCS OA B C . Анало-

гично получаем: 

1 1 1 1

1

2
BC OAS OB AC , 

1 1 1 1

1

2
CB OAS OC B A . 

Почленная сумма последних трех ра-

венств дает площадь треугольника ABC  в 

левой части равенства и полупериметр тре-

угольника А1В1С1 в правой его части. Доказано. 

9. Пусть Н – точка пересечения высот 

треугольника АВС, а АА1 – диаметр его опи-

санной окружности. Докажите, что отрезок 

А1Н делит сторону ВС пополам (рис. 11). 

Доказательство. Так как АА1 – диаметр 

окружности, то А1С перпендикулярна АС 

(угол АСА1 прямой как вписанный, опираю-

щийся на диаметр), тогда по свойствам па-

раллельности и перпендикулярности ВН 

параллельна А1С. Аналогично, СН парал-

лельна А1В. Следовательно, ВА1СН – парал-

лелограмм по определению. Тогда диаго-

наль А1Н делит диагональ ВС параллелограмма 

пополам. Доказано. 

10. Пусть Н – ортоцентр треугольника 

АВС, К – его проекция на медиану ВМ тре-

угольника АВС. Докажите, что точки А, К, Н 

и С лежат на одной окружности (рис. 12). 

Доказательство. Продолжим медиану 

ВМ за точку М и достроим треугольник АВС 

до параллелограмма АВСВ1.  

Заметим, что, согласно свойствам парал-

лельности и перпендикулярности, АА1  АВ1 

и СС1  СВ1. Тогда точки А, С, К, В1 и Н ле-

жат на окружности с диаметром В1Н, так как 

треугольники АВ1Н, СВ1Н и КВ1Н прямо-

угольные с общей гипотенузой В1Н. Доказано. 

11. Высоты АА1 и СС1 треугольника 

АВС пересекаются в точке Н, а описанные 

окружности около треугольников АВС и 

А1ВС1 пересекаются в точке М, отличной от 

В. Докажите, что прямая МН делит АС по-

полам (рис. 13). 

Доказательство. Сделаем несколько ша-

гов доказательства. 
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Шаг 1. Заметим, что точки В, С1, А1 и Н 

лежат на одной окружности, так как тре-

угольники ВС1Н и ВА1Н прямоугольные с 

общей гипотенузой ВН. Эта окружность яв-

ляется описанной для треугольника А1ВС1. 

Тогда угол BMН прямой. 

Шаг 2. Продолжим отрезом МН до пере-

сечения с окружностью, описанной около 

треугольника АВС. Так как угол BMN пря-

мой, то BN – диаметр описанной около тре-

угольника АВС окружности.  

Тогда NC  BC, AN  AB.  

Шаг 3. По свойствам параллельности и 

перпендикулярности получаем, что 

AA1 II NC, CC1 II AN. Тогда AHCN – парал-

лелограмм. По свойству параллелограмма 

диагонали АС и NН при пересечении делят-

ся пополам, т. е. прямая МН делит АС попо-

лам. Доказано. 

12. В остроугольном треугольнике АВС 

проведены высоты АА1, ВВ1 и СС1. Доказать, 

что основания перпендикуляров, опущен-

ных из точки В1 на АВ, ВС, АА1 и СС1 лежат 

на одной прямой. 

Доказательство. Докажем вначале, что 

Р, Q и S лежат на одной прямой.  

Сделаем несколько шагов доказательства. 

Шаг 1. Заметим, что точки В, Р, В1 и S 

лежат на одной окружности (имеем прямо-

угольные треугольники ВВ1Р и ВВ1S с об-

щей гипотенузой ВВ1). Следовательно, 

1BPS BB S  (как вписанные углы, опи-

рающиеся на одну дугу), кроме того, 

1 1BB S BCB  (следует из соотношений 

сумм углов треугольников ВВ1С и B1SC). 

Итак, угол BPS равен углу АСВ (рис. 14). 

Шаг 2. Заметим, что точки A, В1, Р и Q 

также лежат на одной окружности (имеем 

прямоугольные треугольники АВ1Р и АВ1Q с 

общей гипотенузой AВ1). Из свойства про-

тивоположных углов вписанного четырех-

угольника 1 180AB Q APQ . Тогда 

1AB Q BPQ  (так как углы APQ и BPQ 

смежные). С другой стороны, 1 1AB Q ACA  

(как соответственные углы при параллель-

ных QB1 и A1C, пересеченных третьей пря-

мой АС). Итак, угол ВPQ равен углу АСВ. 

Шаг 3. Получаем равные между собой 

углы BPS и ВPQ, отложенные в одну полу-

плоскость от одного луча. Тогда по аксиоме 

планиметрии лучи PS и PQ совпадают, т. е. 

точки Р, Q и S лежат на одной прямой. 
 

 

Рис. 13 

 

Рис. 14 

 

Рис. 15 

Аналогичными рассуждениями докажем, 

что точки S, R и P также лежат на одной 

прямой. Доказано. 

13. Пусть Н – точка пересечения высот 

треугольника АВС, D – середина стороны 

АС (рис. 15). Прямая проходит через Н пер-

пендикулярно DH и пересекает АВ и ВС в 

точках Е и F. Докажите, что НЕ = НF. 

Доказательство. Достроим треугольник 

АСН до параллелограмма АНСН1, продол-

жив отрезок DН за точку D на расстояние 

DH1 = DH. Так как СН1 параллельна АН, то 

СН1  ВС. Аналогично получаем, что АН1  АВ. 

Тогда четырехугольник СFHH1 вписан-

ный (имеем прямоугольные треугольники 

СFH1 и FHH1 с общей гипотенузой FH1), 

значит,  НСН1 = НFН1  (как  вписанные, 
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опирающиеся на одну дугу углы). Анало-

гично докажем, что НАН1 = НЕН1. Но 

НСН1 = НАН1 (как противоположные 

углы параллелограмма). 

 

 

Рис. 16 

 

Рис. 17 

 

Рис. 18 

Следовательно, НFН1 = НЕН1. Полу-

чаем равнобедренный треугольник EFH1, в 

котором НН1 – медиана, биссектриса и вы-

сота. Доказано. 

14. В треугольнике ABC проведены вы-

соты АА1, ВВ1, СС1. Точки В2 и С2 – середи-

ны ВВ1 и СС1 соответственно. Докажите, что 

треугольники АВС и А1В2С2 подобны.  

Доказательство. Пусть точка М – сере-

дина стороны ВС треугольника АВС. Со-

единим точки М и В2 отрезком (рис. 16). 

Очевидно, МВ2 является средней линией 

треугольника ВСВ1, а следовательно, 

МВ2 || B1C и МВ2  ВВ1. Аналогично пока-

жем, что МС2 || BC1 и МС2  СС1. Заметим, 

что точки А1, М, В2, С2 и Н лежат на одной 

окружности (имеем прямоугольные тре-

угольники МА1Н и МВ2H и МС2H с общей 

гипотенузой МH).  

Далее, 1 2 2 1 2180AC B A MB ACB  

(по свойству углов вписанного четырех-

угольника и по свойству односторонних уг-

лов при параллельных прямых МВ2 и СB1, 

пересеченных прямой ВС). Также 1 2 2A B C  

1 2A MC ABC  (как вписанные, опи-

рающиеся на одну дугу углы и по свойству 

соответственных углов при параллельных 

прямых МС2 и BC1, пересеченных прямой 

ВС). Тогда треугольники АВС и А1В2С2 по-

добны по двум соответственно равным уг-

лам. Доказано. 

15. На высотах треугольника АВС взяты 

точки А1, В1 и С1, делящие их в отношении 2 

к 1, считая от вершины. Докажите, что тре-

угольники АВС и А1В1С1 подобны (рис. 17).  

Доказательство. Заметим, что свойством 

«деления 2 к 1, считая от вершины» облада-

ет точка пересечения медиан треугольника. 

Воспользуемся этим фактом. Пусть М – 

точка пересечения медиан треугольника 

АВС, а Н – точка пересечения высот. Соеди-

ним точку М с точками А1, В1 и С1 отрезка-

ми. Легко обосновать из соображений подо-

бия, что МА1 || BC, MB1 || AC и MC1 || AB. 

А значит, МА1  АН, MB1  ВН и MC1  СН. 

Тогда очевидно, что точки А1, В1, С1, М и Н 

лежат на одной окружности радиуса МН 

(имеем прямоугольные треугольники МА1Н 

и МВ1H и МС1H с общей гипотенузой МH). 

Далее, справедливы две следующие цепочки 

равенств углов:  

1 1 1 1 1 90B AC B HC HCA BAC  

и 1 1 1 1 1 90AC B A HB HAC ACB  

(согласно равенству вписанных углов, опи-

рающихся на одну дугу, и сумме острых 

углов прямоугольного треугольника). Тогда 

треугольники АВС и А1В1С1 подобны по 

двум соответственно равным углам. Доказано. 

16. В выпуклом пятиугольнике АBCDE 

АB = BC, ABE + DBC = EBD и AEB + 

+ BDC = 180
o
. Докажите, что точка Н пе-
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ресечения высот треугольника BDE лежит 

на диагонали АС. 

Доказательство. Сделаем несколько ша-

гов доказательства (рис. 18). 

Шаг 1. Попробуем воспользоваться усло-

вием задачи о сумме углов AEB + BDC = 

= 180
o
. Пристроим к стороне АВ треуголь-

ник ABF равный треугольнику BCD. Тогда 

сумма углов АЕВ и АFB четырехугольника 

АЕBF равна 180
о
, т. е. четырехугольник 

АЕBF вписанный.  

Шаг 2. Кроме того, имеем равенство тре-

угольников EFB и EDB (по двум сторонам 

FB = BD, BE – общая, и углу между ними 

EBDFBE  из соотношения ABE + 

+ DBC = EBD).  

Шаг 3. Далее заметим, что точка Н пере-

сечения высот треугольника BDE лежит на 

построенной окружности. Докажем это. 

Рассмотрим сумму противоположных углов 

BHE и BFE четырехугольника BHEF. Из равен-

ства треугольников EFB и EDB следует ра-

венство углов EFB и EDB. Углы BHE и 

B1HE1 равны как вертикальные. Тогда 

1 1 1 1 180BHE BFE B DE B HE  

(по сумме углов четырехугольника B1HE1D). 

Следовательно, четырехугольник BHEF 

вписанный, и точка Н также лежит на по-

строенной окружности. Тогда AEB = AHB 

(как вписанные, опирающиеся на одну дугу 

углы). 

Шаг 4. Аналогичными рассуждениями 

докажем, что CHB = CDB. Для этого 

пристроим к стороне ВС треугольник BCК, 

равный треугольнику ABF, и повторим рас-

суждения  шагов 1–3. 

Шаг 5. Но AEB + BDC = 180
o
. Значит, 

AHB + ВНС = 180
o
 и углы AHB и 

ВНС смежные, т. е. точка пересечения вы-

сот Н треугольника BDE лежит на диагона-

ли АС пятиугольника АBCDE. Доказано. 

Безусловно, для того, чтобы успешно ис-

пользовать  в  работе  предложенную  серию 

задач, и учитель, и слушатели факультатива 

должны обладать определенной, достаточно 

высокой математической культурой. Учени-

ки должны иметь необходимый запас теоре-

тических знаний по геометрии: теория ок-

ружностей и вписанных углов, признаки 

подобия треугольников, свойства и призна-

ки вписанных многоугольников, централь-

ная и осевая симметрия, замечательные точ-

ки треугольника. Учитель должен при этом 

не бояться делать ошибки и исправлять их, 

экспериментировать, искать вместе с учени-

ками разные подходы к решению проблем, 

не отступать перед неудачами и трудностями.  

Приведенная серия задач на доказатель-

ство была неоднократно успешно апробиро-

вана на факультативах по решению олимпи-

адных задач при подготовке школьников 

старших классов к городским, областным и 

республиканским математическим олим-

пиадам в СУНЦ НГУ и гимназии № 6 «Гор-

ностай» г. Новосибирска. 

Кроме того, методические рекомендации 

по организации практической работы с эти-

ми задачами были представлены в форме 

доклада на курсах повышения квалифика-

ции в НГУ по теме «Современные образова-

тельные технологии и их использование в 

системе профильного обучения» в январе 

2008 г. в секции «Математика» для учителей 

Сибири и Дальнего Востока. 
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PREPARING FOR OLYMPIAD ON MATHEMATICS 

(A SERIES OF GEOMETRY PROBLEMS CONNECTED WITH HEIGHTS IN A TRIANGLE) 

 

A subject set of problems to prepare schoolchildren for all rounds of the All-Russia Olympiad on mathematics is pre-

sented. Geometry problems on proof are selected from All-Russia, Moscow, St.-Petersburg, All-Siberia Olympiads, and 

from the collections under the editorship of P. Prasolov, I. Sharygin, K. Gordon and the Quantum magazine. The solution 

and analysis of the problems of this series allow a student to reach better understanding of the specificity of problems on 

heights in a triangle, and enable to master various techniques of the proof. 

Keywords: proof, height of a triangle, point of heights intersection of a triangle, additional construction, auxiliary cir-

cle, inscribed angel. 


