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СВЕРХПРОВОДИМОСТЬ S-ТИПА В ПЕРИОДИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ АНДЕРСОНА 
В РЕЖИМЕ СИЛЬНЫХ ЭЛЕКТРОННЫХ КОРРЕЛЯЦИЙ * 

Для периодической модели Андерсона в режиме сильных электронных корреляций, методом диаграммной 
техники получены точные представления для нормальных и аномальных функций Грина локализованных (f-) и 
коллективизированных (c-) электронов через нормальные и аномальные компоненты массового и силового опера-
торов f-электронных функций Грина. Роль аномальных компонент силового оператора в теории сверхпроводимо-
сти тяжелых фермионов рассмотрена впервые. Показано, что диаграммный ряд для функций Грина f-электронов 
периодической модели Андерсона в сверхпроводящей фазе эквивалентен диаграммному ряду для функций Грина 
модели Хаббарда при U = ∞ , где U  – кулоновское взаимодействие двух электронов на одном узле. В однопет-
левом приближении для массового и силового операторов найдены уравнения самосогласования, определяющие 
сверхпроводящий параметр порядка s-типа и критическую температуру Tc. Показано, что учет аномальной ком-
поненты силового оператора существенно изменяет концентрационную зависимость ( )cT n . 

 
 
Введение 

Сверхпроводящее состояние тяжелофер-
мионных (ТФ) соединений обладает необыч-
ными свойствами, которые с трудом подда-
ются описанию в рамках стандартной теории 
БКШ. Принято считать, что в таких «класси-
ческих» ТФ сверхпроводниках, как, например, 
CeCu2Si2, UBe13, UPt3 реализуется сверхпро-
водимость с анизотропным параметром по-
рядка предположительно d-симметрии [1]. 
Близость областей сверхпроводящей и анти-
ферромагнитной фаз послужила поводом для 
введения предположения о принципиальной 
роли спиновых флуктуаций в механизме ку-
перовской неустойчивости.  

В последнее время появилось несколько 
новых классов ТФ-сверхпроводников. Сре-
ди них отметим ТФ LaFe4P12 [2], являющий-
ся сверхпроводником при Т < Тс = 4,1 К и 
относящийся к соединениям со структурой 
типа скуттерудита [3]. Отличительная осо-
бенность ТФ скуттерудита LaFe4P12 заклю-
чается в том, что по экспериментальным 
данным в нем реализуется сверхпроводящая 
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фаза с необычным для этих веществ s-типом 
симметрии параметра порядка. Такие дан-
ные стимулируют развитие работ, связан-
ных с анализом электрон-фононного меха-
низма куперовского спаривания, приводя-
щего к сверхпроводимости s-типа [4]. 

В нашей работе отмеченная особенность 
сверхпроводящей фазы в LaFe4P12 будет ана-
лизироваться с позиций механизма куперов-
ского спаривания, присущего сильно корре-
лированным системам. Речь идет о кинема-
тическом механизме, впервые описанном в 
работе [5]. Поскольку скуттерудит LaFe4P12 
относится, как и все ТФ соединения, к клас-
су сильно коррелированных систем, то есте-
ственно ожидать, что кинематический меха-
низм куперовского спаривания очевидным 
образом может приводить к сверхпроводя-
щей фазе s-типа. При построении теории 
сверхпроводящей фазы в LaFe4P12 в рамках 
периодической модели Андерсона будем 
учитывать процессы рассеяния на спиновых 
флуктуациях так, как это сделано впервые в 
работе [6] при рассмотрении высокотемпе- 
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ратурных сверхпроводников на основе мо-
дели Хаббарда. Из результатов работы бу-
дет видно, что учет этих процессов имеет 
существенное значение для получения зна-
чений критических температур, сопостави-
мых с экспериментально наблюдаемыми.  

Соединения с тяжелыми фермионами 
принято описывать в рамках периодической 
модели Андерсона. Наиболее популярным 
методом теоретического исследования про-
блемы тяжелых фермионов и, в частности, 
сверхпроводящей фазы, реализуемой в этих 
материалах, является метод вспомогатель-
ных бозонов. В частности он был использо-
ван в работе [7] при исследовании конку-
ренции антиферромагнитной и сверхпрово-
дящей фаз. Достоинством этого метода яв-
ляется возможность применения фейнма-
новской техники при вычисления функций 
Грина, а его недостатком – необходимость 
введения констрейна для отсечения вкладов 
от нефизических состояний. Последнее об-
стоятельство является источником практи-
ческих трудностей при развитии теории в 
рамках такого подхода. Для освобождения 
от указанных проблем в данной работе бу-
дет использован метод диаграммной техни-
ки для операторов Хаббарда [8]. 

Точные представления 
для функций Грина 
периодической модели Андерсона 

Гамильтониан периодической модели 
Андерсона в представлении операторов 
Хаббарда в режиме сильных электронных 
корреляций (U = ∞) имеет вид: 

0 iH H H= + , где 

( )
0

0
int

,

1 . . .

k k k f
k f

ikf
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H c c EX
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(1)

Здесь первое слагаемое в 0H  описывает 
подсистему c-электронов с законом диспер-
сии: , ( ),  ( ) – оператор 
рождения (уничтожения) электрона в со-
стоянии с квазиимпульсом  и проекцией 
спинового момента 

kε k kξ = ε −μ kc+σ kc σ

k
σ . Второе слагаемое в 

 описывает подсистему локализованных 
f-электронов с отсчитанной от химпотен-
циала энергией: . Операторы 
Хаббарда строятся на базисе трех одно-
узельных состояний: пустого состояния 

0H

μ 0E Eσ = −μ�

0 f  

и двух состояний fσ , описывающих один 

электрон на узле f  с проекцией спина 
1/ 2σ = ∓ . Состояния с двумя электронами 

на одном узле, в силу условия , ис-
ключены. Таким образом, диагональные 
операторы Хаббарда в (1) имеют вид 

U = ∞

f f fX σσ = σ σ . Гамильтониан взаимодейст-

вия intH  описывает гибридизацию f- и c-
состояний с интенсивностью, определяемой 
параметром гибридизации . Оператор kV

0
fX σ  уничтожает электрон на узле f  со 

спином σ  (если таковой имеется, иначе ре-
зультат действия 0

fX σ  дает ноль), а опера-

тор kc+σ  рождает электрон в зоне проводи-
мости.  

Изучение термодинамических свойств 
данной модели проведем на основе форма-
лизма диаграммной техники для мацубаров-
ских функций Грина. При рассмотрении 
сверхпроводящей фазы удобно ввести две 
нормальные: 

( ') ( ) ( ') ,
( ') ( ) ( ')

k k k

k k

G T c c
G T c c

+
σ τ σ σ

+
− σ τ − σ − σ

τ − τ = − τ τ

kτ − τ = − τ τ

� �
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и две аномальные 

( ') ( ) ( ')
( ') ( ) ( ')

k k

k k

F T c c
F T c c

σ τ σ − σ
+ +

σ τ − σ σ

,k

k

τ − τ = − τ τ
τ − τ = − τ τ

� �
� � (3)

функции Грина для c-электронов (σ σ= − ). 
В этих уравнениях угловые скобки обозна-
чают термодинамическое усреднение с га-
мильтонианом (1). Все операторы взяты в 
представлении Гейзенберга, а Tτ -оператор 
упорядочения – по мацубаровскому време-
ни τ . Поскольку гамильтониан (1) содержит 
как обычные операторы вторичного кванто-
вания, так и операторы Хаббарда, то при 
построении диаграммных рядов теории воз-
мущений для функций Грина (2–3) будем 
использовать два варианта диаграммной 
техники: обычную фейнмановскую диа-
граммную технику [9] и диаграммную тех-
нику для операторов Хаббарда [8]. Послед-
няя имеет особенности, связанные с нетри-
виальным характером перестановочных со-
отношений для операторов Хаббарда. Эти 
особенности проявляются, в частности, в 
возникновении нового структурного эле-
мента – силового оператора. Анализ диа-
граммных рядов для четырех функций Гри-
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на с-электронов (2–3) показывает, что каж-
дая из них может быть выражена через одну 
из четырех функций Грина локализованных 
электронов, определенных на операторах 
Хаббарда: 

( ; ') ( ) ( ') ,f gD f g T X Xα −β
ταβ τ τ = − τ τ

GG
GG � � (4)

где корневые вектора , {(0, ),( ,0)α β = σ σ
GG }

,

k

. 
В частотно-импульсном представлении от-
меченная связь в матричной формулировке 
(для краткости изложения) записывается в 
виде 
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Нетрудно убедиться, что диаграммное раз-
ложение функций Грина f-электронов сво-
дится к виду, формально аналогичному раз-
ложению, получающемуся для модели Хаб-
барда с U . Отличие заключается в том, 
что в данном случае вместо обычного Фу-
рье-образа интеграла перескока  в тео-
рию будет входить эффективный матрич-
ный оператор перескока, зависящий от ма-
цубаровской частоты:  

= ∞

kt

(0)ˆˆ ˆˆ( , ) ( )n k k nt k V G V +ω = ω . 
С учетом сказанного графические урав-

нения для вычисления функции Грина 
ˆˆ ( , ) ( , ) ( , )n nD k G k P kσ σ σω ω= ω  можно пред-

ставить в виде 

 
(6) 

Здесь жирной линии соответствует мат-
ричная функция Грина . Кружку с 
символом  и полукругу с символом  от-
вечают матричные массовый  и 
силовой  операторы соответствен-

но. Двойная линия обозначает коллектив-
ную функцию Грина . Матрич-
ные элементы для отмеченных четырех мат-
риц определены точно так же, как и для 
матрицы 

ˆ ( , )nD kσ ω
Σ P

ˆ ( , )nkσΣ ω
ˆ ( , )nP kσ ω

(0)ˆ ( , )nG kσ ω

ˆ ( , )nD kσ ω  (5). Наконец, тонкая ли-
ния соответствует матрице затравочных 
пропагаторов: 

( )1 1ˆ ( ) ( ) ,( )n n ng diag i E i E− −
σ σω = ω − ω +� �

σ

n

.n

. (7) 

В аналитической записи система уравнений 
(6) имеет вид 
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Откуда для ˆ ( , )nG kσ ω  находим 
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После вычисления обратной матрицы, для 
компонент функций Грина ˆ ( , )nG kσ ω  полу-
чаем выражения 

(
)
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где детерминант 
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Эти уравнения дают точное представление 
нормальных и аномальных функций Грина 
локализованных f-электронов периодиче-
ской модели Андерсона в сверхпроводящей 
фазе через нормальные и аномальные ком-
поненты массового и силового операторов. 
Совместно с уравнением (5) эти уравнения 
определяют также и точное представление 
для нормальных и аномальных функций 
Грина коллективизированных c-электронов. 
Отметим, что в частном случае нормальной 
фазы подобные представления для функций 
Грина были получены ранее в работе [10] 
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методом производящего функционала. 
Дальнейшее решение задачи связано с ап-
проксимациями массового и силового опе-
раторов. 

Однопетлевое приближение 
для массового и силового операторов 
в сверхпроводящей фазе 

В основе вычисления массового и сило-
вого операторов лежит метод диаграммной 
техники для операторов Хаббарда. Графики, 
определяющие вклады в нормальные и ано-
мальные компоненты массового и силового 
операторов в однопетлевом приближении, 
приведены в табл. 1. 

Таблица 1 

Однопетлевые диаграммы 
для массового и силового операторов 

 
 

При написании этих диаграмм мы исполь-
зовали принцип топологической непрерыв-
ности [11], дополненный принципом стар-
шинства фермиподобных операторов Хаб-
барда над бозеподобными. Кроме того, для 
обозначения вкладов в нормальную компо-
ненту силового оператора мы использовали 
символ δ , поскольку (в отличие от осталь-
ных компонент) вклад для нее в нольпетле-
вом приближении отличен от нуля и равен 
1 Nσ− , где Nσ  – числа заполнения f-уровня 
электронами с проекцией спинового момен-
та σ . Таким образом,  является по-
правкой к нольпетлевому приближению: 

0 ,0P σ σδ

0 ,0 0 ,01P N Pσ σ σ σ σ= − + δ . В табл. 2 приведены 
по отдельности графические элементы диа-
грамм и сопоставляемые им функции. Ова-
лам соответствуют Фурье-образы неприво-
димых корреляторов: 

, ' ' 00 00 '( ) (f g f f g gK X X X Xσσ σ σ σσ σ σ
− = Δ + Δ + ') ,   (10) 

где символ Δ  обозначает флуктуацию опера-
тора X X XΔ = − . Используя правила диа-
граммной техники, по табл. 1 и 2 нетрудно 
написать аналитические выражения, соответ-
ствующие нормальными и аномальным ком-
понентам массового и силового операторов  

2 (0)
0 ,0 , 0 ,0( ) ( , )

n

q q n n
q

T V G G q
Nσ σ σ σ σ

ω

Σ = − ω ω∑ , 

2 (0)
0 , 0 , 0 , 0

2 ( ) ( , )
n

q q n n
q

T V G G q
Nσ σ σ σ σ

ω

Σ = ω∑ ω , 

2 (0)
0 ,0 , 0 ,0( ) ( ) ( , )n q q n

q

P V G G
Nσ σ σ σ σ
β ,nqδ ω = ω ω∑  

2 (0)
0 , 0 , 0 , 0( ) ( ) ( , )n q q n

q

P V G G
Nσ σ σ σ σ
α ,nqω = ω∑ ω

T C

  

(11) 

где 03 / 4= χ − 03 /T C, 4= χ + , α β χ  – 
парамагнитная восприимчивость, а  – 
Фурье-образ корреляторов (10) при 

0C
0q = . 

Из формул (11) следует, что в однопетлевом 
приближении компоненты массового опера-
тора не зависят ни от частоты, ни от им-
пульса. Компоненты силового оператора за-
висят только от частоты. 

Таблица 2 

Элементы диаграммной техники 
и соответствующие им функции 

 
 

Уравнение  
на критическую температуру 

Используя выражения (11), можно полу-
чить уравнения для самосогласованных 
численных расчетов свойств сверхпроводя-
щей фазы, описываемой периодической мо-
делью Андерсона. Самосогласованному оп-
ределению подлежат следующие величины: 
μ , Nσ , 0 ,0σ σΣ , 0 , 0σ σΣ ,  и 0 ,0 ( nP σ σ ω )

0 , 0 ( nP σ σ )ω . Поскольку компоненты  зави-
сят от мацубаровской частоты, то возникает 
бесконечная система уравнений. Для ее ре-
шения удобно воспользоваться следующими 
из системы (11) правилами сумм для компо-
нент массового и силового операторов: 

P

0 ,0 0 ,0

0 , 0 0 , 0

( )

2 (
n

n

n

n

T P

T P

σ σ σ σ
ω

σ σ σ σ
ω

,

).

βΣ = − δ ω

αΣ = ω

∑
∑

 (12)

В результате уравнение на температуру пе-
рехода в сверхпроводящее состояние с s- ти-
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пом симметрии параметра порядка записы-
вается в виде 

( )11 (ω ) 1 ( )
n

n nT
ω

= − Φ + α Φ ω∑ 2 , (13)

где  
2

1 2
2 | | | |1 1( ) , ( ) ,

( , ) ( , )
q q q

n n
nq

V
N a q N a q

ξ
Φ ω = Φ ω =

ω∑
4

nq

V
ω∑

22
0 ,0 0 0 ,0

( , ) ( )( )

( ) | | , .
n n q n f

n q f

a q i i

P V Eσ σ σ σ

ω = ω − ξ ω − ε −

− ω ε = + Σ − μ

�

�
 

Отметим, что традиционно описание сверх-
проводящей фазы строится при использова-
нии только аномальной компоненты массо-
вого оператора. Впервые на важность учета 
аномальной компоненты силового операто-
ра было указано в работе [12] при исследо-
вании сверхпроводимости в t-J-модели.  

Для демонстрации роли компонент сило-
вого оператора получим уравнение на  
без учета однопетлевых поправок для него. 
Положив , , приходим к уравне-
нию, которое, после вычисления суммы по 
мацубаровским частотам (в данном случае 
это можно сделать аналитически), принима-
ет вид 

cT

0α = 0β =

( ) ( )
( ) ( )

2

2 2
11  

tanh 2 tanh 2
   

q q

q q q

q c q c

q q

V

N E E

E T E T

E E

+ −

+ −

+ −

ξ
= ×

−
⎡ ⎤
⎢ ⎥× −
⎢
⎣

∑ � �
� �

� � ,
⎥
⎦

q

(14)

где миксонный спектр , ( ) / 2q q fE± = ξ + ε ± ν� �
22( ) 4(1 )q q q qN Vσν = ξ − ε + −� . Выражение 

(14) может быть использовано при анализе 
сверхпроводящей фазы с достаточно низки-
ми , когда процессами рассеяния на спи-
новых флуктуациях можно пренебречь (т. е. 
когда χ  мало).  

cT

Результаты численных расчетов 

При проведении численных расчетов за-
травочная электронная зона описывалась 
полуэллиптической плотностью состояний. 
Все энергетические параметры системы из-
мерялись в единицах ширины W  этой зоны.  

Обсуждение результатов вычислений 
начнем с вопроса о взаимном расположении 
на фазовой диаграмме системы областей 
существования различных фаз. Область реа-

лизации дальнего магнитного порядка в пе-
риодической модели Андерсона, установ-
ленная в недавней работе [13], показана на 
рис. 1. Здесь введены следующие обозначе-
ния: FM – ферромагнитная фаза, SF – об-
ласть насыщенного ферромагнетизма, P – 
парамагнитная фаза. 

Для вычисления границы области сверх-
проводящей SC-фазы использовалось урав-
нение (14) в пределе 0 . Оказалось, что 
граница области SC-фазы примыкает к гра-
нице FM-фазы и не пересекается с ней (см. 
рис. 1). Факт непересечения является важ-
ным в контексте конкуренции магнитных и 
сверхпроводящих фаз и укладывается в об-
щую концепцию об антагонизме сверхпро-
водимости и магнетизма. Важным обстоя-
тельством является также и то, что SC-фаза 
реализуется только при заполнении верхней 
гибридизованной зоны.  

cT →

Этот результат нетрудно увидеть из 
уравнения (14). Действительно, если химпо-
тенциал лежит в нижней зоне, то главный 
вклад в интеграл вносит область, где 

0qE − =� . При этом значение интеграла отри-
цательно, и уравнение (14) не имеет реше-
ния. Если же μ  находится в верхней зоне, 
главное положительное значение интеграла 
набирается в окрестности . При этом 
решение, как показывают численные расче-
ты, имеется всегда. 

0qE + =�

Для рассмотрения вопроса о возможных 
значениях критической температуры и их 
зависимости от параметров модели в SC-
области необходимо решать уравнение (13). 
Выберем положение локализованного уров-
ня в середине затравочной зоны . Бу-
дем считать, что рассматриваемые темпера- 
 

0 0E =

 
Рис. 1. Фазовая диаграмма периодической модели 

Андерсона (V = 1,25) при Т = 0 
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туры сверхпроводящего перехода много 
меньше характерной температуры  [1], 
при которой система переходит в тяжело-
фермионное состояние, а восприимчивость 
перестает зависеть от температуры. По этой 
причине  χ  будем рассматривать как пара-
метр модели. Значение ее возьмем равной 
характерной восприимчивости соединений с 
тяжелыми фермионами: , т. е. бо-
лее чем на два порядка превосходящей зна-
чения восприимчивости Паули  для обыч-
ных металлов. Из представленных на рис. 2 
зависимостей видно, что при учете 

maxTχ

0200χ = χ

0χ

0 , 0P σ σ  
изменение параметра гибридизации в преде-
лах от 0,05 до 0,2 не приводит к существен-
ному увеличению критической температуры, 
которая изменяется от 4 до 8 K. Иная ситуа-
ция имеет место, если аномальная компонен-
та силового оператора не учитывается. Рас-
четы, основанные в этом случае на уравне-
нии (14), показывают (рис. 3), что  зна- 
 

cT

 
 

Рис. 2. Температура сверхпроводящего перехода в 
периодической модели Андерсона при учете аномаль-

ной компоненты силового оператора 
 

 
 

Рис. 3. Температура  в периодической модели 
Андерсона без учета процессов рассеяния 

cT

чительно возрастает в отмеченной области 
изменения параметра V . 

Из анализа результатов представленных 
на рис. 2 и 3, также следует, что если значе-
ния  без учета cT 0 , 0P

σ σ
JG  были малы, то учет 

0 , 0P
σ σ
JG  практически не влияет на величину 

температуры . Если же значения  были 
велики, то включение  приводит к 

сильному подавлению . Данный эффект 
связан с тем обстоятельством, что воспри-
имчивость 

cT cT

0 , 0P
σ σ
JG

cT

χ  входит в теорию в виде произ-
ведения Tχ . При малых  вклад от TcT χ  не-
значителен. При больших  вклад от вос-
приимчивости существенен и, как показы-
вают расчеты, приводит к сильному подав-
лению критической температуры. 

cT
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