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ВЛИЯНИЕ ЭЛЕКТРОН-ФОНОННОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
НА АНИЗОТРОПНЫЙ СВЕРХПРОВОДЯЩИЙ ПАРАМЕТР ПОРЯДКА *

В работе рассмотрено влияние электрон-фононного взаимодействия на анизотропный сверхпроводящий па-
раметр порядка 2 2x y

d
−

-симметрии в системах с сильными электронными корреляциями. Показано, что в d-канале 

фононный вклад может как увеличивать, так и уменьшать полную константу связи, определяемую магнитным и 
фононным вкладами. 

 
Введение 

Интерес к исследованию высокотемпера-
турной сверхпроводимости в купратах с од-
новременным учетом как магнитного, так и 
электрон-фононного механизмов (ЭФВ) спа-
ривания объясняется следующим образом: с 
одной стороны, сильные электронные корре-
ляции, связанное с ними антиферромагнит-
ное обменное взаимодействие и d-тип сим-
метрии параметра порядка указывают на 
возможность магнитных механизмов спари-
вания. С другой – электрон-фононное взаи-
модействие, помимо того, что оно присутст-
вует во всех веществах, в слоистых купратах 
может оказаться достаточно сильным из-за 
особенностей их кристаллохимического 
строения [1]. Отметим, что внимание к тра-
диционному механизму сверхпроводимости  
усилилось в последнее время благодаря об-
наружению в данных соединениях сильных 
изотопических сдвигов [2] и изломов [3] в 
законах дисперсии электронов, наблюдаемых 
методами фотоэмиссионной спектроскопии с 
угловым разрешением. 
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Основное содержание 

В работах [4; 5] было показано, что в ре-
жиме сильных электронных корреляций 
эффективный низкоэнергетический гамиль-
тониан купратов с учетом электрон-фонон- 
 

 
 
 
 
 

ного взаимодействия может быть представ-
лен следующим образом: 

* ,t J el ph elH H H− − −= +  (1)

где *t JH −  – гамильтониан t-J*-модели [6; 7], 
включающий трехцентровые коррелирован-
ные перескоки, и el ph elH − −  описывает взаи-
модействие электронов посредством испус-
кания и поглощения фононов: 

( ) 0 '0 0 ' 0
'

'
.eff

el ph elH V X X X Xσ σ σ σ
′− − −

′ σσ

′= ∑∑ k +q k q k k
kk q

kk q

Здесь 0X σ
k  – оператор уничтожения дырки 

со спином σ  и импульсом ; k ( )effV ′kk q  – 
матричный элемент эффективного электрон-
фононного взаимодействия типа Фрелиха  
[8], который, в отличие от теории слабокор-
релированных электронов, зависит от чисел 
заполнения зоны F : 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

,
2 2 2

,

, ',
.  eff g g

V
t t F

ν ν
ν

′
ν + ν

ω
=

− −ω
∑ q

kk q

k k q q

k q k -q
(2)

( ) ( ),g ν k q  – матричный элемент ЭФВ элек-
трона с исходным импульсом  и фонона с 
импульсом  

k
,q ,νωq  – частота колебаний мо-

ды ,ν   – Фурье-образ интеграла перескока. tk
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Рассмотрим сверхпроводящее состояние 
типа Бардина-Купера-Шриферра [9] для 
системы с гамильтонианом (1). В обобщен-
ном приближении Хартри-Фока [11] для 
параметра порядка в случае синглетных 
спариваний (s-, d-типы) получаем следую-
щее выражение [5]: 

* ,tot tJ el ph−Δ = Δ + Δk k k  (3)

где  имеет стандартный вид для пара-
метра порядка в t-J

*tJΔk
*-модели и описывает 

обменный механизм спаривания [10], и 

( )

( ) ( )2
,

1 1
4

1 3 .
2 1

el ph eff eff

eff eff

x V V B
N

V V B c
N x

−
− − −

− − −

+
Δ = + −

− +
+

∑

∑

k q,q,q+k q,q,q k q
q

q,q,p+k q,q,p k q q-p
q p

(4) 

Здесь 0, 0,B X X−σ σ
−=q q q  – аномальные сред-

ние,  – Фурье-образ спиновой корреля-
ционной функции. Неожиданным результа-
том является то, что помимо фононного ме-
ханизма спаривания в теории среднего поля 
появляется также спин-жидкостный вклад, 
обусловленный интерференцией магнитного 
и фононного механизмов. Иначе говоря, 
учет ближнего магнитного порядка приво-
дит к тому, что в уравнении (4) возникает 
слагаемое, пропорциональное произведе-
нию константы ЭФВ 

cq-p

effVkk'q  и спиновой кор-
реляционной функции. 

Уравнение (3) имеет сложную импульс-
ную зависимость, и его дальнейший анализ 
в общем виде затруднителен. Для начала 
покажем, каким образом отразится на 
структуре данного уравнения  предположе-
ние о том, что матричные элементы ЭФВ не 
зависят от исходного и переданного им-
пульсов. Во-первых, в силу четности ано-
мальных средних и спиновой корреляцион-
ной функции пропадет спин-жидкостный 
вклад. Во-вторых, будет потеряна важная 
информации о влиянии симметрии колеба-
ний различных мод на сверхпроводящий 
потенциал спаривания. Дело в том, что для 
анизотропной щели d-типа взаимодействие 
электрона с фононами при больших пере-
данных импульсах  меняет знак параметра 
порядка на Ферми-поверхности и, таким 
образом, разрушает сверхпроводящую пару 
(рис. 1, б). Иначе говоря, ситуация принци-
пиально отличается от изотропного s-спа-
ривания, при котором взаимодействие элек-

трона с фононом не меняет знак параметра 
порядка на Ферми-поверхности при любом 
переданном импульсе (рис. 1, а). 

q

Принимая сказанное выше во внимание, 
будем рассматривать зависимость матрич-
ных элементов ЭФВ от переданного им-
пульса  в явном виде. Заметим, что пол-
ный матричный элемент ЭФВ может быть 
представлен в виде суммы диагональной и 
недиагональной в узельном представлении 
компонент, при этом зависимость матрич-
ных элементов ЭФВ от входящего импульса 

 возникает после Фурье-преобразования 
лишь для недиагональной компоненты 
ЭФВ. С целью упрощения дальнейшего из-
ложения мы не учитываем недиагональный 
вклад в ЭФВ.  

q

k

Согласно экспериментальным и теорети-
ческим исследованиям купратов [12–18], в 
данных соединениях можно выделить сле-
дующие моды, наиболее сильно взаимодей-
ствующие с электронами: дыхательную, из-
гибную и апическую дыхательную (рис. 2). 
Указанные моды являются оптическими, по-
этому мы пренебрегаем дисперсией 

,νωq .Кроме того, учитывая, что ЭФВ про-

порционально 1 2M − , где M  – масса колеб-
лющегося иона, пренебрегаем смещениями 
тяжелых атомов меди. Анализируя смещения 
атомов в каждой моде, находим соот- 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 1. Взаимодействие электронов с фононами не 
меняет знак параметра порядка для s-спаривания (а)  

и меняет для 2 2x y
d

−
-спаривания (б) 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2. Смещение атомов кислорода в CuO6-октаэдре 
для дыхательной (а), изгибной (б) и апической  

дыхательной мод (в) 
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ветствующие матричные элементы ЭФВ  
 [4] для дыхательной моды: ( ) ( )diag ν q

( ) ( )
( )

( )

( )

1
1

1

2 sin
22

sin ;
2

dia x
dia x x

O

y
y y

i qg O
M

q a
O

υ ⎡= ε⎢ω ⎣

⎤
+ε ⎥

⎦

q a
+

(5)

для изгибной: 

( ) ( )
( )

( )

( )

2
2

2

2 cos
22

 cos ;
2

dia x
dia z x

O

y
z y

q ag O
M

q a
O

υ ⎡= ε⎢ω ⎣

⎤
+ ε ⎥

⎦

q +

(6)

для апической дыхательной: 

( ) ( )
( )

( )
3

2

3

.
2

dia
dia z ap

O

g
M
υ

= ε
ω

q O (7)

Здесь  – феноменологический пара-
метр диагонального ЭФВ и  – вектор 
поляризации. 

( )
dia
νυ

iε

Теперь можно записать уравнение (4) в 
случае 2 2x y

d
−

-симметрии параметра поряд-

ка. Для этого матричные элементы (5–7) 
подставим в выражение (4) и распишем V eff

′kk q  
с учетом (2). При этом, полагая, что взаимо-
действие электронов с фононами ограниче-
но узким слоем порядка дебаевской часто-
ты Dω вблизи поверхности Ферми, примем, 
что ( ) ( ) ( ) ( ) ,, ',eff .gν ν

′V g ν
ν

≈ − ω∑kk q qk q k -q  

Наконец, учтем, что для 2 2x y
d

−
-сим-

метрии параметра порядка аномальные 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 3. Концентрационная зависимость критической 
температуры при различных значениях эффективного 
параметра ЭФВ G. Около кривых указано значение 

параметра G/J 

средние удовлетворяют следующему усло-
вию: cos cosx yp B p B= −∑ ∑p p

p p

.  

Тогда уравнение на параметр порядка при-
мет вид: 

( )

( ) ( )
( ) ( )

,

2
01

1 1
1

3 0.5 1
,

1

tot d

D

xB J
N x

c x
G

x

−⎛Δ = − ϕ ϕ +⎜ +⎝

⎞− + +
⎟+ θ ξ −
⎟+

μ − ω
⎠

∑k k q q
q

q

 

(8) 

где ( ) ( )( )cos cosx yϕ = −q q q , , если 

, и 

( ) 0zθ =

0z > ( ) 1zθ = , если ,  – спиновая 
корреляционная функция ближайших сосе-
дей, 

0z ≤ 01c

x  – концентрация допированных носи-
телей. Матричные элементы ЭФВ входят в 
уравнение (8) в виде комбинированного па-
раметра  знак которого определяет, по-
давляет или увеличивает ЭФВ полную кон-

станту связи: 

,G

( )( ) ( )( )2 22 1
2 1dia diaG = υ ω − υ ω . 

Как видно из приведенного выражения, из-
гибная мода способствует спариванию элек-
тронов, дыхательная мода понижает потен-
циал спаривания. Вклад апической дыха-
тельной моды в d-канале пропадает, так как 

( ) ( )2
diag Const=q , и правая часть уравнения 

(4) после суммирования по импульсу обра-
щается в нуль в силу четности выражения. 
Происхождение вкладов различных колеба-
ний очевидно после приведенного выше 
анализа. Так, например, матричный элемент 
для дыхательной моды пропорционален си-
нусам и, следовательно, максимален при 
больших переданных импульсах таким об-
разом, дыхательная мода в d-канале подав-
ляет сверхпроводимость. Напротив, изгиб-
ная мода, для которой матричный элемент  

( ) ( )2
diag q  максимален при малых импульсах, 

способствует сверхпроводимости. Подчерк-
нем, что в случае изотропного s-спаривания 
константа связи, стоящая в круглых скобках 
уравнения (8), содержит сумму матричных 
элементов всех колебательных мод. 

Выводы 

Итак, полная константа связи  опи-
сывающая сверхпроводящее спаривание в 
системах с сильными электронными корре-
ляциями, определяется магнитным и фо-
нонным вкладами. При этом импульсная 
зависимость матричных элементов ЭФВ 

,totλ

400
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200

100

0 ,1 0,2 0,30

Т С
, К

– ,50

 0

 ,40
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приводит к тому, что в d-канале фононный 
вклад может как увеличивать, так и умень-
шать . В то время как в s-канале фонон-
ный и магнитный вклады суммируются. 
Чтобы наиболее ярко продемонстрировать 
полученный результат, приведем расчеты 
(рис. 3) концентрационной зависимости 
критической температуры сверхпроводяще-
го перехода для трех различных значений 
эффективного параметра . 

totλ

G
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