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КОГЕРЕНТНОСТЬ КОЛЕБАНИЙ ПУЧКА В ПОЛЕ СОБСТВЕННОГО 
ЗАРЯДА И ПАРАМЕТРЫ ЭЛЕКТРОННЫХ ПУШЕК 

Эффект собственного заряда всегда играет определяющую роль в электронных пушках. Когерентность заря-
довых колебаний приводит к колебаниям эмиттанса пучка вдоль пушки. Это явление тесно связано с известной 
техникой «emittance compensation». В работе аналитически и численно получены простые и надежные оценки 
роста эмиттанса  в пушках и их оптимальных параметров. 
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Введение 

Эффект собственного заряда может суще-
ственно ухудшить эмиттанс и даже изменить 
характер движения пучка в канале. Для оце-
нок эффекта удобно использовать уравнения 
Капчинского – Владимирского [1], преобра-
зованные для среднеквадратичных величин: 
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где x и y – горизонтальный и вертикальный 
среднеквадратичные размеры, а в индексах – 
соответствующие координаты; " – вторая 
производная по независимой координате z; ε, 
I, β, γ, G, e и p – эмиттанс, ток, безразмерная 
скорость, релятивистский фактор, фокуси-
рующий градиент, заряд частицы и ее им-
пульс соответственно; 2

0 04 ,I mc Z e= π ⋅  ≈ 
≈ 17 кА для электронов; x yG G G= − =  для 
фокусирующего в горизонтальном направле-
нии квадруполя, 2 4x yG G eB p= =  для соле-

ноида и 2 ,G p ex = ρ  0Gy = для диполя с 

кривизной траектории ρ. 
Если члены с током в правой части (1) 

сравнимы или превышают члены с эмиттан-
сом, одночастичная модель дает неверный 
результат. Таким образом, если не выполня-
ется следующее («силовое») неравенство [2] 
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эффектом собственного заряда пренебречь 
нельзя. Другой, «фазовый», критерий вы-
глядит так: 
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где L – длина канала. 
Термин «emittance compensation» впер-

вые предложен, по-видимому, в [3] при ана-
лизе высокочастотных (ВЧ) электронных 
пушек. Автор заметил, что нормализован-
ный эмиттанс колеблется вдоль пушки и для 
минимизации его на выходе должен быть 
подобран оптимальный набег фазы. По мне-
нию автора, это происходит в результате 
периодического сближения фазовых порт-
ретов сечений сгустка. Метод был сущест-
венно формализован и развит в [4] и после-
дующих работах. Некоторые результаты, 
обсуждаемые здесь, можно найти также в 
[2; 5–8]. Термин «emittance compensation» 
весьма неудачен, так как совершенно не от-
ражает суть процесса. Поскольку в русскоя-
зычной литературе устоявшегося названия 
явления нет, предлагается использовать 
«когерентность зарядовых колебаний» для 
обозначения колебаний эмиттанса под дей-
ствием собственного заряда. 

Основные явления и уравнения 

Рассмотрим сначала эффект продольной 
неоднородности заряда. Разделим сгусток 
на ряд поперечных сечений (слоев). Следуя 
[4], предположим, что каждый слой движет-
ся независимо от прочих. Это предположе-
ние достаточно точно, если в сопровож-
дающей системе координат длина сгустка 
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много больше его поперечных размеров. 
Предположим также, что каждый слой одно-
родно заряжен, имеет эллиптическую сим-
метрию, как в [1], пренебрежимо малый эмит-
танс и движется в канале с линейной фоку-
сировкой. Тогда, подставив 3

0/ ( )I I jβγ = , 
/xG e p g=  и /yG e p h=  в (1), получим 

,

.

jx gx
x y

jy hy
x y

⎧ ′′ = −⎪ +⎪
⎨
⎪ ′′ = −
⎪ +⎩

 (2)

Пока что продольный импульс и j считаем 
постоянными. Предположим, имеется реше-
ние (x, y) системы (2) для некоторых j и на-
чальных условий. Назовем такое решение 
главным. Тогда движение другого слоя с то-
ком j j+ δ  (все величины с δ считаются ма-
лыми) подобно, если его размеры 

( )( ) / ( , ) 1 / 2 ( , )j j j x y j j x y+ δ ≅ + δ . Это глав-
ное решение для другого сечения. Итак, 
эмиттанс сгустка не растет, если все слои 
движутся по главным траекториям. Если 
сформировать сгусток таким образом, эф-
фект продольной неоднородности будет 
полностью подавлен. 

Если же начальные условия двух упомя-
нутых слоев одинаковы (что обычно и бы-
вает на эмиттере), состояние второго будет 
колебаться около главного решения. При 
этом имеются монопольная и квадрупольная 
моды, и их волновые числа отличаются в 
стационарном линейном приближении в 2  
раз [2]. Если система аксиально-симмет-
рична, квадрупольная мода отсутствует, и 
фазовые портреты слоев периодически рас-
ходятся и сходятся (рис. 1). Очевидно, при 
этом эмиттанс сгустка осциллирует. Основ-
ное уравнение движения получается из (2) 
подстановкой y = x. 

Теперь перейдем к эффекту поперечной 
неоднородности заряда. Он является глав-
ным для стационарных пучков и может так-
же значительно влиять на эмиттанс сгуст-
ков. Рассмотрим аксиально-симметричный 
стационарный пучок, или, что в данном 
случае то же самое, слой сгустка с неодно-
родным радиальным распределением заря-
да. Тогда уравнение движения частицы на 
расстоянии x от оси будет 

( )30

2 2 ,I jx gx gx
x xI

′′ = − = −
βγ

(3)

где I~  – ток внутри цилиндра с радиусом x. 
Теперь предположим, что движение час-
тиц ламинарно, т. е. если в некоторый мо-
мент для двух частиц 21 xx > , то это сохра-
няется всегда. Это условие не всегда вы-
полняется, но нарушается оно, как прави-
ло, в разреженном гало пучка, так что это 
нарушение мало влияет на оценку эмит-
танса. Если радиальное распределение за-
ряда неоднородно, траектории частиц не 
могут быть подобными, и ситуация выгля-
дит, как на рис. 2. 

Для оценок эмиттанса удобно использо-
вать линеаризованное безразмерное уравне-
ние движения. Рассмотрим безразмерное от-
клонение от главной траектории /x xδ = δ , 
сделаем соответствующую подстановку в (2), 
отбросим все высшие по δ члены и получим 

( )
22 .x j

x x

′⎛ ⎞βγ′⎜ ⎟′′ ′δ + + δ = − δ
⎜ ⎟βγ
⎝ ⎠

 (4)

Аналогичная подстановка в (3) дает очень 
похожее уравнение, но вместо j в правой 
части j~4 . 

Как и любое линейное обыкновенное 
дифференциальное уравнение (ОДУ) второ-
го порядка, (4) определяет матрицу преобра-
зования между двумя любыми точками ка-
нала z0 и z1: 
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где (C, C') и (S, S') – это величины (δ, δ') в z1, 
если в z0 они (1, 0) и (0, 1) соответственно. 
Это широко известные cos- и sin-подобные 
траектории. В общем случае коэффициент 
при δ' в (4) не равен нулю, так что Mdet  не 
обязательно единица [9] 
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Рис. 1. Фазовые портреты сечений сгустка 
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Матрица преобразования однородного 
канала, в котором x, j и βγ = const, 

0 1

cos sin
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x
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где ( )1 0z z j xϕ = − . Это, по-видимому, 

единственный случай, когда набег фазы заря-
довых колебаний определяется абсолютно 
корректно, т. е. набеги фазы участков адди-
тивны и коммутативны. Тем не менее нас ин-
тересуют только cos-подобные траектории, 
поскольку обычно δ' = 0 на эмиттере. Тогда 
набег фазы в канале можно определить, со-
поставив последний с однородным каналом. 
Однородный канал соответствует данному, 
если x, j и βγ в первом и в конце второго сов-
падают, а также совпадают отношение и знаки 
C и C' обоих. В этом случае набег фазы в про-
извольном канале составляет 

arctan ,C x
C j

⎛ ⎞′−
ϕ = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (5)

где квадрант выбран так, чтобы знаки cosφ и 
sinφ совпадали с таковыми у C и C' соответ-
ственно. 

Определенная таким образом фаза обла-
дает некоторыми полезными свойствами. 
Если к произвольному каналу с набегом φ 
добавить однородный канал с набегом π – φ 
и x, j и βγ во втором совпадают с таковыми в 
конце первого, полный набег фазы будет π: 

cos( ) sin( )

sin( ) cos( )

cos *
*

.
0 *sin *

x
j

j
x
a

a
j

a
x

⎛ ⎞π − ϕ π −ϕ⎜ ⎟
⎜ ⎟×
⎜ ⎟
⎜ ⎟− π − ϕ π − ϕ⎜ ⎟
⎝ ⎠

ϕ⎛ ⎞
−⎛ ⎞⎜ ⎟× = ⎜ ⎟⎜ ⎟− ϕ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

 

Рис. 2. Движение гауссова пучка 

Аналогичная ситуация с дополнением до 2π. 
В [5] и [2] показано, что фазовые портреты 
слоев складываются, а фазовый портрет 
слоя выпрямляется при δ' = 0, что эквива-
лентно φ = nπ, где n – целое. 

Набор участков с набегами, кратными π, 
также обладает набегом, кратным π. Это – 
следствие того факта, что произведение 
верхних треугольных матриц есть верхняя 
треугольная матрица. Если количество уча-
стков с набегом π нечетно, общий набег бу-
дет π. В противном случае – 2π. Во всех слу-
чаях x, j и βγ на границах должны совпадать. 

Следует подчеркнуть, что определенная 
выше зарядовая фаза не есть бетатронная фа-
за, а некоторая аналогия происходит из-за 
сходства порождающих уравнений, и опреде-
ление (5) удобно для анализа эмиттанса пуч-
ков и не является единственно возможным. 

Дифференциальные характеристики 
сгустка 

Пусть имеется сгусток с неоднородным 
продольным и однородным поперечным рас-
пределением заряда и известны зависимости 
тока I(ζ), размера x(ζ) и наклона x'(ζ) от про-
дольной координаты в сгустке ζ. Попытаемся 
по этим данным определить относительную 
амплитуду и фазу зарядовых колебаний слоев. 
Для этого необходимы некоторые дополни-
тельные предположения. Предположим, что в 
начальном состоянии все слои сгустка имели 
одинаковый (неизвестный нам) размер и ну-
левой наклон. Такая ситуация типична, если 
сгусток родился на плоском эмиттере. Счита-
ем, что рассматриваемый слой ζ движется по 
главной траектории. Тогда главный размер x0 
другого слоя j∝ , так что 

0 .
2

dx x dj
d j d

= ⋅
ζ ζ
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В точке наблюдения 
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Тогда зарядовая фаза, согласно определе-
нию (5) (не забываем, что на эмиттере 
δe < 0!): 

arctan  .
1

2

dx x dx
d x d

jdj dx
d x dj

′ ′
−

ζ ζϕ =

−
ζ ζ

(6)

Разумеется, квадрант выбирается так, чтобы 
знаки sinφ и cosφ совпадали с таковыми у 
числителя и знаменателя соответственно. 
Относительная амплитуда колебаний, т. е. 
отношение локальной амплитуды к ампли-
туде на эмиттере: 

2
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A
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(7)

Для того чтобы вычислить подобные харак-
теристики слоя или стационарного пучка 
при рассмотрении поперечной неоднород-
ности заряда, в качестве независимой пере-
менной можно взять поперечную координа-
ту частицы x. Опять-таки, главный размер 

jx ~
0 ∝ , так что 

0 .
2

dx x dj
dx j dx

= ⋅  

На эмиттере 
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0.e
′δ =  (9)

В этом случае типично 0eδ > . Это справед-
ливо, если / 2 /dj dx j x< , что выполняется 
тогда и только тогда, когда плотность тока 

строго убывает от центра к периферии. 
В точке наблюдения: 
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(11) 

Тогда зарядовая фаза, согласно определе-
нию (5) (на эмиттере δe > 0!) 

arctan  .
2 1

x dx
x dx
j dj

x dxj

′ ′
−

ϕ =

− ⋅

 (12)

Чтобы вычислить относительную ампли-
туду зарядовых колебаний, необходимо со-
отнести δx и δx' в парах (8), (9) и (10), (11). 
Это не одно и то же, поскольку в первом 
случае это относится к эмиттеру, а во вто-
ром – к точке наблюдения. Из закона сохра-
нения заряда следует, что /j jδ  сохраняется, 
т. е. δx следует заменить на /( / )j dj dx  в со-
ответствующем месте: 
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Величины без индексов относятся к точке 
наблюдения, а с нижним индексом e – к 
эмиттеру. 

Макроскопический эффект 
собственного заряда в пушках 

Источник электронов (а также протонов 
или ионов) всегда эмиттирует частицы с 
весьма малой энергией. Таким образом, 
влияние собственного заряда наиболее 
сильно именно вблизи эмиттера. К сожале-
нию, модель, изложенная в предыдущем 

(13) 
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разделе, совершенно не работает в этой об-
ласти по следующим причинам. 

1. Вблизи эмиттера всегда присутствуют 
металлические электроды с фиксированным 
потенциалом. Распределение заряда на них 
зависит от распределения заряда в пучке и 
создает поля, сопоставимые с собственным 
полем пучка. Таким образом, влияние элек-
тродов является определяющим вблизи 
эмиттера. Кроме того, поперечные силы, 
создаваемые зарядом электродов, вообще 
говоря, нелинейны. 

2. Если пучок нестационарный (состо-
ит из сгустков), то всегда найдется об-
ласть, где энергия частиц достаточно мала 
и длина сгустка в сопровождающей систе-
ме координат сравнима или меньше его 
поперечных размеров. В этом случае 
взаимодействие между слоями с разным 
током существенно. 

3. Если пучок нестационарный, голова и 
хвост сгустка находятся в разных услови-
ях – в тот момент, когда рождается голова, 
сгустка еще нет, а когда хвост – он уже есть. 
В процессе же ускорения за головой нахо-
дится часть сгустка с меньшей энергией, а 
перед хвостом – с большей, так что попе-
речные силы в этих двух случаях различа-
ются из-за нелокальности взаимодействия. 
Таким образом, набранный поперечный им-
пульс зависит не только от тока в слое, но и 
от его координаты в сгустке. 

Если эмиттер круглый и однородный и 
пучок стационарный, геометрия пушки мо-
жет быть оптимизирована так, чтобы собст-
венный заряд не приводил к увеличению 
эмиттанса. Пример – известная пушка Пир-
са. В то же время продольная неоднород-
ность тока в сгустке всегда ухудшает эмит-
танс, так как пушка оптимальна лишь для 
какого-то определенного тока, а фазовые 
портреты сечений с другими токами ис-
кривлены и повернуты относительно опти-
мального. Это приводит к росту как эмит-
тансов слоев с неоптимальными токами (из-
за нелинейной трансформации их фазовых 
портретов), так и полного эмиттанса сгустка 
(из-за поворота фазовых портретов различ-
ных слоев). 

Движение частиц в одной и той же 
пушке будет подобно (только в нереляти-
вистском случае!), если напряжение и ток 
связаны законом 3

2  – 3/ 2I U∝ . Тогда 
эмиттанс пучка не зависит от напряжения 
и тока. Определим меру качества пушки 

как отношение ( ) ,er jε  где re – радиус 

эмиттера. Посмотрим, как она зависит от 
напряжения и тока. В нерелятивистском 
случае 

( )

3/ 2

32 3/ 2
0

2 const,eU I UU j
mc UI

βγ ≅ ∝ ⇒ = ∝ =
βγ

 
так что мера качества (ε и r = const) зависит 
только от геометрии пушки. В то же время 
яркость 2 .nI Uε ∝  При пропорциональном 
изменении всех геометрических размеров 
пушки и сохранении плотности тока с эмит-
тера 2 4/ 3, , ,r I r U rε ∝ ∝ ∝  так что показа-
тель качества 

( )3/ 2 3/ 4

const.e

ee e

r U
rr j r I

βγε
∝ ∝ =  

Яркость при этом пропорциональна 2
eU r . 

Остается лишь найти коэффициент при 

er j  в выражении для эмиттанса и опти-
мальное соотношение размеров эмиттера и 
пушки. Еще один важный параметр – фаза 
зарядовых колебаний на выходе из пушки, 
поскольку канал после нее должен давать 
недостающий до 2nπ набег, чтобы компен-
сировать разворот фазовых портретов слоев. 
Кроме того, этот канал должен также пра-
вильно фазировать зарядовые колебания в 
слоях, связанные с поперечной неоднород-
ностью заряда. Таким образом, в корректи-
рующем канале всегда имеет место совме-
стный эффект продольной и поперечной не-
однородностей заряда. 

Для того чтобы найти коэффициент ка-
чества и параметры корректирующего ка-
нала, рассмотрим несколько различных 
модельных электронных пушек и проана-
лизируем их. Для  расчета электронных 
пушек использовался «SAM» [10] – дву-
мерный код для стационарного режима. 
Код позволяет считать пушки с аксиально-
симметричной либо планарной геометри-
ей. Мы использовали первую возмож-
ность. Для каждой геометрии и разных то-
ков эмиттера рассчитывались фазовые 
портреты на выходе пушки. Каждый такой 
результат трактовался как состояние слоя 
сгустка с соответствующим током. Первая 
рассчитанная геометрия изображена на 
рис. 3. 
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Условное название пушки – «300kvGun». 
Пушка диодного типа, геометрия катодного 
электрода подобрана так, чтобы минимизи-
ровать эмиттанс пучка с током 2 A при на-
пряжении 300 кВ. Радиус эмиттера 
re = 5 мм, расстояние до анодного электрода 
l = 123 мм. Ее первеанс 8 3/21,212 10  A/В−⋅ , а 
«естественный» ток эмиттера 1,99 A. Имен-
но такой ток течет с катода при ограничении 
собственным зарядом. Максимальный до-
пустимый ток в данной геометрии при на-
пряжении 300 кВ составляет чуть более 
3,3 A. При этом плотность тока катода при-
нудительно задается однородной, а началь-
ная энергия электронов при тока 2 А со-
ставляет 100 эВ. При других токах эта энер-
гия пропорциональна I2/3. Превышение вы-
зывает диагностику «на расстоянии… обра-
зуется виртуальный катод». Рассчитанные 
параметры слоев в зависимости от тока при-
ведены на рис. 4. Все параметры – средне-
квадратичные. 

Этих данных достаточно, чтобы восстано-
вить дифференциальные характеристики сгу-
стка – зарядовую фазу и относительную ам-
плитуду зарядовых колебаний на выходе 
пушки. Воспользуемся для этого формулами 
(6) и (7). В качестве независимой координаты 
ζ удобно взять ток слоя I. Зависимости заря-
довой фазы и амплитуды от тока для описан-
ной пушки показаны на рис. 5. Видно, что в 
пределах от 1 до 3 A фаза почти не зависит 
от тока и составляет около 2,5 ≈ 0,8π. Таким 
образом, если после пушки поместить иде-
альный однородный канал (т. е. такой, в ко-
тором набег фазы не зависит от амплитуды) с 
набегом фазы ≈ 1,2π, следует ожидать, что 
эмиттанс на выходе такой системы будет 
минимальным. Остаются лишь вопросы: сгу-
сток с каким пиковым током и заданным 
продольным распределением (например, га-
уссовым) даст наименьший эмиттанс в такой 
системе; с каким слоем такого сгустка дол-
жен быть согласован канал после пушки и 
каков в нем набег фазы. 

Выше мы рассмотрели движение слоев 
сгустка и вычислили дифференциальные 
характеристики сгустка. Однако интерес 
представляют также дифференциальные ха-
рактеристики слоев, поскольку из-за нели-
нейности фокусировки в пушке поперечное 
распределение заряда становится неодно-
родным и проявляется эффект поперечной 
неоднородности собственного заряда. Фазу 
в пределах каждого слоя найдем из (12) – 
это не представляет трудностей. А вот вы-

числить относительную амплитуду из (13) 
невозможно, так как вблизи однородного 
эмиттера все частицы в слое движутся по 
подобным траекториям, зарядовые колеба-
ния не возбуждаются и знаменатель равен 
нулю. Тем не менее значение числителя (13) 
также информативно, поскольку характери-
зует амплитуду колебаний. На рис. 6 пока-
зана фаза зарядовых колебаний в зависимо-
сти от тока слоя и относительной начальной 
поперечной координаты. На карте видны 
два не очень ровных плато: первое в преде-
лах токов от 1 до 2 A со значением фазы ≈ 4 
и второе в пределах токов от 2,3 до 3,3 A со 
значением фазы ≈ 1. Как видно, фаза внутри 
слоев не имеет какого-то превалирующего 
значения, как на рис. 5. Это означает, что 
коррекция эффекта поперечной неоднород-
ности заряда тут вряд ли возможна. С дру-
гой стороны, эмиттансы слоев достаточно 
малы по сравнению с проекционным, так 
что заботиться надлежит, в основном, об 
эффекте продольной неоднородности. 
На рис. 7 приведена карта амплитуд – зна-
чение числителя (13), в координатах ток 
слоя – начальная поперечная координата. 

Почти на всей плоскости A << 1. Исклю-
чение составляет небольшая область около 
 

 

Рис. 3. Геометрия пушки «300kvGun».  
Cплошные линии – электроды 

 

Рис. 4. Параметры слоя в зависимости от тока:  
среднеквадратичный размер (Δ), его наклон (+),  

эмиттанс (●) 
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I ≈ 0,8 A, x/xmax ≈ 0,9. Для сравнения: для 
гауссова слоя эта усредненная амплитуда, 
т. е. знаменатель (13), составляет 18,17. Та-
ким образом, влияние поперечной неодно-
родности заряда на эмиттанс в данной пуш-
ке пренебрежимо мало. 

 

 

Рис. 5. Дифференциальные параметры сгустка  
в зависимости от тока слоя: фаза (Δ) и относительная 

амплитуда (●) зарядовых колебаний 

 

Рис. 6. Фаза зарядовых колебаний в слоях сгустка  
в зависимости от тока и относительной начальной 

поперечной координаты 

 

Рис. 7. Амплитуда зарядовых колебаний в слоях  
сгустка в зависимости от тока и относительной  

начальной поперечной координаты 

Как при рассмотрении совместного эф-
фекта пространственного заряда, считаем, 
что слои движутся независимо и движение 
каждого ламинарно. Идеальный канал с на-
бегом фазы φ, согласованный со слоем с то-
ком j0, среднеквадратичным размером x0 и 
наклоном x0', преобразует координаты и на-
клоны частиц следующим образом: 

( )0 0

0 0 0

0

/ ,

( )cos / sin ,

cos ( / 1) sin .

x x x x x

x x x x x x j

x x x x j

′ ′ ′→ − ⋅

⎧ ′→ + − ϕ+ ϕ⎪
⎨
′ ′→ ϕ− − ϕ⎪⎩

 (13)

Разработанный для моделирования пушки с 
идеальным каналом код «GunEmitLine» по-
лучает исходные данные – радиусы и на-
клоны трубок тока в каждом слое – от 
«SAM», преобразует их согласно (13) и вы-
числяет необходимые для нахождения эмит-
танса среднеквадратичные величины для 
гауссова (в продольном направлении) сгуст-
ка с заданным пиковым током: 

2 0 0

2 ( , ) ,
ln( / )

I p N

p

dII n ndn
N I I I

< ξ >= ξ∫ ∫
π

 

где n – номер трубки тока; N – их число; I – 
ток слоя, а Ip – заданный пиковый ток. Далее 
вычисляется среднеквадратичный эмиттанс 
по стандартной формуле. Наконец, ищется 
min (ε (j0, φ)). Если задать φ = 0, будет вы-
числен эмиттанс сгустка на выходе пушки 
без канала. На рис. 8 показана зависимость 
эмиттанса сгустка с пиковым током 2,2 A 
(продольное распределение гауссово) от 
тока согласованного слоя и набега фазы в 
канале. Оптимум 1,03 мм·мрад достигает-
ся при согласованном токе 1,043 А и на-
беге фазы в компенсирующем канале 
3,91 1,246≅ π . Если не добавлять компенси-
рующий канал, эмиттанс при том же пико-
вом токе составит 6,63 мм·мрад. 

На рис. 9 приведены зависимости эмит-
танса и показателя качества /( )c

ex jε = ε , 
где xe – среднеквадратичный размер пучка 
на эмиттере (в данном случае – однородной 
плотности тока эмиттера – половина радиу-
са эмиттера), от пикового тока на выходе 
данной пушки (200 мм от эмиттера) без ка-
нала и с оптимальным идеальным каналом. 
Видно, что в обоих случаях эмиттанс растет 
почти пропорционально корню из пикового 
тока при Ip > 0,8 А. Соответственно 

const( )c Iε ≈ . 
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Добавку к коэффициенту качества из-за 
неидеальности корректирующего канала мож-
но оценить как (3.6), (3.108) и Table 3.1 из [2]: 

300,037 0,13,
2

c x A
x

ϕ
Δε ≈ ≈

π
 

где все параметры относятся к согласованному 
слою. Таким образом, неидеальность канала 
(зависимость частоты колебаний от амплиту-
ды) может существенно ослабить его эффект. 

Для исследования этого вопроса добавим 
к пушке «реальный» канал, состоящий из 
пустого промежутка длиной L1, тонкой лин-
зы силой D и еще одного промежутка длиной 
L2. Попробуем достичь похожих результатов 
в такой системе. Код «GunNLine», модели-
рующий простейший неоднородный канал, 
аналогичен «GunEmitLine», но преобразова-
ние в канале нелинейное, в соответствии с 
(3). Оптимизация эмиттанса производится по 
трем переменным: L1, L2 и D. На рис. 10 по-
казана зависимость эмиттанса сгустка с пи-
ковым током 2,2 А от L2 и D для той же пуш-
ки. При этом всегда L1 = 0,25L2. Как обычно, 
виден овраг вдоль линии равной фазы, дно 
которого меняет свою глубину. 

Следующий шаг – не фиксируем отно-
шение L1 / L2 и для каждой пары (L1, L2) на-
ходим минимум эмиттанса по D. Результат 
приведен на рис. 11. Минимум эмиттанса 
достигается в точке L1 = 0,0362 м, 
L2 = 0,1942 м. Оптимальная сила линзы при 
этом 8,50 м–1, а значение эмиттанса 
1,087 мм·мрад. Минимум эмиттанса дости-
гается в точке L1 = 0,0362 м, L2 = 0,1942 м. 
Оптимальная сила линзы при этом 8,50 м–1, 
а значение эмиттанса 1,087 мм·мрад. 

Наконец, результаты оптимизации кана-
ла по всем трем параметрам показаны на 
рис. 9, а параметры оптимального канала – 
на рис. 12. Видно, что добавление опти-
мального канала эффективно для пиковых 
токов от 1,3 до 3,3 А – эмиттанс улучшается 
в 3…6 раз, а сила линзы не слишком велика. 
При меньших пиковых токах эффективность 
канала резко снижается, а необходимая сила 
линзы достигает 30 м–1. Коэффициент каче-
ства практически постоянен в пределах пи-
кового тока 1,8…3,3 А и составляет 
0,052…0,071. Следовательно, эмиттанс 

( )30

0,052...0,071

0,026...0,036 .

e

e

x j

Ir
I

ε ≅ ≅

≅
βγ

 

Для того чтобы выяснить, как влияет 
геометрия пушки на ее качество и парамет-
ры корректирующего канала, все те же вы-
числения были проведены также для сле-
дующих пушек: 

• «150kvGun» – укороченная вдвое ис-
ходная пушка (напряжение 150 кВ); 
 

 

Рис. 8. Эмиттанс, мм ⋅ мрад, сгустка с пиковым током 
2,2 А в зависимости от набега зарядовой фазы  

в канале и тока согласованного слоя 

 
Рис. 9. Эмиттанс (сплошные линии) и показатель  
качества (пунктир) в зависимости от пикового тока 
сгустка. Верхние – на выходе пушки, нижние –  
с оптимальным идеальным каналом, средние –  

с оптимальным неоднородным каналом 

 
Рис. 10. Эмиттанс сгустка, мм ⋅ мрад, с пиковым током  

2,2 А в зависимости от длины второго пустого  
промежутка в неоднородном канале и силы линзы 
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• «300kvShortGun» – пушка той же дли-
ны, но добавлен электрод с распределенным 
потенциалом (первеанс, как у исходной, на-
пряжение 300 кВ); 

• «850kvGun» – удлиненная вдвое ис-
ходная пушка (напряжение 850 кВ); 

• «300kvLongGun» – пушка той же дли-
ны, но добавлен электрод с распределенным 
потенциалом (первеанс, как у исходной, на-
пряжение 300 кВ); 

• «300kvLongGunPl» – весьма похожа 
на предыдущую, но прикатодный электрод 
совершенно плоский, т. е. геометрия сильно 
отличается от пирсовской (напряжение 
300 кВ); 

• «RFGun1MV» – модель фотоэлек-
тронной высокочастотной 1,3 ГГц пушки, 
только первая ячейка (смоделировано и 
магнитное ВЧ поле, напряжение 1 МВ); 

• «RFGun2MV» – та же пушка, но на-
пряжение вдвое выше; добавлена для выяс-
нения зависимости от напряжения, посколь-
ку случай явно релятивистский. 

Параметры всех этих пушек сведены в 
табл. 1. Условные обозначения следующие: 

0
cε  – показатель качества пушки, коррекции 

нет; c
hε  – показатель качества пушки с оп-

тимальным идеальным однородным кана-
лом; Im – ток согласованного слоя в этом ка-
нале; φ – набег фазы в этом канале; Ip – пи-
ковый ток сгустка; c

rε  – показатель качества 
пушки с оптимальным неоднородным кана-
лом. Из данных таблицы можно заключить, 
что наилучший показатель качества состав-
ляет ≈ 0,02 и достигается в моделях фото-
электронных ВЧ пушек с оптимальным не-
однородным каналом. Качество некоррек-
тированных пушек также наилучшее в этих 
случаях. Пушка «300kvLongGunPl» лишь 
немногим уступает в качестве двум преды-
дущим. Отсюда можно заключить, что пло-
ский катодный электрод значительно лучше 

квазипирсовой  геометрии (как у всех ос-
тальных пушек), если пушка импульсная, и 
фронт и спад составляют значительную 
часть импульса. Разумеется, при этом эмит-
тансы слоев больше, но вклад их в проекци-
онный эмиттанс сгустка невелик. В то же 
время большее поле вблизи катода (из-за 
более равномерного его распределения в 
зазоре пушки) уменьшает действие про-
дольной неоднородности заряда. Итак, ожи-
даемый нормализованный эмиттанс на вы-
ходе системы из правильно сконструиро-
ванной пушки и оптимального неоднород-
ного корректирующего канала составляет 

0

0

0,017...0,025

0,0085...0,013 .

p
n e

p
e

I
x

I

I
r

I

ε ≈ ≅
βγ

≅
βγ

 (14)

Продольное распределение электронов в 
сгустке полагается гауссовым. 

Насколько же параметры реальных пу-
шек приблизились к означенному пределу? 
В табл. 2 приведены параметры лучших 
(с точки зрения показателя качества) соз-
данных к настоящему времени импульсных 
пушек. Рассматривались только те машины, 
для которых эмиттанс и пиковый ток имели 
критическое значение. В третьей колонке 
приведена энергия электронов на выходе 
первой ячейки пушки (которая примерно 
вдвое короче остальных). Дело в том, что 
собственно «пушкой» является как раз эта 
ячейка. Остальные же ячейки можно рас-
сматривать как часть корректирующего ка-
нала. Как видно из таблицы, качество луч-
ших реальных пушек приближается к при-
веденному пределу, но не достигает его. При 
этом в некоторых пушках применяется 
«beam shaping», т. е. продольное и / или по-
перечное распределение электронов в сгуст- 

Таблица 1 

Параметры модельных пушек 

Пушка 
0
cε  c

hε  Im/ Ip φ c
rε  

300kvGun 0,25…0,35 0,04…0,06 0,4…0,5 2,4…2,5 0,05…0,08 
150kvGun 0,25…0,35 0,03…0,05 0,37…0,45 2,0…2,1 0,04…0,06 
300kvShortGun 0,3…0,4 0,04…0,07 0,56…0,67 1,9 0,1…0,2 
850kvGun 0,35…0,5 0,07…0,1 0,49…0,59 2,5…2,7 0,11…0,17 
300kvLongGun 0,26 0,045…0,055 0,3…0,45 3,1…3,4 0,05…0,08 
300kvLongGunPl 0,3…0,5 0,06…0,08 0,11…0,13 1,6…1,8 0,02…0,025 
RFGun1MV 0,2…0,35 0,037…0,06 0,022…0,067 0,6…1,0 0,017…0,023 
RFGun2MV 0,2…0,35 0,037…0,065 0,02…0,08 0,6…1,1 0,018…0,022 
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Таблица 2 

Параметры существующих пушек 

Пушка Ekin, МэВ Ip, A xe, мм εn, мм·мрад εc 
LCLS * 2,0 50 1 0,83 0,034 
DESY 1,05 100 1 2,7 0,06 
DESY * 1,05 43 0,57 1,7 0,10 
BNL IV 1,33 67 0,3 1,4 0,14 
BNL IV * 1,33 133 0,3 1,35 0,095 
MIT 0,27 50 0,5 3,5 0,14 

Таблица составлена по данным: www.ssrl.slac.stanford.edu/lcls/; www.ssrl.slac.stanford.edu?lcls/para-
meters.html; [11; 12; 13; 14; 15; 16; 17; 18]. Знаком «звездочка» отмечены пушки с «beam shaping», т. е. в кото-
рых продольное и / или поперечное распределение электронов приближено к прямоугольному. 

 
 

ке приближено к прямоугольному. В этом 
случае эффект пространственного заряда 
может быть и вовсе сведен к нулю. Тем не 
менее остается поперечная температура фо-
тоэлектронов. Для Cs2Te фотокатода и дли-
ны волны излучения 262 нм эта температура 
была измерена в [11] – она оказалась 0,8 эВ. 
Если предположить, что температура фото-
электронов с металлического (медь или маг-
ний) катода в LCLS приблизительно та же, 
то это ограничивает нормализованный 
эмиттанс сгустка [11] 

2
2 1

3
k

n e
e

Ex
m c

ε = ≅ мм·мрад. 

По-видимому, именно это ограничивает 
эмиттанс пушки LCLS. 

Эффекты сетки 

Таких эффектов можно насчитать три: 
1) рассеяние на ячейках; 
2) фокусировка / дефокусировка в ячей-

ках при неоптимальном токе катода; 
3) неоднородность заряда пучка, созда-

ваемая ячейками. 
Рассеяние на ячейках не связано с эффек-

том собственного заряда, но может заметно 
влиять на эмиттанс, и поэтому включено в 
рассмотрение. 

Если U – напряжение катод-сетка, то 
нормализованный поперечный импульс оп-
ределяется неравенством 

22 .p eU
mc mc

<  

Число рассеянных частиц, вылетевших за 
пределы катодно-сеточного промежутка 

,
4 4

N d U
N l W l
Δ

< <
ρ

 

где N – общее число частиц; 
W ≈ W0/β2 ≈ W0·mc2/2eU – ионизационные 
потери (см. [19. Формула Бете (1.16), 
табл. 1.6]), W0 ≈ 2 МэВ/г·см2 = 2·105 эВ/кг·м2; 
l – отношение площади ячейки к ее пери-
метру. Учтено, что не более половины элек-
тронов вылетает через левую стенку и не 
более половины вылетевших имеют им- 
 

 

Рис. 11. Эмиттанс, мм ⋅ мрад, сгустка с пиковым током  
2,2 А в зависимости от длин первого  

и второго участков неоднородного канала.  
Сила линзы оптимизирована 

 

Рис. 12. Параметры оптимального неоднородного ка-
нала в зависимости от пикового тока: первый проме-
жуток (штрихпунктир), второй промежуток (сплош-

ная линия) и сила линзы (пунктир) 
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пульс, направленный вверх (от эмиттера), 
все же прочие за пределы сетки не вылета-
ют. Тогда вклад от рассеяния на сетке в нор-
мализованный эмиттанс можно оценить как 

2 2
0

.n
pc N eU Ur r

mc N mc W l
Δ

ε = <
ρ

 

Например, для катодно-сеточного узла Y-824 
от CPI (диаметр эмиттера 16 мм, расстояние 
катод-сетка 0,2 мм, размер квадратной ячей-
ки 0,55 мм) при напряжении катод-сетка 
100 В значение справа ≈ 2,9·10–8 м. По-
видимому, влияние рассеяния на эмиттанс 
несущественно. 

Оценим теперь эффект (де)фокусировки 
в ячейках при неоптимальном токе. Рас-
смотрим сначала круглую ячейку с радиу-
сом R. Пусть электрическое поле по разные 
стороны сетки отличается на ΔE. Тогда по-
ток поля, уходящий на края одной ячейки, 

2 2

,
2

R

R

R E R E dz

R EE dz

ΔΦ = π Δ = π ⇒

Δ
⇒ =

∫

∫
 

где ER – радиальное поле на поверхности 
цилиндра с радиусом R; z – координата 
вдоль движения пучка. Приобретенный час- 
 

 

Рис. 13. Рассеяние электронов сеткой 

 

Рис. 14. «Паркетная» сетка 

тицей на краю отверстия поперечный им-
пульс 

,R
ep E dz=
ν ∫  

а нормализованный наклон ее траектории 

2
.

2 2
n R

p e R Er E dz
mc mcv U mc e

Δ′ = = =∫  

Учитывая, что для круглой ячейки 
<r'2>1/2 = 1/2r'max, можем оценить нормализо-
ванный эмиттанс от (де)фокусировки в 
ячейках как 

2 2
2

.
8 2

e
n

r R Er rn
U mc e

⋅ Δ′ε = < >< > =  (15)

Для уменьшения тепловых деформаций сет-
ку часто делают «паркетной» (рис. 14). 
Ячейку такой сетки можно рассматривать с 
хорошей точностью как щель, имеющую 
бесконечную длину. В этом случае получаем 
оценку нормализованного эмиттанса, отли-
чающуюся лишь коэффициентом – 3 вместо 
2 под корнем в знаменателе в (15). Здесь d – 
ширина щели. 

Для того чтобы оценить эмиттанс сгуст-
ка, нужно знать зависимость ΔE от I. E в за-
зоре катод-сетка растет приблизительно как 
I2/3, а поле снаружи сетки – результат расче-
та пушки. Возьмем исходную пушку 
«300kvGun», будем считать, что согласо-
ванный ток (ΔE = 0) равен «естественному» 
току пушки (в режиме ограничения тока 
собственным зарядом). Зависимость ΔE от I 
в таких предположениях приведена на 
рис. 15. С хорошей точностью dΔE / dI ≈  
≈ –0,467 МВ/(м·А). Подставив эту линейную 
зависимость в (15) и усреднив квадрат эмит-
танса по сгустку, найдем вклад фокусировки 
в ячейках сетки в эмиттанс. 

Зависимость нормализованного эмиттан-
са, внесенного сеточными линзами, от пико-
вого тока приведена на рис. 16. Сетка такая 
же, как в Y-824 CPI. 

Эмиттанс той же пушки с корректирую-
щим каналом растет приблизительно про-
порционально пиковому току в диапазоне 
2…3,3 А (см. рис. 9) и составляет ε ≈ 1,05 → 
εn ≈ 1,3 мм·мрад при 2,2 А и ε ≈ 1,64 → 
εn ≈ 2,0 мм·мрад при 3,3 А. Видно, что се-
точный эмиттанс превышает таковой от соб-
ственного заряда при любом пиковом токе 
сгустка. Если же корректирующий канал 
отсутствует, сеточный эмиттанс меньше вы-
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званного собственным зарядом при пиковом 
токе более ≈ 1,3 А. В остальных рассмот-
ренных пушках ситуация аналогичная. 

Из-за прореживания сеткой плотность 
тока в пушке становится неоднородной 
(рис. 17). Тогда плотность тока, прошедшего 
через отверстия в сетке, выше, чем средняя 
в слое. Считая движение слоя главной тра-
екторией, можно рассмотреть движение 
участка с током как возмущение оной. 

Здесь изображена простейшая одномер-
ная картинка. На самом деле, измерений два, 
и области не являются концентрическими 
окружностями. В случае же с «паркетной» 
сеткой движение приблизительно соответ-
ствует одномерному планарному. До тех 
пор, пока края участков с током не сопри-
коснулись, их можно рассматривать изо-
лированно. Далее каждая частица движет-
ся в среднем с поперечной скоростью, на-
бранной к данному моменту, а сила, дейст-
вующая на нее, осциллирует около значе-
ния, характерного для равномерно заря-
женного слоя. Это происходит из-за пере-
сечения все новых и новых краев началь-
ных участков с током и перемешивания. 
Если сетка квадратная, соприкосновение 
краев происходит не одновременно по 
всему периметру. Тем не менее общая кар-
тина примерно такая же. 

Таким образом, на эмиттанс от данного 
эффекта влияют: 

1) размер пучка x; 
2) локальное волновое число зарядовых 

колебаний j x ; 
3) размер ячейки χ; 
4) относительная амплитуда зарядовых 

колебаний A; 
5) коэффициент прозрачности сетки ν. 
Оценим эмиттанс от данного эффекта как 

( ) ( )11 1 .
2

j
xx x A A j

x
′ε ≈ ≈ ⋅χ − ν ≈ χ − ν  

Как обычно, подразумеваются средне-
квадратичные размеры: для квадратной сет-
ки (хорошее приближение – круглые отвер-
стия) следует брать χ = 1 4 d, а для паркет-
ной  χ = 1 2 3 .d  В последнем случае лишь 
половина щелей дает вклад в x' в заданном 
направлении, так что результат надлежит 
поделить на 2.  В результате получаем: 
χ = 1 2 6 .d  Тогда приращение нормализо-
ванного эмиттанса от прореживания сеткой 
составит 

( ) ( ) ( )0
0,1...0,125 1 .n

IAd
I

ε ≈ − ν
βγ

 

Для пушек, рассмотренных в предыду-
щем разделе, и сетки с квадратными 
ячейками с периодом 0,3 мм и прозрачно-
стью 0,8 рассматриваемый эффект дает 
добавку к коэффициенту качества 
0,0024…0,018, причем большие значения 
относятся к «коротким» пушкам. Можно 
сделать вывод, что эффект прореживания 
сеткой значительно слабее, чем эффекты 
продольной неоднородности заряда и фо-
кусировки сеткой. 

 

Рис. 15. Зависимость разности полей  
по сторонам сетки от тока катода в пушке «300kvGun» 

 

Рис. 16. Нормализованный эмиттанс, внесенный  
сеточными линзами, в зависимости от пикового тока. 

Пушка «300kvGun» 

 

Рис. 17. Прореживание тока сеткой 



‘ËÁËÍ‡ ‚˚ÒÓÍËı ˝ÌÂр„ËÈ, ÛÒÍÓрËÚÂÎÂÈ Ë ‚˚ÒÓÍÓÚÂÏÔÂр‡ÚÛрÌÓÈ ÔÎ‡ÁÏ˚ 
 

144 

Выводы 

1. Оптимальный компенсирующий канал 
улучшает эмиттанс импульсной пушки, оп-
ределяемый макроскопическим собствен-
ным зарядом, в 3…15 раз. Оптимальный ка-
нал дополняет фазу зарядовых колебаний до 
2π и согласован с пучком. 

2. Ожидаемый нормализованный эмит-
танс пушки с коррекцией можно оценить из 
(14). 

3. Показатели качества лучших сущест-
вующих пушек приближаются к теоретиче-
ской оценке. 

4. Другие существенные эффекты, 
влияющие на эмиттанс пушек – температура 
фотоэлектронов или фокусировка ячейками 
сетки. По-видимому, именно эти эффекты 
определяют эмиттанс лучших существую-
щих пушек. 
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