
 

–––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

* Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 07-08-00296), Программы СО РАН (комплексный инте-
грационный проект № 2.13), а также Фонда содействия отечественной науке. Результаты могут быть использова-
ны в учебном процессе при выполнении учебно-научных и научно-исследовательских работ студентами и аспи-
рантами, в том числе – проходящими подготовку на базе Научно-образовательного центра в области энергетики и 
энергосберегающих технологий, созданного НГУ, ИТ СО РАН и ЦТТ СО РАН. 
 
 
ISSN 1818-7994. ¬ÂÒÚÌËÍ Õ√”. –ÂрËˇ: ‘ËÁËÍ‡. 2008. “ÓÏ 3, ‚˚ÔÛÒÍ 2 
© œ. ¿.  ÛÈ·ËÌ, Œ. ¬. ÿ‡р˚ÔÓ‚, 2008 
 
 
 
 

УДК 532.6 
Куйбин П. А., Шарыпов О. В. 
¬ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËÂ ‚Ëıрˇ ‚ ÚÓÌÍÓÏ ÒÎÓÂ ÊË‰ÍÓÒÚË 
© П. А. Куйбин, О. В. Шарыпов, 2008 
Куйбин П. А., Шарыпов О. В. Возникновение вихря в тонком горизонтальном слое жидкости под действием движущегося источника тепла 

П. А. Куйбин 1, О. В. Шарыпов 1, 2 

1 »ÌÒÚËÚÛÚ ÚÂÔÎÓÙËÁËÍË ËÏ. –. –.  ÛÚ‡ÚÂÎ‡‰ÁÂ –Œ —¿Õ 
 Ôр. ¿Í‡‰. À‡‚рÂÌÚ¸Â‚‡, 1, ÕÓ‚ÓÒË·ËрÒÍ, 630090, —ÓÒÒËˇ 

2 ÕÓ‚ÓÒË·ËрÒÍËÈ „ÓÒÛ‰‡рÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÛÌË‚ÂрÒËÚÂÚ  
ÛÎ. œËрÓ„Ó‚‡, 2, ÕÓ‚ÓÒË·ËрÒÍ, 630090, —ÓÒÒËˇ 

E-mail: sharypov@itp.nsc.ru 

ВОЗНИКНОВЕНЕ ВИХРЯ В ТОНКОМ ГОРИЗОНТАЛЬНОМ СЛОЕ  
ЖИДКОСТИ ПОД ДЕЙСТВИЕМ ДВИЖУЩЕГОСЯ ИСТОЧНИКА ТЕПЛА * 

Теоретически проанализировано воздействие движущегося локального источника тепла на структуру течения 
в тонком слое жидкости на горизонтальной подложке. Рассмотрена двумерная задача в приближении погранично-
го слоя. Для случая малых значений числа Рейнольдса в сопровождающей системе координат получено стацио-
нарное уравнение, описывающее деформацию пленки жидкости. Полученное уравнение применимо, в частности, 
для условий горизонтального расположения подложки. Представлены результаты численных расчетов толщины 
пленки, давления и скорости жидкости для заданного модельного распределения температуры на свободной по-
верхности. В модели пренебрегается зависимостью вязкости и плотности жидкости от температуры, тепломассо-
обменом и обменом импульсом с газовой фазой. Показано, что даже в отсутствие течения жидкости под действи-
ем гравитации движение локального источника тепла обеспечивает существование стационарного режима без 
разрыва пленки и образования сухого пятна. Полученные результаты теоретически обосновывают новую схему 
эксперимента по изучению явлений в неизотермических пленках жидкости.  

Ключевые слова: пленки жидкости, теплообмен, термокапиллярный эффект. 
 
 

Введение 

Экспериментальное исследование грави-
тационного течения пленки жидкости по 
подложке с локальным нагревателем свиде-
тельствует о существовании устойчивых ре-
жимов с двух- или трехмерной структурой 
течения [1–4]. Деформации пленки вызваны 
термокапиллярным эффектом. В области, где 
тепловой пограничный слой достигает сво-
бодной поверхности и распределение темпе-
ратуры становится неоднородным, толщина 
пленки увеличивается, а поток жидкости за-
медляется. Если мощность неподвижного 
локального нагревателя ниже определенного 
критического значения, то имеет место ста-
ционарное двумерное течение жидкости. 
В этом случае устанавливается баланс между 
термокапиллярным эффектом и гравитаци-
онным воздействием. В случае горизонталь-

ной подложки течение жидкости под дейст-
вием гравитации отсутствует и подобный 
стационарный режим невозможен. Под дей-
ствием термокапиллярных сил толщина слоя 
жидкости в области неподвижного нагрева-
теля должна уменьшаться вплоть до образо-
вания сухого пятна. (То же самое произойдет 
в условиях невесомости.) Совершенно иной 
режим возможен в случае движущегося на-
гревателя. В сопровождающей системе коор-
динат, движущейся вместе с источником те-
пла, стационарный двумерный режим 
течения может существовать, в том числе и в 
случае горизонтальной подложки (или при 

0=g ). Разрыв пленки и образование сухого 
пятна не будут иметь места, что важно для 
обеспечения эффективной работы техноло-
гических тепло- и массообменников. Этот 
новый эффект также представляет фунда-
ментальный научный интерес.  
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Математическая модель 

Рассмотрим тонкий слой несжимаемой 
жидкости на плоской подложке, наклонен-
ной под углом θ к горизонту. Будем считать, 
что источник тепла движется по подложке, 
не увлекая за собой жидкость, то есть при 
этом отсутствует обмен импульсом, обу-
словленный вязкостью среды. Движущийся 
локальный источник тепла может, в частно-
сти, моделировать волну горения (или дру-
гого экзотермического процесса), распро-
страняющуюся вдоль подложки. Источник 
тепла имеет конечную протяженность по 
координате x и бесконечную – по координа-
те y. Иными словами, рассматривается слу-
чай, когда вдоль слоя жидкости распростра-
няется плоская «тепловая волна» с 
характерной протяженностью L h∞>>  ( h∞ −  
толщина слоя жидкости вдали от источника 
тепла). Если такая волна распространяется 
по подложке, то в жидкости формируется 
тепловой пограничный слой, который выхо-
дит на свободную поверхность и создает 
неоднородное распределение температуры 
на поверхности пленки. Сила, действующая 
благодаря термокапиллярному эффекту, 
приводит к возникновению движения жид-
кости в направлении распространения теп-
ловой волны и к деформации свободной по-
верхности. Предположим, что характерный 
продольный масштаб деформации поверх-
ности пленки по порядку величины равен L 
и намного превосходит амплитуду дефор-
мации, характерный масштаб которой по 
порядку величины равен h∞ : 

~ ,  1h L∞ ε ε << . Это условие можно пред-
ставить в форме ( ) ( ), ~h t x x∂ ∂ Ο ε , где h – 
толщина пленки. В этом случае можно при-
менить приближение пограничного слоя и 
использовать для описания уравнения 
Прандтля с учетом гравитации [5]: 
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где p – давление; u и v – компоненты скоро-
сти жидкости, ρ – плотность; v – кинемати-
ческая вязкость жидкости; t, x, y – время и 

координаты; g  – ускорение свободного па-
дения. Зависимостью вязкости и плотности 
от температуры (ν = const, ρ = const), обме-
ном теплом, массой и импульсом с газовой 
фазой пренебрегается. 

Для стационарного режима в сопровож-
дающей системе координат, движущейся со 
скоростью C = const > 0, уравнения (1) при-
мут следующий вид:  
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Здесь отброшены конвективные члены с 
учетом предположения о малом значении 
числа Рейнольдса ( )( )Re Ch ~∞= ν Ο ε , 
угол наклона положен равным нулю ( 0)θ = .  

Граничные условия для уравнений  
(2)–(4) включают: условия непротекания и 
прилипания на стенке (5), кинематическое 
условие на свободной поверхности (6) и ус-
ловие баланса сил на свободной поверхно-
сти (7) [5; 6]: 

0,     v u C= = −  при 0y = , (5)
v u dh dt=  при y h= , (6)
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где σ – поверхностное натяжение, R – глав-
ный радиус кривизны свободной поверхно-
сти, ik'σ  – компоненты тензора вязких  
напряжений, in  – компоненты вектора нор-
мали к свободной поверхности ( ),x y =n  

( ) ( )1 2, ,n x y n x y= +x y , ( )1 ~n Ο ε , ( )0
2 ~n Ο ε , 

верхний индекс g указывает на принадлеж-
ность к газовой фазе. Запишем в длинно-
волновом приближении ( )1dh dx <<  нор-
мальную и касательную к свободной 
поверхности компоненты уравнения (7), 
пренебрегая вязкими свойствами газа и сла-
гаемыми ( )~ Ο ε : 

g 2 2p p d h dx= −σ  при y h= , (8)
u y d dxρν∂ ∂ = σ  при y h= . (9)
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Условие сохранения расхода жидкости 
(к которому приводят уравнения (4)–(6)) 
имеет вид 

0

h

udy Ch∞= −∫ . (10)

Из уравнений (3) и (8) получим: 
( )g 2 2p p h y d h dx= + ρ − −σg . (11)

Подставляя выражение (11) для давления 
в уравнение (2), получим с учетом гранич-
ных условий (5), (9) выражение для про-
дольной компоненты скорости: 
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здесь учтено, что 2 2 1hd h dx << , 
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Из уравнения (4) и условия (5) следует 
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Используя условие (10), запишем урав-
нение для толщины пленки: 
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Анализ применимости уравнения (14) 
для описания пленочного течения с движу-
щимся локальным источником тепла в усло-
виях невесомости ( )0=g  представлен в 
работе [7], в настоящей работе рассматрива-
ется случай 0,  0≠ θ =g . 

В силу предположений о том, что плот-
ность и вязкость жидкости не зависят от 
температуры, гидродинамическая и тепло-
вая части задачи связаны лишь граничным 
условием на свободной поверхности – через 
зависимость поверхностного натяжения от 
температуры. Если распределение темпера-
туры на поверхности пленки известно из 
эксперимента, то можно не рассматривать 

тепловую задачу, – решение определяется 
гидродинамической частью общей задачи на 
основе полученных уравнений (11)–(14) и 
заданного распределения ( )xσ  (аналогич-
ный подход использован в работе [8]). 

Численное моделирование 

Нелинейное дифференциальное уравне-
ние (14) для толщины пленки решалось чис-
ленно итерационным методом, производные 
аппроксимировались конечными разностя-
ми, использовались неявная конечно-
разностная схема и алгоритм трехточечной 
прогонки. В качестве граничных условий в 
расчетах задавались постоянные значения 
искомого решения вдали от источника тепла 

( )( ),h t x h∞→ ±∞ = . Начальное приближе-

ние: ( )0,h t x h∞= = . Итерационный процесс 
продолжался до тех пор, пока квадратичное 
изменение решения, просуммированное по 
всем узлам расчетной сетки, не становилось 
меньше наперед заданной малой величины 

( )610−≤ . 

Поскольку в настоящее время нет экспе-
риментальных данных о распределении 
температуры на поверхности пленки жидко-
сти при движении источника тепла (как при 

0,   0≠ θ =g , так и при 0=g ), то в вычис-
лениях задавалось модельное распределение 
градиента температуры: ( ),T x y h x∂ = ∂ =  

( )( )2expA x L= − , L L+=  при x > 0, L L−=  

при x < 0. Значения L±  и A могли варьиро-
ваться произвольно. Ниже приведены ре-
зультаты расчетов, в которых 15 L h+ ∞= , 

4 L h− ∞=  и 15A = −  K/мм. По зависимости 
( ),T x y h x∂ = ∂  можно восстановить рас-

пределение температуры на свободной по-
верхности интегрированием с условием 
( )T x T∞→∞ = . Перепад температуры при 

заданных значениях ,  A L±  составил 5 K. 
Учитывая зависимость ( )Tσ , можно рас-
считать функцию ( )xσ  и ее производные 
(рис. 1). Координата x = 0 соответствует об-
ласти выхода теплового пограничного слоя 
на свободную поверхность, в этой области 
градиент температуры достигает макси-
мального абсолютного значения.  
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В расчетах были заданы: значение темпе-
ратуры жидкости вдали перед источником 
тепла ( ) 303T x T∞→ +∞ = =  K, толщина не-

возмущенной пленки ( ) 410h x h −
∞→+∞ = =  м, 

скорость источника тепла 210C −=  м/с, дав-
ление газа 510gp =  Па, 9,8=g  м/с2. Физи-
ческие параметры жидкости, используемые в 
расчетах, соответствовали 25 % раствору эти-
лового спирта в воде (25 % C2H5OH + 
+ 75 % H2O): 61,8 10−ν = ⋅  м2/с, ( )xσ →+∞ =  

0,034∞= σ =  кг/с2, 956ρ =  кг/м3, d dTσ =  
41,1 10−= − ⋅  кг/(c2K). Максимальное значение 

градиента поверхностного натяжения 
( )maxd dxσ = 1,65Ad dTσ =  кг/(с2м). 

По рассчитанному решению ( )h x  опреде-
лялись зависимости ( , )p x y , ( , )u x y , ( , )v x y , 
на рис. 2 представлены эти зависимости.  

Как видно из представленных результа-
тов расчетов, термокапиллярный эффект 
приводит к существенному торможению 
потока и значительной деформации свобод-
ной поверхности. Относительная величина 
деформации пленки достигает 150 %,  
x-компонента скорости потока на свободной 
поверхности изменяет свое направление в 
области больших значений градиента по-
верхностного натяжения, что означает фор-
мирование зоны вихревого движения жид-
кости. Влияние поверхностного натяжения 
на давление незначительно, поскольку про-
дольный масштаб деформации свободной 
поверхности намного превышает амплитуду 
деформации. Вклад гидростатического дав-
ления тоже незначителен по сравнению с 
атмосферным давлением, так как толщина 
слоя мала. Перед основной деформацией 
пленки со стороны набегающего потока на-
блюдаются затухающие колебания толщины 
пленки, аналогично случаю гравитационно-
го течения пленки жидкости при наличии 
неподвижного источника тепла. Можно 
предположить, что при заданной скорости 
движения источника тепла стационарная 
двумерная структура течения будет устой-
чива в случае, если мощность тепловыделе-
ния ниже определенного критического зна-
чения. Превышение этого порогового 
значения может вызвать переход к трехмер-
ному режиму. При малых значениях 
( )maxd dxσ  повсюду на свободной поверх-

ности 0u <  и вихрь не формируется (см.: 
[7]). 

На рис. 3 представлены линии тока в со-
провождающей и в покоящейся системах 
координат. Функция тока Ψ  получена ин-
тегрированием уравнений (12), (13): 

2 2 3

2 2 6
y d y yky h G

C C dx
⎛ ⎞Ψ σ

= − + + −⎜ ⎟ρν ⎝ ⎠
, 

где k = 1 в сопровождающей и k = 0 в по-
коящейся системах координат. В сопровож-
дающей системе координат, связанной с 
волной, часть линий тока являются замкну-
тыми, явно визуализируя вихрь (см. 
рис. 3, а). Двумерное решение с вихрем бы-
ло ранее численно получено в работе [9] для 
случая гравитационно стекающей пленки 
жидкости при наличии неподвижного на-
гревателя.  

В «лабораторной» системе отсчета, свя-
занной с подложкой, возвратное течение 
не наблюдается: x-компонента скорости не 
изменяет знака, и замкнутые линии тока 
отсутствуют (см. рис. 3, б). О наличии 
вихря в решении мы можем с уверенно-
стью судить по визуализации течения в 
системе координат, связанной с волной. 
В этой системе координат течение стацио-
нарно, и траектории частиц совпадают с 
линиями тока.  

 

 
Рис. 1. Зависимости поверхностного натяжения (а)  

и градиента поверхностного натяжения (б) 
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Выводы 

Уравнение (14), записанное для произ-
вольного угла наклона ( )0 2≤ θ ≤ π , полу-
чено в работах [10; 11] с использованием 
предположения о том, что скорость движе-
ния источника тепла намного превосходит 
значение скорости течения жидкости под 
действием гравитации ( )2 sinC h∞>> θ νg . 

Под этим условием в [11] подразумевалось, 
что скорость течения жидкости под дейст-

вием гравитации мала благодаря малой 
толщине пленки либо вследствие малого 
угла наклона подложки.  

Уравнение, описывающее деформацию 
гравитационно стекающей пленки при дей-
ствии неподвижного локального нагревате-
ля, было получено в работе [9], а в [12] на 
основе решения этого уравнения представ-
лены результаты анализа устойчивости дву-
мерного стационарного режима. Однако вы-
вод этого уравнения не позволял корректно 
применить его к условиям невесомости. При 

0θ→  это уравнение не приводило к реше- 
ниям без разрыва пленки и образования су-
хих пятен. В развитие предыдущих резуль-
татов, в настоящей работе показано, что 
движение локального источника тепла по-
зволяет исключить разрыв тонкой пленки и 
образование сухих пятен даже в случае от-
сутствия течения жидкости, в том числе на 
горизонтальных подложках (для условий 
невесомости аналогичный вывод обоснован 
в [7]). 

Этот новый эффект может быть ис-
пользован при решении ряда важных 
практических задач, связанных с повыше-
нием эффективности теплоотдачи, в том 
числе в условиях невесомости. В послед-
нее время в рамках подготовки Европей-
ским Космическим Агентством экспери-
мента SAFIR на борту Международной 
Космической Станции группой профессо-
ра О. А. Кабова в Институте теплофизики 
им. С. С. Кутателадзе Сибирского отделе-
ния Российской академии наук (Новоси-
бирск, Россия) и в Исследовательском 
центре по микрогравитации Свободного 
университета Брюсселя (Бельгия) активно 
изучается динамика пленки жидкости, на-
греваемой неподвижным локальным ис-
точником тепла, в том числе в условиях 
невесомости [13–16]. При этом течение 
жидкости создается потоком газа (пара) 
над свободной поверхностью. В условиях 
невесомости это заменяет гравитационный 
механизм течения жидкости и не допуска-
ет термокапиллярного разрыва пленки. 
Использование движущегося источника 
тепла может рассматриваться как альтер-
натива «сдвиговому механизму» создания 
течения слоя жидкости за счет обмена им-
пульсом с потоком газа («shear-driven 
mechanism»). 

Представленный в настоящей работе уп-
рощенный анализ воздействия движущегося 
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Рис. 2. Зависимости толщины слоя жидкости (а), давления 
на подложке (б) и компонент скорости на свободной по-
верхности (в сопровождающей системе координат) (в, г) 
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локального источника тепла на структуру 
тонкого слоя жидкости в случае горизон-
тальной подложки указывает на возмож-
ность разработки новых экспериментальных 
подходов к изучению термокапиллярных 
эффектов в неизотермических пленках жид-
кости. Показано, что, наряду с упомянутыми 
выше экспериментами, использующими 
«сдвиговый механизм», могут быть выпол-
нены экспериментальные исследования с 
движущимся источником тепла, в том чис-
ле – для горизонтальных слоев. 
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Рис. 3. Линии тока в сопровождающей (а) и в лабора-

торной (б) системах координат 
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P. A. Kuibin, O. V. Sharypov 
Vortex Generation in a Thin Liquid Layer under the Effect of Moving Heater 
 
An effect of moving local heater on the flow structure in a thin liquid layer on horizontal substrate is analyzed.  

The 2-D problem is considered under boundary layer approximation. For the case of small Reynolds numbers the steady-
state equation is derived for description of the liquid film deformation in the accompanying frame of reference. The ob-
tained equation can be applied in particular at horizontal substrate orientation. The results of simulations of the film thick-
ness, pressure and liquid velocity at a given model temperature distribution on a free surface are presented. The dependen-
cies of liquid viscosity and density on the temperature are neglected in the model, as well as heat, mass and momentum 
transfer at the free surface. It is shown that even in absence of liquid motion under gravity action the motion of local 
heater provides the existence of steady-state regime without film breakdown and dry spot formation. As outcome the theo-
retical background for new scheme of experimental study of phenomena in non-isothermal liquid films is developed. 

Keywords: liquid films, heat transfer, thermocapillary effect. 
 




