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КРИТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ УСЛОВИЙ ПРИМЕНЕНИЯ  
ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ ПО КОЛМОГОРОВУ * 

 
Показано, что современные исследования, посвященные условиям применения теории вероятностей, предло-

женных Колмогоровым, являются глубокими, интересными, но не корректными. Шафер и Вовк пытались пока-
зать, что эти требования являются зависимыми на основе теоремы Бернулли. Однако теорема Бернулли была до-
казана для независимых испытаний, в то же время условия Колмогорова требование независимости не включают. 

Ключевые слова: теорема Бернулли, независимость, принцип Курно, Колмогоров, применение теории вероят-
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Теория вероятностей А.Н. Колмогорова 

является общепризнанной работающей ма-
тематической наукой, начиная с 1938 г. Она 
стала хорошо известной после выхода на 
английском языке книг А. Н. Колмогорова 
[1974], Б. В. Гнеденко [1988], Г. Крамера 
[1975]. Все математики хорошо знают ак-
сиоматику Колмогорова, в то же время 
сформулированные им условия применимо-
сти теории вероятностей [1974] до сих пор 
не столь известны.  

Почему анализ условий применимости 
по А.Н. Колмогорову относится к важным 
проблемам методологии науки? Существу-
ют разнообразные причины значимости 
проблемы корректного применения вероят-
ностной математики. Во-первых, среди ма-
тематических дисциплин вероятностная  
математика наиболее популярна. В то же 
время известны многочисленные случаи не-
адекватного применения вероятностной ма-
тематики в различных науках. Во-вторых, 
как справедливо отмечал А. Н. Колмогоров: 
успехи в обосновании вероятностной мате-
матики скрывают особую и важную про-
блему корректного применения математики. 

В-третьих, если авторы работ [Shafer, Vovk, 
2001; 2006], критикующие условия приме-
нения теории вероятностей Колмогорова, 
правы в том, что эти условия некорректны, 
тогда имеет смысл изучение этих условий. 
Потому что обучение на ошибках выдаю-
щихся ученых в определенной области зна-
ния имеет важное значение для овладения 
соответствующей дисциплиной. В-четвертых, 
условия применения теории вероятностей 
по Колмогорову сыграли определенную 
роль в признании его теории вероятностей 
как работающей дисциплины. В частности, 
М. Фреше отмечал, что условия применения 
математики важны. Так как полное понима-
ние математических объектов происходит 
при осмыслении их применения.  

Г. Шафер и В. Вовк, создатели новой иг-
ровой концепции теории вероятностей на 
основе мартингалов, имели собственную 
мотивацию для анализа теории вероятно-
стей Колмогорова и его условий примене-
ния теории вероятностей. Во-первых, они 
исследовали работы, оказавшие наибольшее 
влияние на их теорию мартингалов, в том 
числе и работы А. Н. Колмогорова. Во-вто- 



20                              ŒÌÚÓÎÓ„Ëˇ, „ÌÓÒÂÓÎÓ„Ëˇ, ÎÓ„ËÍ‡ 
 

 

рых, в связи со столетием А. Н. Колмогоро-
ва в 2003 г. и семидесятилетием выхода его 
книги «Основные понятия теории вероятно-
стей» [1974] актуальным являлся анализ его 
концепции, в том числе и анализ условий 
применения теории вероятностей в контек-
сте проблем, достижений и тенденций со-
временной математики. Прежде чем гово-
рить о критических замечаниях Шафера и 
Вовка, сформулируем условия применимо-
сти теории вероятностей, предложенные 
Колмогоровым. Приложения теории веро-
ятностей к миру опыта основаны на сле-
дующей схеме.  

1. Бесконечная повторяемость условий 
проведения эксперимента. 

2. Определяется множество изучаемых 
событий, появление которых означает успех 
проведенного эксперимента. С теоретико-
вероятностной точки зрения здесь нефор-
мально определяется множество элементар-
ных событий.  

3. Определяются те события из множест-
ва элементарных событий, которые являют-
ся интересными для исследователя. Опреде-
ляется неформально связь множества 
элементарных событий с множеством собы-
тий. 

4. Определяются условия, при которых 
изучаемым событиям ставятся в соответст-
вие действительные числа P(A). Свойства 
вероятностей событий, изучаемых на осно-
вании описанной схемы, определяются с 
помощью следующих постулатов:  

«A. Можно практически быть уверен-
ным, что если комплекс условий будет по-
вторен большое число раз n, и если при этом 
через m обозначено число случаев, при ко-
торых событие A наступило, то отношение 
m/n будет мало отличаться от P(A). 

B. Если P(A) очень мало, то можно прак-
тически быть уверенным, что при однократ-
ной реализации условий событие A не будет 
иметь места» [Колмогоров, 1974. С. 13].  

Постулат A следует частотной традиции. 
В этом постулате отношение m/n означает 
частоту события A, а P(A) определят веро-
ятность события A. Естественная интерпре-
тация постулата A это сходимость частоты к 
вероятности при большом числе испытаний. 
Постулат B представляет собой принцип  
А. Курно. Известны две формы принципа 
Курно. Согласно принципу Курно, в силь-
ной форме маловероятное событие в един-
ственном проведенном эксперименте логи-

чески возможно, однако в действительности 
оно никогда не происходит. Согласно прин-
ципу в слабой форме маловероятные собы-
тия не являются невозможными, но они 
происходят редко. Как отмечено в работе 
[Shafer, Vovk, 2006], часть математиков, в 
том числе Э. Борель, П. Леви, А. Н. Колмо-
горов, придерживались принципа О. Курно 
в сильной форме. Достоинством принципа 
Курно в сильной форме является то, что на 
основе теоремы Я. Бернулли и этого прин-
ципа в сильной форме получается обосно-
ванное заключение об эффективной аппрок-
симации вероятности некоторого события 
посредством частоты этого события в доста-
точно длинной последовательности незави-
симых испытаний [Ibid.]. Некоторые матема-
тики, в том числе А. А. Чупров, Е. Андерсен, 
M. Фреше, принимали принцип Курно в 
слабой форме. На основе теоремы Бернулли 
и принципа А. Курно в слабой форме выво-
дится, что обычно вероятность некоторого 
события эффективно аппроксимируется 
частотой этого события. Принцип Курно в 
слабой форме, бесспорно, имеет частотный 
характер. Трудность применения частотной 
интерпретации принципа Курно при оценке 
вероятности события с помощью частоты 
заключается в том, что только обычно, а не 
всегда фиксируемая частота события имеет 
место для исследуемой последовательности 
данных. Поэтому при оценке вероятности с 
помощью частоты в рамках слабого прин-
ципа Курно предполагается, что данные яв-
ляются типичными и частота изучаемого 
события на этих данных равна вероятности. 
При этом фактически осуществляется пере-
ход к сильной версии принципа Курно.  

Во множестве публикаций Г. Шафера и 
В. Вовка [Shafer, Vovk, 2001; 2005; 2006] 
отмечается, что постулаты А. Н. Колмого-
рова оказываются связанными, а именно 
постулат A выводится из постулата B на 
основе теоремы Бернулли. Интуитивно это 
правильно. Однако существует ли формаль-
ное доказательство выводимости принципа 
A на основе теоремы Бернулли и принци- 
па B? Шафер и Вовк отмечали: «Как Колмо-
горов и другие из его поколения усваивали 
от Бореля и Леви, принцип A может быть 
получен из принципа B вместе с бернулли-
евским законом больших чисел, который 
является следствием аксиом» [Shafer, Vovk, 
2006. P. 49]. Формального доказательства 
выводимости постулата A на основе теоре-
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мы Бернулли и постулата B нами не обна-
ружено, да и не могло быть обнаружено. 
Это интуитивно очевидный, но формально 
недоказуемый факт, что событие, заклю-
чающееся в близости частоты и вероятности 
для некоторого положения дел и имеющее 
высокую вероятность, будет реализовано 
при проведении единственного эксперимен-
та. Почему постулаты применимости теории 
вероятностей у Колмогорова оказались свя-
занными? Шафером и Вовком было пред-
ложено несколько различных объяснений 
связанности постулатов. Сформулируем 
объяснения Шафера и Вовка связанности 
постулатов в порядке усиления убедитель-
ности этих объяснений.  

1. Колмогоров мог не осознавать выво-
димость постулата A на основе теоремы 
Бернулли и постулата B [Shafer, Vovk, 2001. 
P. 44]. Шафер и Вовк не дают возможных 
причин своей гипотезы.  

2. Постулаты A и B предшествуют адап-
тации аксиом и вывода на их основе теорем 
теории вероятностей [Shafer, Vovk, 2006.  
P. 92]. Постулаты описаны Колмогоровым 
после введения аксиом, относящихся к эле-
ментарной теории вероятностей. Поэтому в 
момент формулирования постулатов все 
теоремы, в том числе и теорема Бернулли, 
еще не получены, и отсюда получается, что 
при введении постулатов они не являются 
связанными.  

3. Постулат A имеет независимую от B 
важную роль, например для интерпретации 
аксиом [Ibid.].  

4. Постулат A имеет частотный характер, 
а Колмогоров по отношению к проблеме 
применения теории вероятностей следовал 
Мизесу, который являлся представителем 
частотной интерпретации теории вероятно-
стей.  

5. С корректным применением теоремы 
Бернулли, на основе которой определяется 
зависимость постулатов, связаны большие 
трудности [Shafer, Vovk, 2005. P. 93].  

Последних два аргумента заслуживают 
более подробного описания. Однако до их 
более детального изложения необходимо 
отметить, что все объяснения связанности 
постулатов, опирающиеся на теорему Бер-
нулли с формальных оснований, не являют-
ся корректными. Дело в том, что теорема 
Бернулли неприменима к постулатам Кол-
могорова. Теорема Бернулли неприменима, 
так как она доказана в предположении неза-

висимости испытаний. Однако в условиях 
применения теории вероятностей Колмого-
рова не содержится требования независимо-
сти испытаний. Некорректная апелляция к 
теореме Бернулли, предполагающая незави-
симость испытаний, по-видимому, связана с 
тем, что в своей небольшой книге Колмого-
ров уделяет большое внимание проблеме 
независимости. В частности, он отмечает 
важную роль независимости для доказа-
тельства предельных теорем и тем самым в 
формировании теории вероятностей как 
теоретической математики. Кроме того, не-
зависимость значима для отделения теории 
вероятности от теории меры [Колмогоров, 
1974]. Однако в перечне требований к усло-
виям проведения испытаний независимость 
не содержится.  

Хотя применение теоремы Бернулли 
предполагает независимость, которой у Кол-
могорова нет, однако анализ теоремы Бер-
нулли имеет смысл. Во-первых, вся класси-
ческая теория вероятностей построена на 
использовании свойства независимости. Во-
вторых, считается, что теорема Бернулли 
имеет эпистемологическую значимость, 
обеспечивая устойчивость эмпирических 
характеристик.  

Обратимся к четвертому объяснению 
связанности аргументов. Насколько обосно-
вано, что Колмогоров являлся сторонником 
частотной концепции Мизеса?  

1. Колмогоров всегда интересовался час-
тотной концепцией Мизеса. В частности, 
известны его исследования, посвященные 
конструктивному описанию постулата Ми-
зеса о невозможности системы игры, кото-
рый является слабым звеном концепции 
Мизеса с целью «спасения» этой концепции 
[Колмогоров, 1982].  

2. Колмогоров отмечал близость его  
условий применимости теории вероятностей 
требованиям Мизеса применимости вероят-
ностной теории. Он писал: «В изложении 
необходимых предпосылок для приложимо-
сти теории вероятностей к миру действи-
тельных событий автор в значительной мере 
следует выводам Мизеса» [Колмогоров, 
1974. С. 12]. 

Однако Колмогоров не был в полной ме-
ре сторонником частотной концепции. Во-
первых, по справедливому утверждению 
Шафера и Вовка, представители частотной 
концепции принимают постулат A теории 
Колмогорова и не принимают постулат B. 
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Постулат B апеллирует к невозможности 
маловероятного события при проведении 
единственного эксперимента, что фактиче-
ски неверно. Во-вторых, Колмогоров всегда 
критиковал определение вероятности Мизе-
са, адекватное исключительно бесконечно-
му множеству испытаний. В-третьих, весьма 
реалистичными представляются объяснения 
авторов [Shafer, Vovk, 2006] о привержен-
ности Колмогорова частотной концепции  
Р. Мизеса соображениями политкорректно-
сти. Колмогоров был лидером отечествен-
ной математической школы. Поэтому при 
выборе методологических принципов приме-
нения математики он должен был учитывать 
и соображения политкорректности. В этом 
плане концепция Мизеса была вполне удоб-
ной. Мизес был, прежде всего, замечатель-
ным математиком, организатором института 
прикладной математики в Берлине, как фи-
лософ он был менее известен. Кроме того, 
известным советским математиком А. Я. Хин- 
чиным были опубликованы несколько ста-
тей, в которых была показана адекватность 
концепции Мизеса марксистской филосо-
фии науки.  

Последнее объяснение связанности по-
стулатов в связи с трудностями применения 
теоремы Бернулли представляется убеди-
тельным и заслуживающим внимания.  
Шафер и Вовк объясняют трудности приме-
нения теоремы сложностями проверки неза-
висимости. Они писали: «Мы должны пола-
гать, что принцип B должен применяться не 
только для вероятностей, полученных на 
основании репродуцирования условий S 
проведения экспериментов, но также для 
соответствующих вероятностей (получен-
ных на условии допущения независимости) 
при n-кратном дублировании условий про-
ведения экспериментов. Кроме того расши-
рение модели при многократно проведен-
ных экспериментах может привести к 
уничтожению ее эмпирической точности в 
такой степени, что мы не сможем говорить о 
предсказаниях на основе этих наблюдений, 
как практически точных» [Shafer, Vovk, 
2006].  

Необходимо отметить, что Шафер и 
Вовк, описывая трудности проверки незави-
симости, ссылаются на А. Н. Ширяева [Ши-
ряев, 1998. С. 120]. Однако на отмеченной 
странице, да и вообще в историческом до-
полнении Ширяева к последнему изданию 
книги Колмогорова, таких рассуждений на-

ми не было обнаружено. Трудности приме-
нения теоремы не исчерпываются пробле-
мами проверки независимости. Адекват-
ность теоремы критиковалась в работах 
ряда авторов, в наибольшей степени в рабо-
тах Ю. И. Алимова [1980] и автора данной 
работы [Резников, 2001].  

Теорема Бернулли верна для независи-
мых и малозависимых случайных величин. 
Проверка на независимость составляет от-
дельную сложность. Другие сложности 
применения теоремы обусловлены следую-
щими обстоятельствами: 1. Теорема имеет 
асимптотический характер, она не позволяет 
определить необходимый объем данных для 
применимости теоремы. 2. Теорема увели-
чивает число теоретических величин, в тео-
реме близость теоретической вероятности 
события и его частоты определяется с по-
мощью другой теоретической вероятности.  

Предположим, что для разных групп 
данных, обозначаемых буквой i, где i = 1, k 
было получено: 

 
m1(│m(A) – p(A)│ ≤ ε),  
m2(│m(A) – p(A)│ ≤ ε), …, mk ×  

× (│m(A) – p(A)│ ≤ ε), 
 
и при этом все найденные частоты были 
примерно одинаковыми, т. е. 
 
m1(│m(A) – p(A)│ ≤ε ) ≈  

≈ m2(│m(A) – p(A)│ ≤ ε) ≈ …  
… ≈ mk(│m(A) – p(A)│ ≤ ε). (1)

 
Здесь  

m(A) – частота события A,  
p(A) – вероятность события A,  
mn(│m(A) – p(A)│ ≤ ε) – частота события, 

заключающегося в том, что частота события 
A отклоняется от вероятности события A по 
модулю не более чем на ε, где ε –точность 
вычислений.  

На основании (1) естественно считать, 
что имеет место 

 
m(│m(A) – p(A)│) ≤ ε. (2)

 
Если пытаться уточнить соотношение (2) на 
основании теоремы Бернулли, то в соответ-
ствии с этой теоремой необходимо опреде-
лить по данным выполнимость следующих 
соотношений: 
m1(│m(│m(A) – p(A)│) ≤ ε –  

– p(│m(A) – p(A)│) ≤ ε│) ≤ ε; (3)
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m2(│m(│m(A) – p(A)│) ≤ ε –  
– p(│m(A) – p(A)│) ≤ ε│) ≤ ε; (4)

 
и т. д.  
 
mn(│m(│m(A) – p(A)│) ≤ ε –  

– p(│m(A) – p(A)│) ≤ ε│) ≤ ε. (5)
 
Здесь n много больше, чем k, символически: 
 

n >> k. (6)
 
Поэтому проверка соотношений (3)–(5) го-
раздо сложнее, чем проверка условия (2).  

В свою очередь уточнение неравенств 
(3)–(5) приводит к еще более сложным вы-
числениям. Таким образом, задача проверки 
близости частоты и вероятности с помощью 
теоремы Бернулли является чрезвычайно 
трудоемкой, и она не может быть заверше-
на, так как приводит к бесконечному про-
цессу.  

Сложности применения теоремы Бернул-
ли Колмогоров анализирует [Колмогоров, 
1956] на примере доказательства выполне-
ния неравенства (7): 

 
│m/n – p│ < 0,02 (7)

 
с вероятностью P, превышающей 0,9999: 
 

P > 0,9999. (8)
 

Колмогоров рассматривает независимые 
испытания с числом испытаний, равным 
10 000, причем вероятность успеха p в каж-
дом эксперименте может быть любым чис-
лом, отличным от нуля и единицы, при этом 
для вероятности P в неравенстве (8) дана 
частотная интерпретация: 

 
P ≈ M/N > 0,9999. (9)

 
Здесь M – число серий по n испытаний каж-
дая, в которых наблюдалось искомое собы-
тие A, N – общее число серий. Трудности 
применения теоремы Бернулли описаны 
Колмогоровым следующим образом: «Но 
если мы захотим уточнить соотношение (9) 
как в отношении степени близости M/N к P, 
так и в отношении надежности, с которой 
можно утверждать, что такая близость будет 
иметь место, то придется обратиться к рас-
смотрениям, аналогичным тем, которые мы 
уже провели в применении к близости m/n  

и р. При желании такое рассуждение мож- 
но повторять неограниченное число раз, но 
вполне понятно, что это не позволит нам 
совсем освободиться от необходимости на 
последнем этапе обратиться к вероятностям 
в примитивном грубом понимании этого 
термина» [Колмогоров, 1956. С. 261]. По-
следнее предложение в цитируемом тексте, 
по мнению Алимова, разделяемом нами, 
свидетельствует о логическом зациклива-
нии.  

Подведем итоги исследования, прове-
денного нами в этой работе. Во-первых,  
условия применимости теории вероятностей 
по Колмогорову не являются связанными на 
основе теоремы Бернулли, так как послед-
няя адекватна для независимых эксперимен-
тов, однако в требованиях к проводимым 
экспериментам независимость не была от-
мечена Колмогоровым. Во-вторых, если 
считать, что Колмогоров ограничился рас-
смотрением независимых испытаний, то 
теорема Бернулли применима. В этом слу-
чае введенные Колмогоровым постулаты 
являются связанными, однако не формаль-
ным образом, а интуитивно. В-третьих, объ-
яснение связанности постулатов, предло-
женное Шафером и Вовком, на основе 
трудностей применения теоремы Бернулли 
является серьезно обоснованным. Более то-
го, анализ трудностей применения теоремы 
Бернулли – значимая методологическая 
проблема, заслуживающая независимого 
исследования вне тематики, изучаемой в 
данной статье. В-четвертых, трудности 
применения теоремы Бернулли вызваны не 
только проблемами проверки независимо-
сти. Не меньше сложностей применения 
теоремы связано с асимптотическим харак-
тером теоремы и тем, что она увеличивает 
число теоретических величин. Поэтому за-
дача описания вероятностной близости час-
тоты успеха изучаемого события и вероят-
ности этого события в каждом эксперименте 
не может быть решена на основе теоремы 
Бернулли, так как применение теоремы при-
водит к логическому зацикливанию. 
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CRITICAL ANALYSIS OF APPLICABILITY CONDITIONS  
OF KOLMOGOROV’S PROBABILITY THEORY 

 
The article shows that current researches of applicability conditions of the probability theory suggested by Kolmogo-

rov are profound, interesting but incorrect. Shafer and Vovk have tried to demonstrate that these conditions are dependent 
in the context of the Bernoulli theorem. However, this theorem was proved for independent experiments, while Kolmogo-
rov’s conditions do not include the independence requirement.  
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