
 

 
 
ISSN 1818-7900. ¬ÂÒÚÌËÍ Õ√”. –ÂрËˇ: »ÌÙÓрÏ‡ˆËÓÌÌ˚Â ÚÂıÌÓÎÓ„ËË. 2008. “ÓÏ 6, ‚˚ÔÛÒÍ 1 
© À. ¿. «‡ÓÁÂрÒÍ‡ˇ, ¬. ¿. œÎ‡ÌÍÓ‚‡, 2008 
 
 
 
 

УДК 519.8 
Заозерская Л. А., Планкова В. А. Применение моделей дискретной оптимизации для разработки автоматизированной системы контроля знаний 
© Л. А. Заозерская, В. А. Планкова, 2008 
Заозерская Л. А., Планкова В. А.  
Применение моделей дискретной оптимизации 

Л. А. Заозерская 1, В. А. Планкова 2 

ŒÏÒÍËÈ ÙËÎË‡Î ËÌÒÚËÚÛÚ‡ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË ËÏ. –. À. –Ó·ÓÎÂ‚‡ –Œ —¿Õ 
 ÛÎ. œÂ‚ˆÓ‚‡, 13, ŒÏÒÍ, 644099, —ÓÒÒËˇ 

E-mail: 1 zaozer@ofim.oscsbras.ru, 2 plankova@ofim.oscsbras.ru 

ПРИМЕНЕНИЕ МОДЕЛЕЙ ДИСКРЕТНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ  
ДЛЯ РАЗРАБОТКИ АВТОМАТИЗИРОВАННОЙ СИСТЕМЫ КОНТРОЛЯ ЗНАНИЙ 
В работе развивается предложенный авторами подход к формированию оптимальных в соответствии с неко-

торым критерием тестов контроля знаний, основанный на использовании дискретной оптимизации. Представлены 
математические модели для задачи определения оптимальной структуры теста и описаны результаты их приме-
нения для создания автоматизированной тестирующей системы по линейному программированию. 
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Введение 

Для совершенствования процесса обучения важную роль играет разработка методов объ-
ективного контроля знаний. Компьютерное тестирование – один из современных методов 
контроля знаний, который наряду с традиционными может быть использован для повышения 
уровня подготовки специалистов различных направлений, в том числе по математическим 
дисциплинам. 

При создании автоматизированной системы контроля знаний возникают вопросы разра-
ботки тестовых заданий, формирования теста из базы имеющихся заданий и программной 
реализации системы. Первый из них решается в рамках теории тестирования и методики 
преподавания дисциплины. Отметим, что эффективность тестирования зависит не только от 
качества заданий, включаемых в тест, но и от того, насколько точно полученный набор зада-
ний соответствует поставленным целям. В связи с этим возникает задача формирования эф-
фективного теста, который при минимальных «затратах» позволяет дать объективную оцен-
ку знаний студентов по изучаемой дисциплине. Затраты могут измеряться, например, числом 
заданий в тесте или временем, отведенным на его выполнение. 

Одним из подходов к решению задачи минимизации числа заданий в тесте является ис-
пользование теории IRT (Item Response Theory) [Нейман, Хлебников, 2000], позволяющей 
реализовать идею адаптивного тестирования, при котором выбор очередного задания зависит 
от ответа на предыдущее задание. В классической же теории обычно тест состоит из фикси-
рованного числа заданий, каждое из которых выбирается случайным образом из определен-
ного раздела базы данных (БД). Именно такой подход чаще всего используется при разра-
ботке компьютерных тестирующих систем по учебным курсам относительно небольшого 
объема (например, полугодовой курс) в высших учебных заведениях для промежуточного и 
итогового контроля или самоподготовки студентов. Для математических дисциплин раздел 
БД естественно рассматривать как набор вариантов типового задания. Поэтому уже на этапе 
планирования тестирующей системы встает вопрос, какие из потенциально возможных раз-
делов БД следует включить в разрабатываемую систему, чтобы сформированные в результа-
те тесты были эффективными. В данной статье предлагается методика решения этого вопро-
са на основе применения математических моделей формирования теста из имеющегося 
множества заданий, отдельные аспекты которой затрагиваются, например, в [Камышников, 
2001; Макарова, Макаров, 1996]. 
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В работе представлен подход к определению оптимальных для некоторого критерия набо-
ров тестовых заданий с использованием моделей дискретной оптимизации, описаны соответ-
ствующие модели целочисленного линейного программирования (ЦЛП) и результаты их 
применения при разработке автоматизированной тестирующей системы по разделу «Линей-
ное программирование» дисциплины «Экономико-математические методы» для студентов 
экономических специальностей вузов. 

Математические модели формирования оптимальной структуры теста 

Проблема построения оптимального в некотором смысле теста в предложенном нами 
подходе [Заозерская, Планкова, 2007а; 2007б; 2007в] решается на основе использования мо-
делей дискретного программирования. В соответствии с этим подходом учебный курс рас-
сматривается как множество элементов знаний, т. е. наиболее значимых понятий, свойств, 
утверждений и т. п. Тест формируется из тестовых заданий, каждое из которых предназначе-
но для проверки определенной совокупности элементов знаний указанного множества. Спе-
цифика естественно-научных дисциплин часто позволяет организовать контроль не только 
практических навыков, но и теоретических знаний посредством выполнения упражнений и 
задач. В этом случае отдельный раздел БД составляют типовые задания, различающиеся 
только исходными данными. Поэтому при автоматизации процесса тестирования удобно тес-
товое задание рассматривать как реализацию соответствующего шаблона, т. е. общей форму-
лировки задания, включающей как постановку задачи, так и варианты ответов. Тестовое за-
дание получается путем конкретизации числовой, графической и другой информации 
шаблона. При разработке каждого шаблона выбирается наиболее подходящая для него фор-
ма, например: выбор одного ответа из многих, выбор нескольких ответов из многих, уста-
новление соответствия, ввод ответа. 

В качестве примера шаблона можно рассмотреть задание, состоящее в выборе соответст-
вующей математической модели из нескольких предложенных для задачи определения оп-
тимального плана предприятия. Тогда тестовое задание включает содержательную постанов-
ку задачи и варианты математических моделей с конкретными числовыми данными. 
В автоматизированной системе шаблону соответствует некоторая процедура, результатом 
работы которой является тестовое задание. 

Теперь структуру теста можно определить как набор шаблонов заданий, включенных в 
тест. Размер теста – число шаблонов заданий, составляющих его структуру. Под оптималь-
ной структурой теста (ОСТ) будем понимать структуру теста, выполнение которого позво-
ляет сделать объективный вывод о степени усвоения обучаемыми рассматриваемой дисцип-
лины и который удовлетворяет определенному критерию оптимальности.  

В качестве такого критерия естественно рассмотреть минимизацию числа заданий, вклю-
чаемых в тест, что является одной из характеристик эффективного теста [Аванесов, 2002]. 
При условии обязательной проверки всех элементов знаний выделенного множества задача 
формирования ОСТ приводит к модели построения эффективного теста [Hochbaum, 1995] – 
задаче о наименьшем покрытии множества [Еремеев и др., 2004], одной из известных NP-
трудных задач дискретной оптимизации. Апробация данной модели для задачи определения 
ОСТ показала, что число включаемых в тест заданий может оказаться достаточно большим 
для проведения итогового контроля знаний. 

Учитывая вышесказанное, нами предложена другая постановка задачи формирования 
ОСТ, в основе которой лежит разбиение множества элементов знаний на базовое (в него вхо-
дят ключевые элементы дисциплины) множество и дополнительное (остальные элементы 
знаний). Теперь задачу формирования ОСТ можно поставить как задачу определения струк-
туры теста фиксированного размера, который обеспечивает проверку знаний всех элементов 
базового множества и максимального числа элементов дополнительного множества. 

Для описания математической модели введем следующие обозначения. Пусть элементам 
базового и дополнительного множеств соответствуют  множества индексов B = {1, …, m1} и 
C = {1, …, m2}. Через n обозначим число разработанных  шаблонов тестовых заданий, а че-
рез k – количество заданий, включаемых в тест, т. е. его размер. Пусть A – булева матрица 
размера m1 × n, где aij = 1, если j-й шаблон  предназначен для проверки i-го элемента знаний 
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из B и aij = 0 иначе; а Ã – булева матрица размера m2 × n, где ãij = 1, если j-й шаблон предна-
значен для проверки i-го элемента знаний из C и ãij = 0 иначе. 

Будем считать, что все шаблоны тестовых заданий могут быть разбиты на l групп по оп-
ределенному признаку (например, аналитические, графические, алгоритмические и т. д.). 
Обозначим через Jt – множество номеров шаблонов в группе t, t = 1, …, l. 

Введем переменные 
1, если -й шаблон включается в структуру теста,
0, иначе,

j
x j =

⎧
⎨
⎩

  

для j = 1, ..., n, а также вспомогательные булевые переменные vi, i = 1, ..., m2. Если в некото-
ром допустимом решении vi = 1, то i-й элемент знаний из C проверяется при выбранной 
структуре теста. 

Рассматриваемая задача формулируется в виде следующей модели ЦЛП: 
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Здесь целевая функция (1) состоит в максимизации количества проверяемых элементов 

дополнительного множества, условие (2) – требование включения в структуру теста k шаб-
лонов, ограничения (3) обеспечивают проверку всех элементов базового множества, а нера-
венства (4) отражают возможность проверки любого элемента дополнительного множества. 
Ограничения (5) указывают на необходимость включения в структуру теста хотя бы одного 
шаблона из каждой группы, что обеспечивает разнообразие теста. 

Данная задача относится к числу NP-трудных [Ageev, Sviridenko, 1998], однако при отно-
сительно небольшой размерности она может быть решена одним из известных пакетов ЦЛП. 

Модель (1)–(7) может быть успешно применена в предположениях, что проверка всех 
элементов дополнительного множества одинаково важна, а тестовые задания, соответствую-
щие различным шаблонам, считаются равными по трудности или времени, отведенного на их 
выполнение. Нами рассмотрена также более общая постановка задачи формирования ОСТ, в 
которой учитываются сложность заданий, важность проверки каждого из элементов допол-
нительного множества и некоторые другие требования. Соответствующая математическая 
модель имеет следующий вид: 
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Здесь ci – весовой коэффициент, который показывает важность проверки i-го элемента из C, 
i = 1, …, m2;  pj – сложность задания, соответствующего j-му шаблону, j = 1, …, n;  h0, h1 – 
наименьший и наибольший уровни сложности теста формируемой структуры; bi – наимень-
шее количество шаблонов в структуре теста, которые направлены на проверку i-го элемента 
из B, i = 1, …, m1; dt

0, dt
1  – минимальное и максимальное число шаблонов из группы t, вклю-

чаемых в структуру теста. 
Таким образом, в данной задаче ЦЛП формируется структура такого теста, в котором 

максимизируется суммарная важность проверяемых элементов из дополнительного множе-
ства (целевая функция (8)) при следующих условиях. Общая сложность включенных в тест 
заданий находится в указанных пределах (неравенство (9)), ограничения (10) отражают тре-
бование кратной проверки элементов базового множества, а (11) – возможности проверки 
элементов дополнительного множества. Условие (12) обеспечивает разнообразие включае-
мых в тест заданий. 

Разработка автоматизированной тестирующей системы  
по линейному программированию 

Описанные выше модели были применены  для определения оптимальной структуры тес-
та по разделу «Линейное программирование» дисциплины «Экономико-математические ме-
тоды» для студентов экономических специальностей. В соответствии со стандартом курса 
было составлено множество из 37 элементов знаний, в которое включены, например, такие, 
как постановка задачи линейного программирования (ЗЛП), допустимое и оптимальное ре-
шения ЗЛП, идея симплекс-метода, алгоритм прямого симплекс-метода и др. В базовое мно-
жество вошли 10 элементов знаний, а в дополнительное – 27. На основе ряда сборников за-
дач и авторских разработок был подготовлен набор из 35 шаблонов тестовых заданий, 
которые прошли экспериментальную проверку при проведении зачета. Результаты расчетов 
для модели (1) – (7) при различных значениях параметра k приведены в следующей таблице: 

 
Число заданий в тесте (k) 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Количество проверяемых элементов 
дополнительного множества 

 
13

 
16

 
19

 
21

 
23

 
24 

 
25 

 
26 

 
27

 
Решения задач (1)–(7) были получены с помощью демонстрационной версии пакета OPL 

Studio. Достаточно интересным, на наш взгляд, является вариант, соответствующий 
k = 8, который обеспечивает проверку 72 % всего множества элементов знаний, в том числе 
62 % элементов дополнительного множества. В оптимальный набор вошли задания по мате-
матическому моделированию, на определение формы записи ЗЛП, проверку знания опреде-
лений оптимального решения ЗЛП и опорного решения канонической ЗЛП, идеи симплекс-
метода и геометрической интерпретации ЗЛП, по применению алгоритма симплекс-метода и 
экономическому анализу оптимального решения ЗЛП. Как показал вычислительный экспе-
римент, оптимальное решение задачи (1)–(7), полученное при фиксированном значении k, 
вообще говоря, не является единственным. Это означает, что оптимальная структура теста 
может быть выбрана из полученных решений с учетом дополнительных критериев (напри-
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мер, предпочтений преподавателя, специальности обучаемых и их  уровня подготовки). При 
изменении базового множества элементов знаний будет получена новая структура теста, 
т. е. для формирования теста будут использованы другие из разработанных шаблонов. 

Ранее для определения ОСТ нами была апробирована модель эффективного тестирования 
в виде задачи о наименьшем покрытии множества. Ее оптимальное решение  соответствует 
набору из 15 шаблонов тестовых заданий, который оказался достаточно качественным для 
текущего контроля по указанной теме. При итоговом же контроле по всей дисциплине такое 
количество заданий с учетом их трудоемкости велико, так как их выполнение займет боль-
шую часть отведенного времени.  

Одна из сформированных структур тестов положена в основу разработанной нами версии 
автоматизированной тестирующей системы по линейному программированию дисциплины 
«Экономико-математические методы» для студентов экономических специальностей вузов. 
Данная система направлена на оценивание навыков студентов по математическому модели-
рованию экономических задач, их знаний теоретических основ линейного программирования 
(ЛП) и алгоритмов решения задач ЛП, умения экономически интерпретировать и анализиро-
вать полученные результаты. 

Отметим, что формирование большинства тестовых заданий происходит алгоритмами, 
специально разработанными в соответствии с их шаблонами, в момент тестирования, что, 
безусловно, повышает надежность процесса контроля знаний. При этом исходные данные за-
даний полностью или частично генерируются случайным образом из некоторых диапазонов. 

Данная тестирующая система была успешно применена при проведении зачета у студен-
тов заочного отделения экономического факультета ОмГУ. Кроме того, она может быть ис-
пользована для тематического контроля знаний студентов математических специальностей, а 
также для подготовки базы данных при бланковом тестировании и других традиционных 
формах контроля знаний. 

Заключение 

В работе развивается подход к созданию автоматизированных систем контроля знаний с 
применением моделей дискретного программирования. В основе подхода лежит разбиение 
всего множества элементов рассматриваемого учебного курса на базовое и дополнительное. 
Для задачи формирования оптимальной структуры теста предложены модели ЦЛП. Описаны 
результаты применения данного подхода к построению тестов оптимальной структуры по 
линейному программированию курса «Экономико-математические методы», которые ис-
пользованы при разработке автоматизированной тестирующей системы. 

В дальнейшем предполагается совершенствование данной системы путем расширения 
числа реализованных шаблонов и включения в нее блока оптимизации структуры тестов на 
основе предложенных математических моделей. Такая компьютерная тестирующая система 
позволит формировать тесты в соответствии с текущими целями тестирования, определяе-
мыми преподавателем. 
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