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АЛГЕБРАИЧЕСКИЙ ПОДХОД В ОПИСАНИИ МЕТОДА

ЦЕЛЕВОЙ ИТЕРАЦИОННОЙ КЛАССИФИКАЦИИ

В работе рассмотрен алгоритм целевой итерационной классификации («ЦИКЛ») с точки
зрения алгебраического подхода для алгоритмов распознавания со стандартной обучающей ин-
формацией. В терминах данного подхода для алгоритма «ЦИКЛ» выделен класс распознающих
операторов и доказана его слабая полнота. Предложен прием построения обучающих выборок,
на которых возможно повышение функционала качества распознавания.

Введение

В данной статье описано применение алгебраического подхода, предложенного

Ю.И. Журавлевым [4–6], к одному из методов распознавания образов — к методу

целевой итерационной классификации («ЦИКЛ») [1–2]. Метод целевой итерационной

классификации относится к классическим методам распознавания, т. е. направлен на

решение задач классификации с обучением. Высокая распознающая и прогнозирующая

способность данного метода была проверена на широком классе геологических задач,

начиная с 1970-х годов [1–2, 8]. В основу метода «ЦИКЛ» заложен принцип вычисле-

ния оценок строк и столбцов таблиц объект-свойство с помощью некоторых эвристи-

ческих приемов. Эвристическая природа метода и его высоко точная распознающая и

прогнозирующая способность делают актуальным его рассмотрение с точки зрения ал-

гебраического подхода к алгоритмам распознавания [4–6], в рамках которого возможно

обоснование его корректности (достижение максимума функционала качества распозна-

вания на любой контрольной выборке). Стоит отметить, что в описании метода данный

вопрос остается до сих пор открытым [1–2, 8].

В разделе 2 введены основные определения и теоремы алгебраического подхода в

описании распознающих алгоритмов с обучающей информацией. В разделе 3 дается

краткая схема распознающего (классифицирующего) оператора метода «ЦИКЛ», вы-

делены его параметры и построена модель [1–2, 8]. С помощью введения ограничений,

заимствованных из работы [6], на начальную обучающую информацию и выборку кон-

трольных объектов в разделе 4 проводится доказательство слабой полноты модели мето-

да «ЦИКЛ», из которой следует корректность данной модели [4–6]. В разделе 5 описан

сформулированный нами дополнительный прием получения обучающей информации,

на которой возможно повышение функционала качества распознавания. И, наконец, в

разделе 6 приводятся результаты применения этого приема для некоторых практиче-

ских задач [7]. Обозначения и терминология, касающиеся алгебраического подхода для

описания распознающих алгоритмов, приняты из работы [6], для распознающего опера-

тора метода «ЦИКЛ» — из работы [2].
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§ 1. Основные понятия

Пусть имеется множество допустимых объектов {S}, в общем случае представимое

в виде объединения пересекающихся классов (образов) Kt, t = 1, l. В этом множестве

выделяются следующие подмножества:

1) обучающее множество S1, . . . , Sm — объекты-эталоны, которые используются в

алгоритмах распознавания для получения проблемно-ориентированного описания объ-

ектов;

2) контрольное множество S′
1, . . . , S

′
q — объекты-пробы, которые искомый алгоритм

должен правильно классифицировать.

В большинстве случаев полагается, что {S1, . . . , Sm} ∩ {S′
1, . . . , S

′
q} 6= ∅. Каждый

допустимый объект описывается набором из n признаков. Для каждого признака j (j =

= 1, n) задана область значений Mj , на которой определена метрика или полуметрика

ρj . Совокупность значений признаков допустимого объекта I(S) = (x1, . . . , xn) называют

описанием объекта S. При этом описание объекта допускает наличие пропусков.

Обучающая информация в задачах с непересекающимися классами K1, . . . Kl часто

задается в специальной форме — в виде таблицы обучения или, другими словами, таб-

лицы объект-свойство (ТОС), обозначаемой Tmn, где m — число объектов в обучающей

выборке, n — число признаков в описании допустимых объектов. При этом строками

таблицы являются описания допустимых объектов обучающей выборки I(Si), i = 1,m.

Каждому допустимому объекту S ставится в соответствие информационный век-

тор α̃(S) = {α1, . . . , αl}, компоненты которого представляют набор предикатов Pt(S):

Pt(S) = 1, если S ∈ Kt, в противном случае Pt(S) = 0, t = 1, l.

Совокупность описаний объектов и их информационных векторов

I0 = (I(S1), α̃(S1), . . . , I(Sm), α̃(Sm)) называют стандартной обучающей (начальной)

информацией. Таким способом определяется обозначение априорной принадлежности

к заданным классам объектов обучающей выборки.

Считается, что информационные векторы объектов контрольного множества S′
1, . . .,

S′
q известны и образуют матрицу

∥∥∥α′

it

∥∥∥
q×l

, i = 1, q, t = 1, l, где l — число заданных

классов. Задача распознавания Z определяется начальной информацией I0 и конечной

выборкой контрольных объектов S′
1, . . . , S

′
q, т. е. Z =

{
I0, S

′
1, . . . , S

′
q

}
, и состоит в по-

строении такого алгоритма A для вычисления значений предикатов Pt, t = 1, l, объектов

контрольного множества, что вычисленные предикаты образуют матрицу, совпадающую

с информационной матрицей контрольного множества. В работе [6] доказано, что лю-

бой распознающий алгоритм A можно представить в виде композиции двух операторов:

A = RC. Оператор R называют распознающим оператором. Результатом применения

распознающего оператора R к задаче Z является числовая матрица распознающих оце-

нок для объектов контрольного множества R(Z) = ‖rit‖q×l , i = 1, q, t = 1, l. Распознаю-

щие оценки в отличие от информационных векторов могут принимать любые числовые

значения. Оператор C называется решающим правилом и переводит числовую матри-

цу распознающих оценок ‖rit‖q×l в матрицу ‖βit‖q×l, составленную из элементов 0, 1,∆,

которые интерпретируются так:
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βit = 0, если S′
i /∈ Kt,

βit = 1, если S′
i ∈ Kt,

βit = ∆, если алгоритм не вычислил предикат Pt(S′
i), i = 1, q, t = 1, l.

На рис. 1 дана схема действия распознающего и решающего операторов над началь-

ной обучающей информацией, представленной ТОС и информационной матрицей объ-

ектов обучающей выборки, и выборкой контрольных объектов. Отметим, что результат

распознавания оценивается с помощью функционала качества, под которым понимается

величина fq = (ρ(α̃′
1, β̃

′
1), . . . , ρ(α̃′

q, β̃
′
q)), где ρ — заданная мера расстояния между инфор-

мационными матрицами ‖βit‖q×l и ‖α′
it‖q×l , i = 1, q, t = 1, l. Наиболее распространен-

ный функционал качества вычисляется как доля правильных ответов распознавания.

В задачах распознавания типично, что для объектов из контрольного множества до-

пускается некоторая доля ошибочных ответов и отказов от вычисления Pt(S
′
i), t = 1, l.

Поэтому можно считать, что алгоритм A переводит задачу Z в матрицу ‖βit‖q×l, в

общем случае отличную от матрицы истинных информационных векторов ‖α′
it‖q×l. С

целью корректировки ошибок и отказов распознавания над распознающими оператора-

ми вводятся операции сложения и умножения на скаляр, как соответствующие операции

над числовыми матрицами размерности q×l. При этом если для алгоритма A решающее

правило C фиксировано, то операции над распознающими операторами R индуцируют

операции над распознающими алгоритмами.

Рис. 1. Схема действия распознающего оператора R и решающего правила C над

начальной обучающей информацией и контрольным множеством
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Распознающие операторы для различных моделей распознавания зависят от неко-

торых параметров [6]. Изменение значений входных параметров позволяет в данном

случае получать различные значения распознающих оценок в матрице ‖rit‖q×l. Семей-

ство распознающих операторов {R}, определяемых различными значениями парамет-

ров, с фиксированным решающим правилом C называется моделью M распознающего

алгоритма A. Введение операций над распознающими операторами и варьирование зна-

чений их входных параметров позволили строить алгоритмы, достигающие максимума

функционала качества на любой контрольной выборке [4, 5] в линейном замыкании мо-

дели L(M) = L(R). Последнее обозначает, что элементами всех возможных линейных

комбинаций модели являются матрицы распознающих оценок, получаемые в зависимо-

сти от задания входных параметров оператора R.

Рассмотрим несколько дополнительных определений и теорем, касающихся постро-

ения распознающих операторов, на которых достигается максимум функционала ка-

чества распознавания и, следовательно, полное совпадение исходной информационной

матрицы ‖α′
it‖q×l и матрицы C(‖rit‖q×l) = ‖βit‖q×l для объектов S′

1, . . . , S
′
q и задан-

ных классов K1, . . . ,Kl. Пусть модель M составлена из алгоритмов вида A = RC,

где C фиксировано. Обозначим через M {R} совокупность распознающих операторов

модели M .

Определение 1. Модель М называется корректной, если для любой стандартной обу-

чающей информации I0 и любых S′
1, . . . , S

′
q в M существует алгоритм A такой, что на

A достигается абсолютный функционал качества.

Определение 2. Модель M называется полной, если для любых I0, q, S
′
1, . . . , S

′
q

множество R(I0, S
′
1, . . . , S

′
q) = ‖rit‖q×l содержит базис в пространстве матриц размер-

ности q × l. Совокупность M {R} операторов полной модели называется полной.

Определение 3. Решающее правило C называется корректным, если для любого кон-

трольного множества S′
1, . . . , S

′
q найдется хотя бы одна числовая матрица распознающих

оценок ‖rit‖q×l , i = 1, q, t = 1, l, которую он преобразует в информационную матрицу

контрольного множества ‖α′
it‖q×l.

Теорема 1. Если модель M является полной и алгоритмы из M имеют только коррект-

ные решающие правила, то линейное замыкание L(M) модели M является корректным.

Таким образом, если с помощью изменения параметров распознающих операторов и

последовательного применения к ним операций сложения и умножения на скаляр уда-

ется получить матрицу распознающих оценок ‖rit‖q×l, где rit = 1, ruν = 0, u 6= i, ν 6= t,

i, ν = 1, q, t, ν = 1, l, то можно получить числовую матрицу распознающих оценок, ко-

торую решающее правило преобразует в информационную матрицу контрольного мно-

жества. В работах Журавлева [4–6] также вводится понятие слабой полноты семейства

распознающих операторов.

Определение 4. Модель М (семейство {R}) называется полной (полным) в слабом

смысле, если множество матриц ‖rit‖q×l содержит в себе подмножество матриц ‖cit‖q×l
таких, что

1) максимальный элемент в ‖cit‖q×l есть cit,



Алгебраический подход в описании метода «ЦИКЛ» 59

2) cit > cuν при (u, ν) 6= (i, t), i, u = 1, q, t, ν = 1, l.

После добавления к семейству распознающих операторов {R} полных в слабом смыс-

ле в пространстве числовых матриц ‖rit‖q×l еще одного оператора R′({‖rit‖}) =

=
{
‖r′uν‖q×l

}
, где

f =

{
1, если auν = max ait, i, u = 1, q, t, ν = 1, l,

0 в остальных случаях,

данное семейство {R} становится полным и, следовательно, корректным.

Иными словами, в линейном замыкании {A} существует такой алгоритм A, который

правильно классифицирует любую контрольную выборку допустимых объектов. В рабо-

тах Ю.И. Журавлева [4–6] и других авторов (см., например, [3]) в ходе доказательства

полноты или слабой полноты класса распознающих операторов для алгоритмов вычис-

ления оценок (АВО) и алгоритмов, основанных на построении разделяющих поверхно-

стей (R-модели), операторы, на которых достигался базис множества числовых матриц

распознающих оценок, строились в явном виде. Кроме того, при доказательстве исполь-

зовались существенные ограничения на множество допустимых объектов контрольной

и обучающей выборок. Данные ограничения можно рассматривать в качестве условий,

на которых достигается максимум функционала качества распознающего оператора.

§ 2. Распознающий оператор алгоритма целевой итерационной

классификации

Содержательно метод целевой итерационной классификации [1, 2, 8] заключается в

следующем. Характеристика совокупности объектов исследования, определяемых обу-

чающей выборкой S1, . . . , Sm, представляется описанием I(S) = (xi1, . . . , xin), i = 1,m,

расчлененным на характеристические признаки xij и признак xin+1, задающий принад-

лежность объектов обучающей выборки к одному из классов K1, . . . ,Kl. Признак xin+1

будем называть целевым признаком. Описание объектов, заданное характеристически-

ми признаками, в неявном виде связано со значениями целевого признака [8]. Такая

связь для объекта Si, i = 1,m, представляется в виде уравнения

xin+1 = p1xi1 + . . .+ pnxin, (1)

где p̃ = (p1, . . . , pn) — вектор числовых весов характеристических признаков.

Как правило, количество характеристических признаков, дающих наибольший вклад

в формирование связи с целевым признаком, является избыточным. Эта избыточность

заранее неизвестна и обнаруживается в ходе простых сравнительных процедур поощ-

рения и наказания по мерам различия и сходства объектов обучающей выборки в со-

ответствии с целевыми значениями. При этом для мер сходства и различия эталонных

объектов требуется, чтобы меры сходства объектов одного класса и меры различия объ-

ектов разных классов были одновременно максимальными [1]. После решения таблицы

обучения выделяется неизбыточная (не нулевая) часть признаков, которую называют

информативной системой признаков (ИСП).

Дополним обозначения раздела 2 с учетом явного задания значений целевого при-

знака и сформулируем основную гипотезу разделения допустимых объектов на классы и
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их принадлежности к ним, заложенную в методе «ЦИКЛ» [1, 2, 8]. Пусть описание допу-

стимого объекта состоит из n значений характеристических признаков {xj} и значения

целевого признака xn+1. Описание объекта S, содержащее только характеристические

признаки, обозначим In(S) = (x1, . . . , xn). Описание S с включением значений целевого

признака будем обозначать In+1(S) = (x1, . . . , xn, xn+1).

Совокупность описаний объектов обучающей S1, . . . , Sm и контрольной S′
1, . . . , S

′
q вы-

борок, в случае если рассматриваются только характеристические признаки, определим

как таблицу Tm+q n и Tm+q n+1, если в описания объектов включены значения целевого

признака. Отдельно для таблиц контрольной и обучающей выборок введем соответствен-

но обозначения Tq n (Tq n+1) и Tmn (Tmn+1). При этом таблицу Tmn называют таблицей

обучения или таблицей эталонных объектов, а также таблицей объект-свойство (ТОС).

Заметим, что в общем случае Tmn ∩ Tq n 6= ∅.

Потребуем, чтобы объекты S1, . . . , Sm в таблице обучения Tmn были упорядочены

по значениям целевого признака. Рассмотрим разбиение на классы K1, . . . ,Kl объектов,

принадлежащих таблице обучения Tmn+1. В дальнейшем будем считать, что объекты

S1, . . . , Sm1 принадлежат классу K1, . . ., объекты Smt−1+1, . . . , Smt — классу Kt, . . ., объ-

екты Sml−1+1, . . . , Sm — классу Kl [6].

Отметим, что в фиксированном классе Kt, t = 1, l, у объектов Smt−1+1, . . . , Smt

значения целевого признака xi n+1, i = ¯mt−1 + 1,mt, могут быть равными либо изме-

няться в пределах некоторого интервала. Для простоты изложения будем считать, что

xi n+1 = zt, i = ¯mt−1 + 1,mt, где zt — некоторое заданное значение. Таким образом,

число zt определяет класс Kt, t = 1, l.

Каждому допустимому объекту S по его описанию In+1(S) и классам K1, . . . ,Kl,

заданным значениями целевого признака z1, . . . , zl, можно поставить в соответствие ин-

формационный вектор α̃(S) по правилу:

если xn+1 = zt, то αt = 1,

если xn+1 6= zt, то αt = 0, t = 1, l.

Таким образом, стандартная обучающая информация I0 = (I(S1), α̃(S1), . . . , I(Sm),

α̃(Sm)), определенная в алгебраической теории распознавания [4–6], в нашем случае

задается таблицей обучения Tmn+1 (табл. 1).

В общем случае признаки {xj}, j = 1, n+ 1 из описания допустимых объек-

тов являются разнотипными. При построении общего распознающего оператора метода

«ЦИКЛ» [8] существенным являлось «погружение» допустимых объектов в стандарти-

зованное (центрирование и нормирование) «положительное» пространство оценок зна-

чений их признаков. Иначе говоря, процедуры обучения и распознавания проводятся не

на исходных значениях признаков, а на вычисленных для них определенным образом

положительных оценках. Это достигалось с помощью ряда преобразований, подробное

содержательное описание которых дано в работе [2] и здесь не приводится. Обратим вни-

мание, что данные преобразования значений признаков, переводящее описание допусти-

мых объектов в пространство оценок, задается как для объектов обучающей выборки,

так и для объектов контрольного множества. Поэтому будем рассматривать таблицу

Tm+q n+1, в которой объекты S′
1, . . . , S

′
q записаны после объектов S1, . . . , Sm. Уточним,
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Таблица 1. Схема действия распознающего оператора R и решающего правила C над

начальной обучающей информацией и контрольным множеством

что для объектов обучающей выборки значения целевого признака xi n+1 известны и

включены в Tm+q n+1. Для объектов контрольного множества значения целевого при-

знака известны, но в таблицу Tm+q n+1 не внесены. В дальнейшем полагается, что пре-

образования задаются для таблицы Tm+q n+1.

Пусть с помощью некоторого преобразования ∆ϕ значения объектов таблицы

Tm+q n+1 переведены в стандартизованное (центрированное и нормированное) простран-

ство ∆X = {∆xij} и принадлежат интервалу [−1; 1]. Относительно стандартизованных

значений признаков построим соответственно пространства прямых Xϕ = {dij} и об-

ратных Xϕ̄ =
{
d̄ij
}

оценок следующим образом:

dij = ϕ(∆xij) = 1 + ∆xij, d̄ij = ϕ̄(∆xij) = 1 − ∆xij = 2 − dij .

Здесь прямые и обратные оценки значений признаков dij и d̄ij принадлежат интервалу

[0; 2] и определяют соответственно меры различия и сходства объектов относительно

средней строки таблицы Tm+q n+1. Обозначим описание допустимого объекта Si в про-

странствах прямых и обратных оценок, соответственно

ϕ(In+1
∆ϕ (Si)) = In+1

ϕ (Si) = {dij} , где ϕ(∆xi n+1) = di n+1, j = 1, n+ 1;

ϕ̄(In+1
∆ϕ (Si)) = In+1

ϕ̄ (Si) =
{
d̄ij
}
, где ϕ̄(∆xi n+1) = d̄i n+1, j = 1, n + 1.

Совокупность допустимых объектов с описанием, заданным с помощью преобразований

ϕ или ϕ̄, представляет собой n-мерное пространство оценок. Важно отметить, что оценки

при этом ограничены, безразмерны, положительны и стандартизованы (центрированы

и нормированы). Будем рассматривать допустимые объекты Si, i = 1,m + q, заданные

описанием Inϕ(Si) в пространстве Xϕ и описанием Inϕ̄(Si) в Xϕ̄, как точки n-мерного

евклидова пространства с соответствующими координатами (d1, . . . , dn) и (d̄1, . . . , d̄n).

Кроме того, у объектов обучающей выборки S1, . . . , Sm заданы оценки значений це-

левого признака di n+1 и d̄i n+1. Для фиксированного класса Kt, t = 1, l и пространства

оценок Xϕ(Xϕ̄) выделим следующее соотношение:

di n+1 = ϕ(xi n+1) = ϕ(zt) = bt (d̄i n+1 = ϕ̄(xi n+1) = ϕ̄(zt) = b̄t) .

Здесь число bt определяет класс Kt, t = 1, l в пространстве Xϕ, а число b̄t— в простран-

стве Xϕ̄. Для фиксированного класса Kt, t = 1, l, у объектов Smt−1+1, . . . , Sm прямые
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оценки значений целевого признака dmt−1+1n+1 = . . . = dmt n+1 = bt и обратные оценки

d̄mt−1+1n+1 = . . . = d̄mt n+1 = b̄t.

Пусть задан вектор весов признаков p̃ = (p1, . . . , pn). Потребуем, чтобы веса призна-

ков были нормированы, т. е.
n∑
i=1

pj = 1. Для любого допустимого объекта S с описанием

Inϕ(S) = (d1, . . . , dn) в пространстве Xϕ имеем его оценку:

γ(S) = p1d1 + p2d2 + . . .+ pndn. (2)

Можно видеть, что данное равенство, переписанное в виде

R = p1d1 + p2d2 + . . .+ pndn − γ = 0, (3)

представляет уравнение гиперплоскости R с весовыми коэффициентами (p1, . . . , pn, γ),

проходящей в n-мерном пространстве Xϕ через объект S, заданный координатами

(d1, . . . , dn). Гиперплоскость Rt вида

Rt = p1d1 + p2d2 + . . .+ pndn − bt,

(R̄t = p1d̄1 + p2d̄2 + . . .+ pnd̄n − b̄t)
(4)

соответствует оценке целевого признака в пространстве Xϕ(Xϕ̄) и, следовательно, опре-

деляет класс Kt, t = 1, l.

Легко проверить, что для объектов, принадлежащих одной гиперплоскости (3), вы-

полняются условия симметричности, рефлексивности и транзитивности. Таким образом,

пространства прямых и обратных оценок разбиваются соответственно на фактор-про-

странства Xϕ/R0 и Xϕ̄/R0 по подпространству R0 = (p1, . . . , pn, 0). На рис. 2 приведен

пример такого фактор-пространства для двумерного случая с двумя классами K1 и K2

в пространстве Xϕ.

Рис. 2. Пример фактор-пространства Xϕ|R0 для случая разделения допустимых

объектов на два класса: • — объекты класса К1; ? — объекты класса К2

Подпространство R0 = (p1, . . . , pn, 0) представляет собой гиперплоскость, проходя-

щую через начало координат. При этом нулевые значения весов признаков p1, . . . , pn

выделяют координатные оси, которым она параллельна. С учетом содержательного на-

полнения метода «ЦИКЛ» [1] ненулевые весовые коэффициенты гиперплоскости R0 =

= (p1, . . . , pn, 0) определяют информационную систему признаков (ИСП).

Данная формулировка весов эталонных объектов и весов характеристических при-

знаков, формирующих ИСП, по которой строится распознающий оператор, позволя-

ет получить наглядную геометрическую интерпретацию гипотезы метода «ЦИКЛ» [1].
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В ходе распознающих процедур метода веса признаков p1, . . . , pn в пространстве Xϕ

(аналогично в пространстве Xϕ̄) подбираются так, чтобы для объектов S1, . . . , Sm вы-

полнялось требование γi → di n+1, i = 1,m. С учетом условия одновременной макси-

мизации мер сходства объектов одного класса и различия объектов разных классов,

гипотезу метода можно формализовать следующим образом.

Пусть Xϕ является n-мерным евклидовым векторным пространством. Cогласно ра-

боте [9] определим расстояние по нормали от объекта S ∈ {S1, . . . , Sm} до гиперплоско-

сти Rt = (p1, . . . , pn, bt) класса Kt, t = 1, l, заданной равенством (4):

ρ(Inϕ , Rt) =
|p1d1 + . . .+ pndn − bt|

‖P‖ .

С учетом равенства (2) можно записать:

ρ(Inϕ , Rt) =
|γ − bt|
‖P‖ =

√
(γ − bt)2

‖P‖ . (5)

Расстояние между гиперплоскостями Ru и Rν (u 6= ν, u = 1, l, ν = 1, l) , определяющими

заданные классы K1, . . . ,Kl, это есть разность их расстояний по нормали до начала

координат:
ρ(Ru, Rν) =

|bu − bν |
‖P‖ =

√
(bu − bν)2

‖P‖ . (6)

Так как величина ‖P‖ для фиксированной гиперплоскости R0 = (p1, . . . , pn) является

константой, то в дальнейшем ее можно не учитывать.

Тогда веса признаков p1, . . . , pn выбираются таким образом, чтобы объекты Smt−1+1,

. . . , Smt фиксированного класса Kt, t = 1, l, принадлежали ε-окрестности гиперплоско-

сти Rt. Здесь значение ε является некоторой функцией от весов γi, i = 1,m, соответ-

ствующих объектам обучающей выборки S1, . . . , Sm, и определяется в виде среднеквад-

ратического отклонения γi от оценок целевого признака di n+1:

ε =

(
1

m

m∑

i=1

(γi− di n+1)2

) 1
2

. (7)

При этом величина ε не должна превышать расстояние между разными классами, ко-

торое может быть задано согласно уравнению (6), например, равенством

E =
1

2
min(ρ(Ru, Rν)) =

1

2
min(bu − bν)

2, u 6= ν, u = 1, l, ν = 1, l. (8)

Сформулируем гипотезу принадлежности допустимого объекта контрольного мно-

жества S′ ∈
{
S′

1, . . . , S
′
q

}
к классу Kt, t = 1, l.

Гипотеза. Если объект S′ ∈
{
S′

1, . . . , S
′
q

}
и заданный описанием Inϕ(S′) = (d′1, . . . , d

′
n) в

пространстве оценок Xϕ принадлежит ε-окрестности гиперплоскости Rt, определяющей

класс Kt, t = 1, l, то S′ ∈ Kt. С учетом равенства (5) имеем предикат PRt(S
′):

если (bt − γ ′)2 ≤ ε2, то PRt = «S′ ∈ Kt»,

если (bt − γ ′)2 > ε2, то PRt = «S′ /∈ Kt», t = 1, l.
(9)

Заметим, что величины ε и E позволяют обозначить область неопределенности

(нераспознавания) объектов контрольной выборки. Значение µ = E−ε задает величину
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окрестности гиперплоскости фиксированного класса Kt, t = 1, l. В случае если µ < 0,

имеет место пересечение классов K1, . . . ,Kl, значение |µ| позволяет численно охаракте-

ризовать область пересечения классов. В случае если µ > 0, величина |µ| определяет

область, где алгоритм для объекта контрольного множества не может указать ни один

класс, т. е. «отказывается» от распознавания. Заметим, что данные условия и числен-

ные меры области нераспознавания алгоритма «ЦИКЛ» в работах [1, 2, 8] специально

не были выделены.

Условие (9) можно рассматривать как решающее правило алгоритма «ЦИКЛ». При

этом веса объектов γ(S′), S′ ∈
{
S′

1, . . . , S
′
q

}
можно рассматривать в качестве распознаю-

щих оценок, которые получаются как результат действия распознающего оператора над

объектами контрольной выборки. По определению 3, очевидно, решающее правило (9)

является корректным.

Выделим распознающие операторы алгоритма «ЦИКЛ» [2] отдельно для прост-

ранств прямых и обратных оценок. Пусть даны обучающая выборка S1, . . . , Sm и кон-

трольный объект S′ ∈
{
S′

1, . . . , S
′
q

}
, величина ε задана равенством (7). Тогда в про-

странстве прямых оценок Xϕ распознающий оператор обозначим как Rϕ = ‖rϕit‖q×l,
i = 1, q, t = 1, l, где с учетом условий (7) и (9)

rϕit =

{
γ′i , если Rt(Iϕ(S′

i)) ≤ 0 и (bt − γ′i) ≤ ε2,

0, в остальных случаях.
(10)

Аналогично определим распознающий оператор для пространства Xϕ̄ как

Rϕ̄ =
∥∥rϕ̄it

∥∥
q×l

, i = 1, q, t = 1, l, где

rϕ̄it =

{
γ̄′i , если R̄t(Iϕ̄(S′

i)) ≤ 0 и (b̄t − γ̄′i) ≤ ε2,

0, в остальных случаях.
(11.1)

Запишем распознающий оператор Rϕ̄ =
∥∥rϕ̄it

∥∥
q×l

, i = 1, q, t = 1, l, алгоритма «ЦИКЛ»

в пространстве Xϕ:

rϕ̄it =

{
(2 − γ̄′i), если Rt(2 − Iϕ̄(S′

i)) ≤ 0 и (γ̄′i − b̄t)
2 ≤ ε2,

0, в остальных случаях,
(11.2)

где запись 2 − Iϕ̄(S′
i) обозначает переход описания объекта S, заданного координатами

(d̄1, . . . , d̄n) в пространстве обратных оценок Xϕ̄, в пространство прямых оценок Xϕ.

При переходе из пространства обратных оценок в пространство прямых оценок гипер-

плоскость Rt класса Kt, t = 1, l, имеет коэффициенты p1, . . . , pn, 2 − b̄t.

Заметим, что формализация распознающих операторов (10), (11.1) и (11.2) опирается

на вычислительные процедуры, заложенные в алгоритме «ЦИКЛ». При этом в явной

форме в работе [2] записанные нами распознающие операторы не приводятся.

Проиллюстрируем действие распознающих операторов (10), (11.1) и (11.2) в про-

странствах прямых и обратных оценок. Пусть задан класс Kt, которому соответствует

разделяющая гиперплоскость Rt(p1, . . . , pn, bt) в пространстве прямых оценок Xϕ и раз-

деляющая гиперплоскость R̄t(p1, . . . , pn, b̄t) в пространстве обратных оценок Xϕ̄. Распо-

знающие оценки для объекта S′ ∈
{
S′

1, . . . , S
′
q

}
по классу Kt в пространстве Xϕ не будут

равны нулю, в том случае если S′ расположен ниже гиперплоскости Rt(p1, . . . , pn, bt) на
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расстоянии, не превышающем ε (рис. 3). Для тех объектов S′, которые в Xϕ распо-

ложены выше гиперплоскости Rt(p1, . . . , pn, bt), распознающая оценка не равна нулю в

пространстве Xϕ̄.

Рис. 3. Схема «взаиморасположения» оценок объекта S′ в пространствах Xϕ и X ϕ̄

С учетом того, что распознающие операторы (10) и (11.1) «обнуляют» оценки объ-

ектов, расположенных выше разделяющих гиперплоскостей классов в соответствующих

пространствах оценок, и тем самым «взаимно дополняют» друг друга, то величина ε,

определяющая область принадлежности объектов к классам, задается следующим ра-

венством:

ε =

(
1

m

m∑

i=1

(
(γi− di n+1)2 +

(
γi− di n+1

)2)
) 1

2

. (12)

Таким образом, распознающие операторы (10) и (11.1) являются основополагающими

операторами алгоритма «ЦИКЛ». Выделим параметры данных операторов: ϕ, p1, ..pn, ε.

Здесь преобразование ϕ задает пространство оценок (прямых или обратных). Веса ха-

рактеристических признаков p1, . . . , pn определяют разделяющие гиперплоскости клас-

сов, и их ненулевые значения выделяют информационную систему признаков. Величина

ε, зависящая от весов γ1, . . . , γm объектов обучающей выборки S1, . . . , Sm, определяет ве-

личину области принадлежности объектов контрольной выборки к классам K1, . . . ,Kl,

заданным своими разделяющими гиперплоскостями Rt(p1, . . . , pn, bt). Следовательно,

распознающие операторы (10) и (11.1), выделенные на основе анализа распознающих

процедур алгоритма «ЦИКЛ», позволяют определить класс его распознающих опера-

торов, который обозначим как R(ϕ, p1, . . . , pn, ε). Данная параметризация класса распо-

знающих операторов алгоритма позволяет рассмотреть его слабую полноту и выявить

условия ее достижения.

§ 3. Слабая полнота класса распознающих операторов

Покажем, что для доказательства слабой полноты класса R(ϕ, p1, . . . , pn, ε) распозна-

ющих операторов метода «ЦИКЛ» достаточны распознающие операторы, определенные

соотношениями (10) и (11.1). Подчиним описание объектов контрольной и обучающей

выборок, заданных таблицей Tm+q n+1 в пространстве Xϕ (Xϕ̄), дополнительным усло-

виям, заимствованным из работы [6]:

1) для S1 . . . Sm векторы α̃(Si) = {αi1, . . . , αi1} , i = 1,m (см. табл. 2), не содержат
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пропусков и являются истинными, т. е. αit есть значение предиката Pt(Si) — «Si входит

в класс Kt», t = 1, l;

2) представим множество {S1 . . . Sm} = W 1
t ∪ W 1

t , где W 1
t ,W

1
t — непересекающие-

ся подмножества, составленные из элементов Si ∈ {S1 . . . Sm}, для которых αit = 1,

соответственно αit = 0, i = 1,m, t = 1, l;

3) для заданного преобразования ϕ потребуем, чтобы для каждой пары S′
w, S

′
v и

каждого класса Kt существовал хотя бы один объект Su ∈ Kt такой, что для описания

Inϕ(Su) = {duj} , Inϕ(S′
w) =

{
d′wj

}
, Inϕ(S′

v) =
{
d′vj

}
и вектора p̃ = (p1, . . . , pn) выполня-

ются неравенства

γ′w < γi < γv
′.

Данное условие подразумевает, что объекты контрольного множества не принадлежат

одной гиперплоскости. Кроме того, будем считать, что S′
i /∈ {S1, . . . , Sm} , i = 1, q.

Теорема 2. Класс распознающих операторов алгоритма целевой итерационной клас-

сификации R(ϕ, p1, . . . , pn, ε), составленный из операторов R
ϕ
A и R

ϕ̄
A, является слабо

полным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Зафиксируем произвольную контрольную выборку S′
1, . . . , S

′
q.

Покажем, что множество матриц размерности q × l, порождаемых операторами

R
ϕ
A = ‖rϕit‖q×l (10) и R

ϕ̄
A =

∥∥rϕ̄it
∥∥
q×l

(11.1), содержит подмножество матриц ‖cit‖q×l,
где cit есть максимальный элемент, остальные cuv < cit, (u, v) 6= (i, t), u = 1, . . . , i − 1,

i+1, . . . , q, v = 1, . . . , t−1, t+1, . . . , l. Для фиксированного класса Kt, с соответствующей

ему разделяющей гиперплоскостью Rt, и объекта S′
i ∈

{
S′

1, . . . , S
′
q

}
, i = 1, q, заданного

в пространстве Xϕ, возможны два случая: Rt(Iϕ(S′
i)) ≤ 0 и Rt(Iϕ(S′

i)) > 0. Рассмотрим

эти два случая отдельно.

I. Пусть Rt(Iϕ(S′
i)) ≤ 0. Рассмотрим стандартизованное пространство прямых оце-

нок Xϕ. Условия 1), 2) означают, что классы K1, . . . ,Kl, заданные на объектах обуча-

ющей выборки, не пересекаются. Зафиксируем класс Kt. В силу условия 3) для любых

S′
w и S′

i ∈
{
S′

1, . . . , S
′
q

}
, i = 1, q, найдется элемент Su ∈W 1

t такой, что

γ′w < γu < γ′i. (13)

В этом случае так как Su ∈ W 1
t , то (bt − γ′i)

2 ≤ ε2, где значение ε задается уравнени-

ем (5). С другой стороны, условие 3) позволяет для объекта S′
i выбрать такой объект

S′
k ∈

{
S′

1, . . . , S
′
q

}
, i = 1, q и Sv ∈W 1

t , u 6= v, что будет выполняться неравенство

γ′i < γv < γ′k. (14)

На основе условий 10 и 12 построим оператор Rwk
it со следующими параметрами. В ка-

честве разделяющей гиперплоскости класса Kt, t = 1, l, выберем Sv, а ε2 определим как

(γv − γu)2. По правилу (10) применение Rw
it к таблице исходных данных Tm+q n+1 дает
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матрицу
∥∥rwkit

∥∥
q×l

, в которой

rwkit = γ′i,

rwkwt = 0,

rwkkt = 0,

rwvt ≤ γ′v, v 6= w 6= k, v = 1, q,

rwgs = 0, g = 1, . . . , q, s = 1, . . . , t− 1, t + 1, . . . , l.

(15)

Оператор
∑

w 6=i6=k

Rwk
it = R

ϕ
1 (S′

i) входит, очевидно, в линейное замыкание класса операто-

ров R(ϕ, p1, . . . , pn, ε). Из определения R
ϕ
1 (S′

i), соотношения (15) и требования для t-го

столбца матрицы
∥∥r1uv

∥∥
q×l

упорядоченности весов объектов контрольного множества

(достигаемой условиями 13 и 14) следует, что в матрице распознающих оценок
∥∥r1uv

∥∥
q×l

r1it = (q − 1)γ′i,

r1wt ≤ (q − 2)γ′w, w = 1, i− 1,

r1kt ≤ (q − 2)γ′k, k = 1, i+ 1,

r1gs = 0, g = 1, . . . , q, s = 1, . . . , t− 1, t + 1, . . . , l.

Оценим разность r1it и r1wt. С учетом условия (13) имеем

r1it − r1wt = q(γ′i − γ′w) + 2γ′w − γ′i = (q − 1)(γ′i − γ′w) + γ′w > 0.

При этом оценка разности

r1it − r1kt = q(γ′i − γ′k) + 2γ′k − γ′i = (q − 1)(γ′i − γ′k) + γ′k (16)

существенно зависит от q и от величины εik = (γ′i−γ′k). Определим, при каких значениях

q и εik разность (16) будет положительна. Для этого необходимо выполнение следующего

неравенства:

εik <
γ′k
q − 1

.

С учетом неравенства 0 < γ′k ≤ 2, следующего из преобразований характеристических

признаков, верхняя граница значения εik при q = 11 определяется величиной 0, 2, при

q = 101 — величиной 0, 02. При γ′k = 0, 5 оценка εik уменьшается в четыре раза и для

q = 11 составляет 0, 05, для q = 51 величина εik = 0, 01. При γ′k = 0, 1 и q = 11 величина

εik не должна превышать 0, 01. Следовательно, при достаточно малом εik и небольшом

числе объектов контрольного множества q имеем r1it > r1kt.

Таким образом, оператор R
ϕ
1 (S′

i) для объектов S′
i таких, что Rt(Iϕ(S′

i)) ≤ 0, и фик-

сированного класса Kt строит матрицу распознающих оценок с максимальным элемен-

том r1it.

II. В случае Rt(Iϕ(S′
i)) > 0 перейдем к пространству обратных оценок Xϕ̄. Здесь

разделяющей гиперплоскостью класса Kt является гиперплоскость R̄t(p1, . . . , pn, b̄t).

В пространстве Xϕ̄ неравенству Rt(Iϕ(S′
i)) > 0 будет соответствовать неравенство

R̄t(Iϕ̄(S′
i)) ≤ 0 (см. рис. 3). Тогда для пространства Xϕ̄ и описания Iϕ̄(S′

i)), i = 1, q, объек-

тов контрольного множества S1 . . . Sq, повторим рассуждения, приведенные в пункте I.
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В результате получим распознающий оператор R
ϕ̄
2 (S′

i), который для фиксированного

класса Kt строит матрицу распознающих оценок с максимальным элементом r2it.

Таким образом, операторы R
ϕ
1 (S′

i) и R
ϕ̄
2 (S′

i) описывают все возможные случаи рас-

положения объектов контрольного множества относительно разделяющих гиперплоско-

стей классов K1, . . . ,Kl и достаточны для слабой полноты класса распознающих опера-

торов R(ϕ, p1, . . . , pn, ε) алгоритма «ЦИКЛ». Теорема доказана.

Если условие 3) распространить и на объекты обучающей выборки, то полнота клас-

са распознающих операторов R(ϕ, p1, . . . , pn, ε) будет справедлива и для случая, когда

{S1 . . . Sm} ∩
{
S′

1 . . . S
′
q

}
6= ∅.

В ходе доказательства теоремы 2 было показано, что корректность распознающих

операторов (10) и (11.1) существенно зависит от числа (q) объектов контрольной выбор-

ки и разности между весом γ′i объекта S′
i и весом γ′k объекта S′

k ∈
{
S′

1 . . . S
′
q

}
, «располо-

женным выше» объекта S′
i.

Решение на практике большого числа геологических задач, сводимых к распозна-

ванию образов, показало высокую точность распознавания и прогноза для таблиц обу-

чения, содержащих небольшое число объектов. Анализ результатов решения прогноз-

ной задачи медно-никелевой рудоносности дифференцированных трапповых интрузивов

Средне-Енисейской провинции, опубликованных в работе [2], показал, что для класса

из 18 объектов средняя разница между весами объектов на этапе обучения составляет

0, 03, для класса из 13 объектов — 0, 013. Решение задачи выявления факторов грозо-

вой пожароопасности для территории Горного Алтая, результаты которого приведены в

работе [7], показало, что в случае 20 и менее числа объектов в классе средняя разность

весов объектов не превышает 0, 02. При этом коэффициент точности распознавания бли-

зок к максимальному. Таким образом, применение алгоритма для решения реальных

задач прогноза подтверждает полученные теоретическим путем условия корректности

распознающих процедур алгоритма «ЦИКЛ».

При доказательстве использовались довольно сильные условия для объектов обуча-

ющей и контрольной выборок. При решении задач распознавания с реальными данными

редко можно встретить выборки эталонных объектов, полностью отвечающие услови-

ям теоремы 2. К таковым можно отнести обучающие выборки с неравномерным числом

объектов в разных классах. Приведем разработанный нами дополнительный прием, поз-

воляющий из начальной таблицы эталонных объектов выбирать объекты, удовлетворя-

ющие условию 3 теоремы 2.

§ 4. Сжатие обучающей выборки

Пусть в результате обучения для объектов обучающей выборки S1, . . . , Sm

в пространстве Xϕ̄ построена гиперплоскость R0(p1, . . . , pn, 0) и соответствующие клас-

сам K1, . . . ,Kl разделяющие параллельные гиперплоскости R1(p1, . . . , pn, b1), . . .,

Rl(p1, . . . , pn, bl). Кроме того, для объектов обучающей выборки S1 . . . Sm получены веса

(распознающие оценки) γ1 . . . γm, определяющие в фактор-пространстве Xϕ|R0 гипер-

плоскости, которым принадлежат объекты S1 . . . Sm.
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Отметим, что если γu = γv, u 6= v, u, v = 1,m, то соответствующие им объекты

Su и Sv принадлежат одной гиперплоскости. Следовательно, для объектов Su и Sv не

выполняется условие 3) утверждения 1. В данном случае будем считать объекты Su и

Sv информационно неразличимыми относительно информационной системы признаков,

заданной гиперплоскостью R0(p1, . . . , pn, 0).

Число объектов Si ∈ {S1, . . . Sm, } таких, что γi = γ, обозначим h и назовем информа-

ционной емкостью веса γ. Для каждого класса смежности фактор-пространства Xϕ|R0,

определяемого гиперплоскостью Rγ(p1, . . . , pn, γ), выберем по одному объекту. Число

выбранных объектов, равное числу различных значений весов γi, i = 1,m, обозначим m′.

Совокупность выбранных объектов объединим в таблицу T ′
m′ n+1, которую назовем сжа-

той таблицей обучения. Величину k = m
m′ назовем коэффициентом сжатия исходной

таблицы обучения Tmn+1 относительно разделяющей гиперплоскости R0(p1, . . . , pn, 0).

Отметим, что чем выше значение коэффициента сжатия исходной таблицы, тем ниже

информационное разнообразие объектов обучающей выборки.

Для объектов таблицы T ′
m′ n+1 повторим процедуру обучения с построением разде-

ляющей гиперплоскости R′
0(p′1, . . . , p

′
n, 0). Если и в этом случае коэффициент точности

распознавания не удовлетворяет требованиям, то процедуру сжатия таблицы следует

повторить.

§ 5. Практическое применение принципа сжатия

для исходных таблиц обучения

Принцип построения сжатых таблиц относительно исходных таблиц обучения был

впервые использован для решения задач грозовой пожароопасности лесов Горного Ал-

тая [7]. Отличительной чертой исходных таблиц обучения в двухклассовой постановке

задачи распознавания являлось сильное превышение числа объектов одного класса над

числом объектов второго класса. В табл. 2 и 3 приведены результаты применения при-

ема сжатия для двух таких исходных таблиц данных.

В табл. 2 дается оценка результатов распознавания в случае семикратного, в

табл. 3 — двенадцатикратного превышения числа объектов одного класса над другим.

Использование приема сжатия исходных таблиц обучения позволило повысить качество

и устойчивость распознавания. Также для сжатых таблиц обучения увеличилось рас-

стояние между классами, отмечается отсутствие пересечения для ядер классов. На это

повлияло увеличение информационного разнообразия объектов в сжатых таблицах.

При этом дополнительный этап обучения с использованием принципа сжатия ис-

ходных таблиц обучения отдельно для каждого класса объектов позволил увеличить

функционал качества распознавания с 0, 5 до 0, 9 и в одном случае с 0, 7 до 1. На основе

полученных информационных систем признаков для высокоточных обучающих выборок

сжатых таблиц для классов объектов, описывающих пожары от гроз, были выявлены

факторы грозовой пожароопасности [7] и сформулированы рекомендации для работы

лесоохранных служб Горного Алтая.
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Таблица 2

Таблица 3

Заключение

Построение с помощью техники алгебраического подхода [4–6] модели для метода це-

левой итерационной классификации и проверки ее слабой полноты позволило выявить

условия, на которых возможно достижение или повышение функционала качества рас-

познавания в случае работы с реальными таблицами обучения. На основе сформулиро-

ванных условий для обучающей и контрольной выборок разработан прием построения

сжатых таблиц обучения, который был успешно применен для решения задач грозо-

вой пожароопасности лесов Горного Алтая. Теоретически подтверждена эффективность

распознавания алгоритма «ЦИКЛ» на обучающих выборках малого объема, характери-

зующихся максимальным информационным различием объектов по пространству ха-

рактеристических признаков.
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