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О связи систем обыкновенных дифференциальных уравнений и
уравнений с запаздывающим аргументом

В работе рассмотрен ??????.

§ 1. Введение

Построение систематической теории дифференциальных уравнений с запаздываю-
щим аргументом было начато в середине прошлого столетия. Уравнения такого типа
возникают при описании процессов, скорость которых определяется их предшествую-
щим состояниям. Такие процессы часто называют «процессами с запаздыванием» или
«с последействием». При моделировании некоторых биологических, экономических за-
дач, а также задач теории управления возникает потребность решать такие уравнения.
Поэтому их подробное изучение имеет важное прикладное значение. Достаточно пол-
ное введение в теорию дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом
содержится, например, в монографиях [1–3].

Настоящая работа связана еще с одной задачей, приводящей к рассмотрению диф-
ференциальных уравнений с запаздывающим аргументом. А именно, мы продолжаем
изучение связей между решениями класса систем обыкновенных дифференциальных
уравнений бесконечных размеров и решениями уравнений вида

d

dt
y(t) = f(y(t), qy(t− τ)), t > τ, (1)

установленных в работе [4]. В этой работе рассматривалась задача Коши для следующей
системы обыкновенных дифференциальных уравнений

dx
dt = Anx+ F (yn), dyn

dt = f(yn, xn),
x1|t=0 = · · · = xn|t=0 = 0, yn|t=0 = y0,

(2)

где An — двухдиагональная матрица размера n×n, а F (u)— вектор-столбец размерности
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n следующего вида

An =
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, F (yn) =
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qmyn
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0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

и τ, q > 0, m ∈ N , при этом функция f(u, v) ограничена и удовлетворяет условию
Липшица

sup
u,v∈R

|f(u, v)| = F <∞, |f(u1, v1) − f(u2, v2)| ≤ L1|u1 − u2|+ L2|v1 − v2|. (3)

В работе [4] было установлено, что две последние компоненты решения задачи Коши
(2) являются решениями следующей системы интегральных уравнений

xn(t,m) = qm

t∫
0

ψn(t− s,m)yn(s,m) ds, (4)

где

ψn(t,m) =
e−mt

(1 − mτ
n−1)n−1

Sn(t,m),

Sn(t,m) = 1− e−ωt
n−2∑
k=0

(ωt)k

k!
, ω =

n− 1
τ

−m, (5)

yn(t,m) = y0 +

t∫
0

f(yn(s,m), xn(s,m)) ds, (6)

В этой же работе было доказано, что некоторый класс решений уравнения (1) может
быть представлен как повторный предел

lim
m→∞ lim

n→∞ yn(t,m) = y(t), (7)

где yn(t,m)— последняя компонента решения задачи Коши для системы (2). Предельное
соотношение (7) было установлено при q ∈ (0, 1) на промежутке (τ, T0], где

τ < T0 < min
{

1− q

L1
,

1
L2

}
.

В работах [5,6] этот результат усилен. А именно, предельное соотношение (7) уста-
новлено при любых q > 0 на произвольном промежутке (τ, T ], а также получены оценки
скорости сходимости. В настоящей работе мы продолжаем исследование этой задачи,
доказывая предельное соотношение следующего вида

lim
n→∞ lim

m→∞ yn(t,m) = y(t), (8)
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на произвольном промежутке (τ, T ]. При этом параметр q > 0, а предельная функция
y(t) совпадает с пределом (7). Также мы устанавливаем некоторые оценки скорости
сходимости (8).

Отметим, что, по-видимому, впервые связи такого типа между решениями систем
обыкновенных дифференциальных уравнений бесконечных размеров и решениями диф-
ференциальных уравнений с запаздывающим аргументом были установлены в работе [7]
при моделировании многостадийного синтеза вещества без ветвления [8].

Автор выражает глубокую благодарность профессору Г.В. Демиденко за постановку
задачи и помощь в работе.

§ 2. Предельные свойства решений при m→∞

Рассмотим последовательность вектор-функций {zn(t,m)} :

zn(t,m) = (xn(t,m), yn(t,m)),

элементами которой являются две последних компоненты решения задачи Коши (2) при
фиксированном n. Для полученной последовательности верна

Теорема 1. Для любого n ∈ N имеет место равномерная сходимость на [0, T ], T > 0

lim
m→∞(xn(t,m), yn(t,m)) = (xn(t), yn(t)), (9)

причем предельная вектор-функция является решением системы интегральных уравне-
ний

xn(t) = q
(n−1

τ )n−1

(n−2)!

t∫
0

ξn−2e−
ξ(n−1)

τ yn(t− ξ)dξ,

yn(t) = y0 +
t∫
0

f(yn(s), xn(s))ds.
(10)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Представим xn(t,m) (см. (4)-(6)) в следующем виде:

xn(t,m) = qm

t∫
0

ψn(t− s,m)yn(s,m)ds =

=
qm

(1 − mτ
n−1)n−1

t∫
0

e−m(t−s)yn(s,m)ds −
n−2∑
k=0

qm(n−1
τ −m)k

k!(1 − mτ
n−1)n−1

t∫
0

(t− s)ke−
(n−1)(t−s)

τ yn(s,m)ds

= Im(t, n) +
n−2∑
k=0

Ik
m(t, n). (11)

Покажем, что Im(t, n) и все Ik
m(t, n) для k = 0, 1, . . . , n−3 стремятся к нулю при m→∞.

а) Рассмотрим Im(t, n). В силу ограниченности yn(t,m) на произвольном
отрезке [0, T ]

|yn(t,m)| ≤ |y0| + TF = Y, (12)

получим

|Im(t, n)| =
qm

(1 − mτ
n−1)n−1

∣∣∣∣
t∫

0

e−m(t−s)yn(s,m)ds
∣∣∣∣ ≤



О связи систем уравнений и уравнений с запаздывающим аргументом 55

≤ qY m

|(1 − mτ
n−1)n−1|

T∫
0

e−m(t−s)ds ≤ qY

|(1 − mτ
n−1)n−1| → 0 при m→∞, (13)

причем на m возникает естественное условие:

m >
n− 1
τ

.

б) Теперь рассмотрим Ik
m(t, n), k = 0, 1, . . . , n− 3. Эти интегралы можно после неко-

торых преобразований представить в следующем виде:

|Ik
m(t)| =

qm(n−1
τ )k

k!|(1 − mτ
n−1)n−1−k|

∣∣∣∣
t∫

0

(t− s)ke−
(t−s)(n−1)

τ yn(t,m)ds
∣∣∣∣.

Сделаем в интеграле замену: z = (t−s)(n−1)
τ . Тогда, с учетом (12), получим:

|Ik
m(t, n)| ≤ qY (n−1

τ )km
|(1 − mτ

n−1)n−1−k|k!Y
(

τ

n− 1

)k+1

τt
n−1∫
0

zke−zdz ≤

≤ qY m

( mτ
n−1 − 1)n−1−kk!

(
τ

n− 1

) ∞∫
0

zke−zdz =
qY m

( mτ
n−1 − 1)n−1−k

(
τ

n− 1

)
=

= Cn(m)mk+2−n, (14)

где функция Cn(m) равна

Cn(m) =
qY

( τ
n−1 − 1

m)n−1−k

(
τ

n− 1

)
.

Очевидно, что Cn(m)— убывающая функция, следовательно, ее можно ограничить неко-
торой константой, начиная с некоторого номера m0 >

n−1
τ . Следовательно, получаем

|Ik
m(t, n)| → 0, m→∞ при k = 0, 1, . . . , n− 3.

В силу представления (11) перепишем xn(t,m) в следующем виде

xn(t,m) = Am(t, n) + αm(n)

t∫
0

(t− s)n−2e−
(n−1)(t−s)

τ yn(s,m)ds,

где

Am(t, n) = Im(t, n) +
n−3∑
k=0

Ik
m(t, n),

αm =
qm(n−1

τ −m)n−2

(n− 2)!(1 − mτ
n−1)n−1

. (15)

Из предыдущих рассуждений имеем

max
[0,T ]

|Am(t)| → 0, m→∞. (16)
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Будем доказывать фундаментальность последовательности {(xn(t,m), yn(t,m)} в
C[0, T ] × C[0, T ] при фиксированном n. Оценим по модулю разности

|xn(t,m+ l)− xn(t,m)| ≤ |Am+l(t, n) −Am(t, n)|+

+q
∣∣∣∣αm+l(n)

t∫
0

(t− s)n−2e−
(n−1)(t−s)

τ yn(s,m+ l)ds−

−αm(n)

t∫
0

(t− s)n−2e−
(n−1)(t−s)

τ yn(s,m)ds
∣∣∣∣, (17)

|yn(t,m+ l)− yn(t,m)| ≤ L1

t∫
0

|yn(s,m+ l)− yn(s,m)|ds+

+L2

t∫
0

|xn(s,m+ l) − xn(s,m)|ds. (18)

Рассмотрим второе слагаемое в (17). С учетом (15) перепишем его в следующем виде

q

∣∣∣∣ (m+ l)(n−1
τ )n−2

(n− 2)!( (m+l)τ
n−1 − 1)

t∫
0

(t− s)n−2e−
(n−1)(t−s)

τ yn(s,m+ l)ds−

− m(n−1
τ )n−2

(n− 2)!( mτ
n−1 − 1)

t∫
0

(t− s)n−2e−
(n−1)(t−s)

τ yn(s,m)ds
∣∣∣∣ ≤

≤ q(n−1
τ )n−1

(n− 2)!

[∣∣∣∣( m

m− n−1
τ

− m+ l

m+ l − n−1
τ

) t∫
0

(t− s)n−2e−
(n−1)(t−s)

τ yn(s,m)ds
∣∣∣∣+

+
m+ l

m+ l − n−1
τ

∣∣∣∣
t∫

0

(t− s)n−2e−
(n−1)(t−s)

τ (yn(s,m+ l)− yn(s,m)ds
∣∣∣∣] =

=
q(n−1

τ )n−1

(n− 2)!
(In−2,1

m,l (t) + In−2,2
m,l (t)).

Рассмотрим каждый интеграл по отдельности. Для первого, в силу оценки (12), и после
замены z = (t−s)(n−1)

τ получим

|In−2,1
m,l (t)| ≤ Y

∣∣∣∣( m

m− n−1
τ

− m+ l

m+ l − n−1
τ

) t∫
0

(t− s)n−2e−
(n−1)(t−s)

τ ds

∣∣∣∣
≤ Y

(
τ

n− 1

)n−1∣∣∣∣( m

m− n−1
τ

− m+ l

m+ l − n−1
τ

) ∞∫
0

zn−2e−zdz

∣∣∣∣
= Y (n− 2)!

(
τ

n− 1

)n−1 (n−1)l
τ

(m− n−1
τ )(m+ l − n−1

τ )
→ 0 при m→∞. (19)
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Теперь рассмотрим функцию
ξn−2e−

(n−1)ξ
τ

и найдем ее максимум на отрезке [0, T ]. Нетрудно установить, что максимальное значе-
ние эта функция принимает в точке ξ = τ n−2

n−1 , и оно равно

max
[0,T ]

ξn−2e−
(n−1)ξ

τ =
(
τ
n− 2
n− 1

)n−2

e−(n−2).

Следовательно, верно неравенство

In−2,2
m,l (t) ≤ m+ l

m+ l − n−1
τ

(
τ
n− 2
n− 1

)n−2

e−(n−2)

t∫
0

|yn(s,m+ l)− yn(s,m)|ds.

Обозначим
xm,l

n (t) = |xn(t,m+ l)− xn(t,m)|,

ym,l
n (t) = |yn(t,m+ l)− yn(t,m)|.

Возвращаясь к системе неравенств (17), (18), с учетом проделанных выкладок, получим

xm,l
n ≤ Bm,l

n + βm,l
n

t∫
0

ym,l
n (s)ds, (20)

ym,l
n (t) ≤ L1

t∫
0

ym,l
n (s)ds+ L2

t∫
0

xm,l
n (s)ds. (21)

Очевидно, при m→∞ имеем

Bm,l
n → 0, βm,l

n → βn > 0,

где

βn = q
n− 1
τ

(n − 2)n−2

(n− 2)!
e−(n−2),

(последнее проверяется непосредственным вычислением).
При фиксированном l ∈ N обозначим правые части неравенств (20), (21) через

Um,l(t, n), Vm,l(t, n) соответственно. Продифференцируем Um,l и Vm,l по t. Получим

dUm,l(t, n)
dt

= βm,l
n ym,l

n (t) ≤ βm,l
n Vm,l(t, n), (22)

dVm,l(t, n)
dt

= L1y
m,l
n (t) + L2x

m,l
n (t) ≤ L1Vm,l(t, n) + L2Um,l(t, n). (23)

При этом Um,l(0, n) = Bm,l
n , Vm,l(0, n) = 0.

Из неравенства (23) имеем

Vm,l(t, n) ≤ L2

t∫
0

eL1(t−s)Um,l(s, n)ds. (24)
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Тогда, учитывая неравенство (22), получим

Um,l(t, n) ≤ Bm,l
n + βm,l

n L2

t∫
0

ξ∫
0

eL1(ξ−s)Um,l(s, n)dsdξ. (25)

Обозначим правую часть неравенства (24) заWm,l(t, n). Действуя по той же самой схеме,
получим следующее дифференциальное неравенство⎧⎪⎨⎪⎩

W ′′
m,l − βm,l

n L1L2W
′
m,l − βm,l

n L2Wm,l ≤ 0,
Wm,l(0) = Bm,l

n ,

W ′
m,l(0) = 0.

(26)

Перепишем дифференциальное неравенство в (26) в виде(
d

dt
− λ1I

)(
d

dt
− λ2I

)
Wm,l(t) ≤ 0,

где

λ1 =
βm,l

n L1L2 +
√

(βm,l
n L1L2)2 + 4βm,l

n L2

2
,

λ2 =
βm,l

n L1L2 −
√

(βm,l
n L1L2)2 + 4βm,l

n L2

2

— корни полинома λ2 − βm,l
n L1L2λ− βm,l

n L2 = 0.
Теперь, интегрируя это неравенство, получим с учетом начальных данных

Wm,l(t, n) ≤ Bm,l
n

λ1 − λ2
(λ1e

λ2t − λ2e
λ1t) → 0, m→∞. (27)

А так как, в силу (20) и (24),

xm,l
n (t) ≤ Um,l(t, n) ≤Wm,l(t, n),

то фундаментальность последовательности {xn(t,m)} доказана.
Докажем теперь фундаментальность последовательности {yn(t,m)} в C[0, T ] при

T > 0. В силу неравенств (21), (22), (25) имеем

ym,l
n (t) ≤ Vm,l(tбт) ≤ L2

t∫
0

eL1(t−s)Um,l(s, n)ds ≤ L2

t∫
0

eL1(t−s)Wm,l(s, n)ds. (28)

Следовательно, учитывая (27), на любом отрезке [0, T ] получаем

max
t∈[0,T ]

ym,l
n (t) → 0, m→∞,

то есть последовательность {ym,l
n (t)} является фундаментальной в C[0, T ].

В силу полноты пространства C[0, T ] × C[0, T ], существует вектор-функция

zn(t) = lim
m→∞ zn(t,m) ∈ C[0, T ]× C[0, T ].

Учитывая (3), несложно показать справедливость равенств (10).
Теорема доказана.
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§ 3. Предельные свойства решений при n→ ∞

Итак, система интегральных уравнений (10) при любых n однозначно разрешима и
ее решение — это вектор-функция zn(t) = (xn(t), yn(t)), определенная в (1). Увеличивая
неограниченно число n, получим последовательность вектор-функций {zn(t)}, опреде-
ленных на любом отрезке [0, T ].

В следующей теореме доказывается равномерная сходимость этой последовательно-
сти.

Теорема 2. Пусть функция f(u, v) удовлетворяет условиям (3), число T > τ . Тогда
последовательность {yn(t)} равномерно сходится на отрезке [0, T ], а последовательность
{xn(t)} сходится на множестве [0, τ) ∪ (τ, T ]

yn(t) → Y(t),

xn(t) → qX (t),

n→∞, (29)

где функция X (t) определяется следующими соотношениями

X (t) =

{
0, 0 ≤ t < τ,

qY(t− τ), τ < t ≤ t0,

а для функции Y(t) выполнены тождества:⎧⎪⎨⎪⎩
d
dtY(t) ≡ f(Y(t), qY(t− τ)) при τ < t ≤ t0,

Y(t) ≡ y0 +
t∫
0

f(Y(s), 0) ds при 0 ≤ t ≤ τ,

то есть функция Y(t) является решением задачи Коши для дифференциального урав-
нения с запаздывающим аргументом.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательство будем проводить по отрезкам [jτ, (j + 1)τ ].

Пусть t ∈ [0, τ). Покажем, что

xn(t) → 0 при n→∞. (30)

Из (10) получаем с учетом условия (3) на произвольном отрезке [0, T ]

|yn(t)| ≤ |y0| + TF = Y.

Следовательно, получим

|xn(t)| ≤ qY
(n−1

τ )n−1

(n− 2)!

t∫
0

ξn−2e−
ξ(n−1)

τ dξ. (31)

Так как
(n−1

τ )n−1

(n− 2)!

t∫
0

ξn−2e−
ξ(n−1)

τ dξ ≡ Sn(t, 0), (32)
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(это можно показать, проинтегрировав данный интеграл по частям), то в силу теоремы
1 работы [7] получаем, что последовательность xn(t) равномерно сходится к 0 на отрезке
[0, τ − ε] для любого ε ∈ (0, τ).

Теперь покажем, что последовательность yn(t) является фундаментальной в C[0, τ ].
Учитывая условия (3), имеем

|yn+l(t)− yn(t)| ≤
t∫

0

|f(yn+l(s), xn+l(s)) − f(yn(s), xn(s))|ds

≤ L1

t∫
0

|yn+l(s)− yn(s)|ds+ L2τ max
[0,τ−ε]

|xn+l(s) − xn(s)| + 2εF. (33)

Используя неравенство Гронуолла, получим

|yn+l(t)− yn(t)| ≤ (L2τ max
[0,τ−ε]

|xn+l(s) − xn(s)| + 2εF )eL1t.

В силу равномерной сходимости xn(t) и произвольности ε получаем, что последователь-
ность {yn(t)} фундаментальна в C[0, τ ]. Следовательно, существует предел

lim
n→∞ yn(t) = Y(t) ∈ C[0, τ ]. (34)

В силу (10), а также (30) при 0 ≤ t < τ имеем

Y(t) = y0 +

t∫
0

f(Y(s), 0)ds. (35)

Учитывая условия (3) и (34) в равенстве (35) можно перейти к пределу при t → τ − 0,
то есть формула (35) дает представление для предельной функции Y(t) на всем отрез-
ке [0, τ ].

Расcмотрим следующий промежуток t ∈ [τ, 2τ ]. Покажем, что последовательность
{xn(t)} равномерно сходится к qY(t− τ) при m→∞, t ∈ [τ + ε, 2τ ] для любого ε ∈ (0, τ).

Рассмотрим разность

|xn(t) − qY(t− τ)| =
∣∣∣∣q
(

n−1
τ

)n−1

(n− 2)!

t∫
0

ξn−2e−
ξ(n−1)

τ yn(t− ξ)dξ − qY(t− τ)
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣q
(

n−1
τ

)n−1

(n − 2)!

t∫
0

ξn−2e−
ξ(n−1)

τ (yn(t− ξ) − yn(t− τ))dξ
∣∣∣∣

+
∣∣∣∣q
(

n−1
τ

)n−1

(n − 2)!

t∫
0

ξn−2e−
ξ(n−1)

τ (yn(t− τ) −Y(t− τ))dξ
∣∣∣∣

+
∣∣∣∣q
(

n−1
τ

)n−1

(n− 2)!

t∫
0

ξn−2e−
ξ(n−1)

τ Y(t− τ)dξ − qY(t− τ)
∣∣∣∣ = J1

n(t) + J2
n(t) + J3

n(t). (36)
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Воспользовавшись формулой (10), получим

J1
n(t) ≤ q

(n−1
τ )n−1

(n− 2)!

t∫
0

ξn−2e−
ξ(n−1)

τ |yn(t− ξ) − yn(t− τ)|dξ

≤ q
(n−1

τ )n−1

(n− 2)!

t∫
0

ξn−2e−
ξ(n−1)

τ

∣∣∣∣
t−τ∫

t−ξ

f(yn(s), xn(s))ds
∣∣∣∣dξ

≤ Fq

(
n−1

τ

)n−1

(n− 2)!

t∫
0

|τ − ξ|ξn−2e−
ξ(n−1)

τ dξ = Fq

(
n−1

τ

)n−1

(n− 2)!

τ−ε∫
0

|τ − ξ|ξn−2e−
ξ(n−1)

τ dξ

+Fq

(
n−1

τ

)n−1

(n− 2)!

τ+ε∫
τ−ε

|τ − ξ|ξn−2e−
ξ(n−1)

τ dξ + Fq

(
n−1

τ

)n−1

(n− 2)!

t∫
τ+ε

|τ − ξ|ξn−2e−
ξ(n−1)

τ dξ

≤ Fqτ

(
n−1

τ

)n−1

(n− 2)!

τ−ε∫
0

ξn−2e−
ξ(n−1)

τ dξ

+Fqε

(
n−1

τ

)n−1

(n− 2)!

τ+ε∫
τ−ε

ξn−2e−
ξ(n−1)

τ dξ + Fqτ

(
n−1

τ

)n−1

(n− 2)!

t∫
τ+ε

ξn−2e−
ξ(n−1)

τ dξ.

Учитывая равенство (32) и свойства функции Sn(t, 0), (Sn(t, 0) ≤ 1, t > 0) получим

J1
n(t) ≤ qFτSn(τ − ε, 0) + 2qFε+ qτF (Sn(t, 0) − Sn(τ + ε, 0)). (37)

В силу теорем 1 и 2 из [7] имеет место равномерная сходимость Sn(η, 0) к нулю для
η ∈ [0, τ − ε] и к единице при η ≥ τ + ε. Тогда, учитывая произвольность ε, получаем
сходимость

J1
n(t) → 0, n→∞.

Так как при s ∈ [0, τ ] доказана равномерная сходимость

yn(s) → Y(s), n→∞,

то получаем, что J2
n(t) стремится к нулю при n→∞. Наконец, учитывая равенство (10)

и предельные свойства функции, Sn(t) получаем, что

J3
n(t) ≤ |Y(t− τ)|(1 − Sn(t)) → 0, n→∞.

Следовательно, есть равномерная сходимость на отрезке [τ + ε, 2τ ]

xn(t) → qY(t− τ), n→ ∞. (38)

Покажем фундаментальность последовательности yn(t) в пространстве C[τ, 2τ ].

|yn+l(t)− yn(t)| ≤ |yn+l(τ) − yn(τ)| +
t∫

τ

|f(yn+l(s), xn+l(s)) − f(yn(s), xn(s))|ds
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≤ |yn+l(τ) − yn(τ)| + L1

t∫
τ

|yn+l(s)− yn(s)|ds+ L2

τ+ε∫
τ

|xn+l(s) − xn(s)|ds

+L2

t∫
τ+ε

|xn+l(s) − xn(s)|ds ≤ |yn+l(τ) − yn(τ)| + L2τ max
[τ+ε,2τ ]

|xn+l(s) − xn(s)|

+L2ε( max
[τ,τ+ε]

|xn+l(s)| + max
[τ,τ+ε]

|xn(s)|) + L1

t∫
τ

|yn+l(s)− yn(s)|ds.

С использованием неравенства Гронуолла получим

|yn+l(t) − yn(t)| ≤ (|yn+l(τ) − yn(τ)| + L2τ max
[τ+ε,2τ ]

|xn+l(s) − xn(s)|

+L2ε( max
[τ,τ+ε]

|xn+l(s)|+ max
[τ,τ+ε]

|xn(s)|))e2τL1 . (39)

Учитывая фундаментальность последовательности {yn(t)} в C[0, τ ], а также сходимость
(38), ограниченность xn(t) и произвольность ε, получим, что |yn+l(t)−yn(t)| → 0, n→∞
на отрезке [τ, 2τ ].

Следовательно, существует предел

lim
n→∞ yn(t) = Y(t) ∈ C[τ, 2τ ]. (40)

В силу (10), а также (30) при τ < t ≤ 2τ имеем

Y(t) = y0 +

τ∫
0

f(Y(s), 0)ds +

t∫
τ

f(Y(s), qY (t− τ))ds. (41)

Учитывая условия (3) и (40) в равенстве (41) можно перейти к пределу при t → τ + 0,
то есть формула (41) дает представление для предельной функции Y(t) на всем отрезке
[τ, 2τ ].

Аналогичным образом доказывается сходимость (29) на отрезках [jτ, (j + 1)τ ], j =
2, 3, . . .

Теорема доказана.

§ 4. Оценки скорости сходимости

Следующей нашей целью является оценка скоростей сходимости (9) и (29).

Теорема 3. Для любого T > τ верно следующее неравенство

max
[0,T ]

|yn(t) −Y(t)| ≤ Cn−1/4, n� 1. (42)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказывать неравенство (42) будем по отрезкам [jτ, (j + 1)τ ],
j = 0, 1, 2, . . .
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Рассмотрим первый отрезок [0, τ ]. В силу фундаментальности последовательности
{yn(t)} на этом отрезке в неравенстве (33) можно перейти к пределу при l → ∞. Учи-
тывая неравенство (31), равенство (32) и результаты работы [4], получим

max
[0,τ ]

|yn(t)− Y(t)| ≤ (L2τ max
[0,τ−ε]

|xn(s)| + 2εF )eL1τ ≤
(
L2τqY

1√
2πnε

+ 2εF
)
eL1τ .

Беря ε равным n−1/4, получим оценку

max
[0,τ ]

|yn(t) − Y(t)| ≤
(
L2τqY√

2π
+ 2F

)
eL1τn−1/4 = C1n

−1/4. (43)

Рассмотрим следующий промежуток [τ, 2τ ].
В силу неравенств (36), (37), а также используя оценку (43), получим

|xn(t) − Y(t− τ) ≤ qτFSn(τ − ε) + 2qFε+ qτF (|Sn(t) − 1| + |Sn(τ + ε)− 1|
+qC1n

−1/4 + qY |Sn(t)− 1|.
По результатам работы [4] получим

max
[τ+ε,2τ ]

|xn(t) − qY(t− τ)| ≤ K1√
nε

+K2ε+ qC1n
−1/4.

Переходя к пределу при l→∞ в неравенстве (36), а также учитывая, что |xn(t)| ≤ qY ,
имеем

|yn(t) −Y(t)| ≤
(
C1n

−1/4 + L2τ

(
K1√
nε

+K2ε+ qC1n
−1/4

)
+ 2qY L2ε

)
etL1 .

Полагая ε = n−1/4, окончательно получим

max
[τ,2τ ]

|yn(t) − Y(t)| ≤ C2n
−1/4.

Двигаясь последовательно по промежуткам, можно получить оценку (42) на любом
отрезке [0, T ].

Теорема доказана.
Теперь сформулируем и докажем теорему о скорости сходимости (9).

Теорема 4. Для любого фиксированного n ∈ N имеет место следующее неравенство

max
[0,T ]

|yn(t,m) − yn(t)| ≤ Km−1, m� 1,

где T <∞, а константа K не зависит от m.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сначала рассмотрим модуль разности |xn(t,m)−xn(t)|. Из пред-
ставления (11) для xn(t,m), а также формул (13) и (14) получим, что скорость сходи-
мости (15) есть m−1. Устремляя в (19) l к бесконечности, получим, что

In−2,1
n (t) = lim

l→∞
In−2,1
n,l (t) = O(m−1).

Следовательно,
Bm = lim

l→∞
Bm,l ≤ K1m

−1.

Окончательно, из неравенств (27), (28) получим, что

max
[0,T ]

|yn(t,m) − yn(t)| ≤ Km−1, m� 1.

Теорема доказана.
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