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А.И. Парфенов

О СУЩЕСТВОВАНИИ СЖИМАЮЩЕГО ОТОБРАЖЕНИЯ,
СОХРАНЯЮЩЕГО ГРАНИЧНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ∗

Пусть в кубе Q = (0, 1)n евклидова пространства задана конечная положительная мера μ.
Для одной из граней S кубаQ в пространстве СоболеваWm

p (Q), гдеmp > n, рассмотрим подпро-
странство Z, состоящее из функций с нулевым полным следом на ∂Q \ S. Исследуется вопрос
о существовании нелинейного оператора T , который ограничен в Z, сохраняет полный след
функций на S и является сжимающим в пространстве L2,µ(Q). Приводится связь этого усло-
вия с теорией интерполяции банаховых пространств, индефинитными спектральными задачами
и нелинейными дифференциальными уравнениями. Доказываются достаточные и необходимое
условия существования T в терминах n, m, p и μ. При n = 1 получен критерий существова-
ния T в терминах μ. В доказательстве некоторых результатов используется полиномиальная
аппроксимация функций с малой соболевской нормой.

Введение

Настоящая статья является версией препринта [7], сокращенной за счет наиболее
технической части рассуждений.

Пусть дана тройка Y0 ⊂ Y ⊂ X банаховых пространств, причем Y0 — замкнутое
подпространство в Y . В § 1 установлен критерий выполнения условия

∃θ ∈ (0, 1) (X,Y0)θ,2 = (X,Y )θ,2

в терминах существования отображения T : Y → Y с некоторыми свойствами; через
(·, ·)θ,q обозначается метод вещественной интерполяции. В § 2 критерий обобщен на трой-
ку RY0 ⊂ RY ⊂ X, где Y0 ⊂ Y

R−→ X. В § 3 и далее в качестве тройки RY0 ⊂ RY ⊂ X

выступают функциональные пространства в кубе евклидова пространства, определяе-
мые борелевской мерой μ и числовыми параметрами n, m, p. Условие существования
T принимает вид (9) — существования сжимающего отображения, сохраняющего гра-
ничные значения. Нас интересуют конкретные условия на μ, при которых верно (9).
Применение условия (9) в индефинитных спектральных задачах и нелинейных диффе-
ренциальных уравнениях смешанного типа отнесено в 10.

В § 4 дан критерий (в терминах μ) выполнения условия (9) в одномерном случае,
тогда как в §§ 6–10 мы работаем с многомерной ситуацией. В § 5 устанавливается необ-
ходимое для выполнения (9) условие, формулируется условие (17), аналогичное одно-
мерному условию из 4, и показано, что (17) недостаточно для справедливости (9) при
p(m−1) > 2. Чтобы двигаться дальше, в § 6 осуществляется построение типа разбиения
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Уитни. В § 7, служащем основой следующих двух параграфов, доказана теорема, поз-
воляющая устанавливать утверждение (9). В § 8 показано, что условие (17) достаточно
для справедливости (9) как при m = 1, так и если μ задается медленно меняющейся
плотностью. В следующем § 9 то же самое установлено при m = 2, p < 2. Пограничный
случай m = 2, p = 2 остается, таким образом, неисследованным. Доказательство клю-
чевой в § 9 леммы 10 можно найти в [7, с. 35–41]. Как уже говорилось, заключительный
§ 10 содержит приложения основного условия (9).

§ 1. Критерий выполнения интерполяционного условия

Лемма 1. Если N1 ∈ (0, 1), N2 > 1 и β ∈ (0, β0] для β0 = ln(1/N1)
ln(N2/N1) , то для любого

положительного D � 1 найдется такое целое k � 1, что

Nk
1 + (1 +Nk

2 )D � (N2 + 2)Dβ . (1)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если определить r � 0 из условия N r
1 = N r

2D, то N r
1 = N r

2D =
= Dβ0 . Увеличение r до ближайшего положительного целого k не увеличит N r

1 и уве-
личит N r

2D не более чем в N2 раз. Поэтому Nk
1 +Nk

2D � (1 +N2)Dβ0 , и (1) следует из
неравенств D � Dβ0 � Dβ. �

Для интерполяционной пары {A0, A1} банаховых пространств, 0 < θ < 1 и 1 � q � ∞
символ (A0, A1)θ,q означает вещественное интерполяционное пространство [2].

Теорема 1. Пусть банахово пространство Y непрерывно вложено в банахово X, и Y0 —
замкнутое подпространство в Y . Тогда (X,Y0)θ,2 = (X,Y )θ,2 для некоторого θ ∈ (0, 1)
тогда и только тогда, когда

существуют такие T : Y → Y , N1 ∈ (0, 1) и N2 > 1,
что для любого u ∈ Y выполнены условия
T (u)− u ∈ Y0, ‖T (u)‖X � N1‖u‖X , ‖T (u)‖Y � N2‖u‖Y .

(2)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Вложение Y0 ⊂ Y влечет (X,Y0)s,2 ⊂ (X,Y )s,2 для всех s, так что
надо показать, что (2) равносильно существованию такого θ, что (X,Y )θ,2 ⊂ (X,Y0)θ,2.
Ввиду лемм 1 и 2 из [5] последнее условие равносильно существованию таких b > 0,
β ∈ (0, 1), что при любых t > 0 и u ∈ Y найдется v ∈ Y0, для которого выполняется
неравенство

‖u− v‖X + t‖v‖Y0 � btβ‖u‖1−β
X ‖u‖β

Y . (3)

Пусть выполнено последнее условие. Выберем N1 ∈ (0, 1) произвольно и найдем
v ∈ Y0 по u ∈ Y \{0} и t = ‖u‖X‖u‖−1

Y (N1/b)1/β . Положим T (u) = u−v. Тогда T (u)−u =
= −v ∈ Y0, и из (3) следуют остальные два условия в (2):

‖T (u)‖X � ‖u‖Xb(t‖u‖Y ‖u‖−1
X )β = N1‖u‖X ,

‖T (u)‖Y � ‖u‖Y + ‖v‖Y0 � ‖u‖Y [1 + b(t−1‖u‖X‖u‖−1
Y )1−β ] = N2‖u‖Y

с N2 = 1 + b(N1/b)1−1/β . При u = 0 полагаем T (0) = 0.
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Пусть, наоборот, выполнено (2). Возьмем значение β0 из леммы 1 и положим b =
= N2 + 2 и β = β0. Пусть t > 0, u ∈ Y \ {0} и D = t‖u‖Y ‖u‖−1

X . Если bDβ � 1, то (3)
выполняется с v = 0 ∈ Y0. Если bDβ < 1, то D < 1, и, найдя k по лемме 1, положим
v = u−T k(u). Отметим, что v = u−T (u)+[T (u)−T (T (u))]+ . . .+[T k−1(u)−T (T k−1(u))]
принадлежит Y0. Цепочка неравенств

‖u− v‖X + t‖v‖Y0 � Nk
1 ‖u‖X + t(1 +Nk

2 )‖u‖Y = [Nk
1 + (1 +Nk

2 )D]‖u‖X �
� (N2 + 2)Dβ‖u‖X = btβ‖u‖1−β

X ‖u‖β
Y

показывает, что имеет место (3). При u = 0 (3) выполняется с v = 0. �
Заметим, что в [9] приведен критерий выполнения равенства (X,Y0)θ,q = (X,Y )θ,q

для фиксированных θ и 1 � q <∞, где коразмерность Y0 в Y равна 1.

§ 2. Модификация предыдущей теоремы

Пусть X и Y — банаховы пространства, R : Y → X — линейный непрерывный опе-
ратор. На линеале RY норма

‖y‖RY = inf
y∈Y : Ry=y

‖y‖Y , y ∈ RY,

задает структуру банахова пространства, вложенного в X [6, § 2]. Некоторые простые
свойства RY приведены в [7, раздел 2.3].

Пусть Y0 — замкнутое подпространство в Y . Тогда RY0 ⊂ RY , но RY0 может не
быть замкнутым подпространством в RY [7, раздел 3.2], поэтому следующая теорема
не сводится непосредственно к предыдущей.

Теорема 2. В предположениях этого параграфа следующие условия эквивалентны:

∃θ ∈ (0, 1) (X, RY0)θ,2 = (X, RY )θ,2; (4)

∃b > 0 ∃β ∈ (0, 1) ∀t > 0 ∀y ∈ RY ∃y0 ∈ RY0

‖y − y0‖X + t‖y0‖RY0 � btβ‖y‖1−β
X ‖y‖β

RY ;
(5)

∃b > 0 ∃β ∈ (0, 1) ∀t > 0 ∀y ∈ Y ∃y0 ∈ Y0

‖Ry −Ry0‖X + t‖y0‖Y0 � btβ‖Ry‖1−β
X ‖y‖β

Y ;
(6)

существуют отображение T : Y → Y и константы
N1 ∈ (0, 1), N2 > 1 такие, что для всех u ∈ Y
T (u)− u ∈ Y0, ‖RT (u)‖X � N1‖Ru‖X и ‖T (u)‖Y � N2‖u‖Y .

(7)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу вложения RY0 ⊂ RY равносильность (4) и (5) вытекает
из лемм 1 и 2 в [5].

Считая (5) верным, положим b := 2b. Для t > 0 и y ∈ Y положим y := Ry, найдем y0

из (5), после чего выберем y0 ∈ Y0 такое, что Ry0 = y0 и ‖y0‖Y0 � 2‖y0‖RY0 . Из неравен-
ства ‖y‖RY � ‖y‖Y видно, что верно (6). Обратная импликация (6) ⇒ (5) доказывается
аналогично.

Равносильность (6) и (7) устанавливается аналогично теореме 1. Различия: в первой
части доказательства при Ru = 0 надо взять T (u) := u, а при Ru �= 0 рассмотреть
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t = ‖Ru‖X‖u‖−1
Y (N1/b)1/β > 0; во второй части при Ry = 0, где y = u, неравенство из

(6) выполняется с y0 = 0, а при Ry �= 0 надо рассмотреть D = t‖y‖Y ‖Ry‖−1
X > 0. �

§ 3. Конкретная тройка RY0 ⊂ RY ⊂ X

Далее будем работать с пространствами функций в множествах евклидова простран-
ства Rn, n � 1, в связи с чем определим «хороший» класс множеств. Диаметр множества
X в евклидовом пространстве в метрике d0(x, y) = maxj |xj − yj | обозначим через lX .
Если X — куб, то lX совпадает с длиной ребра. Зафиксируем постоянную Θ ∈ (0, 1/2].
Пусть R — множество всех таких непустых ограниченных множеств X в Rn, что X
звездно относительно какого-либо шара радиуса не менее ΘlX .

Пусть даны постоянные

1 < p <∞, целые n,m � 1, α = m− n

p
> 0. (8)

Для G ∈ R под Wm
p (G) понимаем пространство Соболева Wm

p (G◦) над внутренностью
G◦ множества G. В силу теоремы вложения Соболева определен оператор
R+ : Wm

p (G) → C(G), сопоставляющий функции продолжение по непрерывности на G
ее непрерывного представителя. Не оговаривая особо, мы будем считать функции из
Wm

p (G) непрерывными.

Пространства Y0, Y , X будут состоять из функций в кубе E+ = (0, 1)×F , где взяли
F = [0, 1)n−1 ради будущего удобства разбиения интервалов на подынтервалы. При
n = 1 имеем E+ = (0, 1). Положим

Z = {u ∈Wm
p (E+) : полный след функции u на всех гранях

куба E+, кроме грани 0 × F, нулевой} и
Z0 = {u ∈ Z : полный след функции u на 0× F нулевой} = W̊m

p (E◦
+).

Напомним, что полный след для функций из Wm
p (G) на плоском куске границы ∂G —

это совокупность граничных значений производных по нормали порядков 0,m− 1. Нор-
мируем Z и Z0 выражением

‖u‖Z =
(∫

E+

|∇mu|p dx
)1/p

, |∇mu| =
(∑

|β|=m
|Dβu|2

)1/2

.

Пусть в E+ задана положительная конечная регулярная борелевская мера μ. По-
ложим H = L2,μ(E+) (пространство L2 относительно меры μ). Ясно, что R+ можно
считать оператором Z → H. Для пространств Y0 := Z0, Y := Z, X := H и оператора
R := R+ выполняются предпосылки предыдущего параграфа. Условие (7) принимает
следующий вид:

существуют отображение T : Z → Z и константы
N1 ∈ (0, 1), N2 > 1 такие, что для всех u ∈ Z
T (u)− u ∈ Z0, ‖R+T (u)‖H � N1‖R+u‖H и ‖T (u)‖Z � N2‖u‖Z .

(9)
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§ 4. Одномерный случай

Дальше в статье C, C0, C1 и т. д. обозначают положительные постоянные. Иногда
константы используются для неявной ссылки на неравенства. В данном параграфе раз-
берем случай n = 1. Полный след {u(k)(0)}m−1

k=0 на {0} функции u ∈ Z обозначим че-
рез Tru.

Теорема 3. Если n = 1 в предположениях 3, то (9) равносильно условию

∃ω ∈ (0, 1) ∀ε ∈ (0, 1) I+
ωε � 1

2
I+
ε , где I+

ε = μ
(
(0, ε)

)
. (10)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Необходимость. Пусть выполнено (9). Возможность образовать итерации отображе-
ния T показывает, что постоянную N1 в (9) можно считать достаточно малой, а именно
N1 < 1/

√
2. С помощью формулы Тейлора и неравенства Гельдера легко доказывается

неравенство (для непрерывных представителей)

|v(x)| � C1x
α‖v‖Z , если v ∈ Z, Tr v = 0 & 0 < x < 1. (11)

Зафиксируем ϕ ∈ Cm[0,∞) со свойствами 0 � ϕ � 1, ϕ = 1 на [0, 1/2] и ϕ = 0 на [1,∞).
Для ε ∈ (0, 1] через Zε обозначим множество всех u ∈ Z с supp u ⊂ [0, ε]. Функция
u(x) = ϕ(x/ε) принадлежит Zε и ‖u‖Z = C2ε

−α. Возьмем c = 1 − √
2N1. Согласно (9)

норма функции v = u− T (u) в Z оценивается через C2(1 +N2)ε−α, так что применение
(11) дает такое ω ∈ (0, 1/2], что |v(x)| � c при 0 < x � ωε. Заметим, что u = 1 и
|T (u)| � 1 − c для указанных значений x. Отсюда неравенства

(1 − c)2I+
ωε � ‖R+T (u)‖2

H � N2
1 ‖R+u‖2

H � N2
1 I

+
ε

доказывают (10) ввиду [N1/(1 − c)]2 = 1/2.

Достаточность. Для ε ∈ (0, 1] и набора чисел f = {fk}m−1
k=0 положим [f ]ε =

∑m−1
k=0 ε

k|fk|.
Для s = 0, . . . ,m− 1 пусть Xs = [ω2s+1, ω2s) и ε ·Xs = {εx : x ∈ Xs}. Верны неравенства

sup
[0,1]

|u| � C3ε
α‖u‖Z , u ∈ Zε, (12)

C4[f ]ε � εα inf
u∈Zε

Tr u=f

‖u‖Z � C5[f ]ε, (13)

C6[Tru]ε � εα
(∫ ε

0
|u(m)|p dx

)1/p

+ max
s=0,..,m−1

inf
ε·Xs

|u|, u ∈Wm
p (0, ε), (14)

растяжением независимой переменной сводящиеся к случаю ε = 1. Неравенство (12)
доказывается аналогично (11). Пусть ε = 1. Левое неравенство в (13) очевидно. Пра-
вое тоже очевидно, поскольку для l = 0, . . . ,m − 1 существуют функции ul ∈ Z = Z1

с Trul = {δlk}m−1
k=0 , откуда Tru = f для u =

∑m−1
l=0 flul. По соображениям однородно-

сти существование константы C6 достаточно установить, когда правая часть (14) рав-
на 1. Пусть это верно. По формуле Тейлора существует такой полином q степени не
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выше m − 1, что sup[0,1] |u(k) − q(k)| � C при k = 0, . . . ,m − 1. Пусть xs ∈ Xs та-
ковы, что |u(xs)|� 1. Тогда |q(xs)| � 1 + C, и из формулы Ньютона для интерполя-
ционного многочлена следует, что q принадлежит ограниченному множеству. Отсюда
|q(k)(0)| � C ′, |u(k)(0)| � C + C ′, [Tru]1 � m(C + C ′), и в качестве C6 можно взять
min(m−1(C + C ′)−1, 2C4), где требование C6 � 2C4 понадобится ниже.

Пусть выполнено (10). Тогда I+
ωε � μ

(
[ωε, ε)

)
. Выберем N1 ∈ (0, 1) произвольно. По

(10) найдется такое δ ∈ (0, ω2m−1), что для любого ε(
4C3C5

N1C6

)2

I+
δε � I+

εω2m−1

(
� μ(ε ·Xm−1) � μ(ε ·Xm−2) � · · · � μ(ε ·X0)

)
.

Рассмотрим произвольное u ∈ Z. При Tru = 0 можно положить T (u) = 0, поэтому
считаем, что Tru �= 0. Из (13) следует, что ‖u‖Z � C4[Tru]1 � C6

2 [Tru]1, и ввиду
α = m − 1/p > m − 1 найдется ε ∈ (0, 1] со свойством εα‖u‖Z = C6

2 [Tru]ε. При по-
мощи (13) найдем искомое T (u) в Zδε с TrT (u) = Tru и ‖T (u)‖Z � 2C5(δε)−α[Tru]δε �
� 2C5(δε)−α[Tru]ε = N2‖u‖Z для N2 = 4C5C

−1
6 δ−α. Осталось доказать оценку в про-

странстве H. Из (12) следует, что sup[0,1] |T (u)| � C3(δε)α‖T (u)‖Z � 2C3C5[Tru]ε, а из
(14) — что |u| � C6

2 [Tru]ε на ε ·Xs для некоторого s, откуда

‖R+T (u)‖2
H � I+

δε

(
2C3C5[Tru]ε

)2 = I+
δε

(
4C3C5

C6
· C6

2
[Tru]ε

)2

�

� N2
1μ(ε ·Xs)

(
C6

2
[Tru]ε

)2

� N2
1 ‖R+u‖2

H . �

Условие (10) впервые появилось в [5]. Оно сходно со свойством удвоения меры из
теории метрических пространств с мерой. В теореме 3 из [6] в предположении спра-
ведливости (10) при n = m = 1 построен линейный симметричный в H оператор T со
свойствами из (9).

§ 5. Необходимое и недостаточное условия

Разобравшись с одномерным случаем, считаем n � 2. В теореме 4 получено одно
условие на μ, необходимое для выполнения (9), после чего оно усиливается до условия
(17), которое все равно оказывается недостаточным для справедливости (9), если пара-
метры (8) таковы, что p(m− 1) > 2. Данный результат соотносится с результатами § 8,
§ 9, где показано, что (17) ⇒ (9) при p(m− 1) < 2.

Для куба P ⊂ Rn−1 положим P× = (0, lP )×P . Следующую лемму, обобщающую
неравенство (11), легко доказать при помощи продолжения функции v нулем в
(−lQ, 0]×Q и интегрального представления Соболева [4, с. 24] относительно шара B ⊂
⊂ (−lQ, 0] ×Q.

Лемма 2. Пусть n � 2 в (8), куб Q ⊂ Rn−1, и полный след функции v ∈ Wm
p (Q×)

на {0} × Q равен нулю. Тогда для некоторой постоянной C0, не зависящей от Q и v,
выполняется неравенство

sup
Q×

|v| � C0l
α
Q

(∫
Q×

|∇mv|p dx
)1/p

.
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Отметим, что σX для куба X и σ > 0 — это концентричный с X куб с ребром σlX .

Теорема 4. Пусть n � 2 в условиях § 3 и выполнено (9). Тогда

для любого ρ > 0 существует такое ζ ∈ (0, 1/2],
что для любого куба P ⊂ F выполняется неравенство
μ
(
X
)

� ρμ
(
P×), где X = (0, ζlP ) × 3

4P .
(15)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Выберем c ∈ (0, 1) произвольно. Аналогично теореме § 3 можно
считать, что N1 � (1− c)

√
ρ. Применение растяжений показывает, что для любого куба

P ⊂ F найдется такая функция ϕ(x) ∈ Cm, где x = (x1, x
′) ∈ Rn и x1 > 0, что

ϕ = 0 вне P×; ϕ(x1, x
′) = 1 при 0 < x1 � lP

2
, x′ ∈ 3

4
P ; 0 � ϕ � 1; ‖ϕ‖Z = C1l

−α
P .

Применяя лемму 2 к v = ϕ− T (ϕ) и кубам Q ⊂ 3
4P с lQ = ζlP , получаем

sup
X

|v| � C0(ζlP )α‖ϕ − T (ϕ)‖Z � C0(ζlP )α(1 +N2)C1l
−α
P ,

что может быть сделано меньше c выбором достаточно малого ζ. Ввиду «ϕ = 1 на X»
имеем |T (ϕ)| � 1 − c на X, откуда

(1 − c)2μ
(
X
)

� ‖R+T (ϕ)‖2
H � N2

1 ‖R+ϕ‖2
H � (1 − c)2ρμ

(
P×). �

Напомним, что F = Fn−1
1 , где полуинтервал F1 := [0, 1); вообще, далее под словом

полуинтервал понимается «оттервал» вида [ξ, η), а куб — произведение полуинтервалов
равной длины. Пусть 0 < σ � 1 и полуинтервал I ⊂ F1. Обозначим σI = [a, b) и
∂I ∩ ∂F1 = Ω. Через r(σ, I) обозначим: [a, b) при Ω = ∅, [0, b) при Ω = {0}, [a, 1) при
Ω = {1} и [0, 1) при Ω = {0, 1}. Для куба I в F вида

I = I2 × · · · × In (16)

введем параллелепипед r(σ, I) = r(σ, I2) × · · · × r(σ, In). Условие

∀ρ > 0 ∃ζ ∈ (0, 1/2] такое, что для любого куба P ⊂ F

μ
(
(0, ζlP )× r(3/4, P )

)
� ρμ

(
[ζlP , lP ) × P

) (17)

сильнее чем (15), поскольку 3
4P ⊂ r(3/4, P ) и [ζlP , lP ) ⊂ (0, lP ). При p(m − 1) > 2

построим такую меру μ = μ0, что (17) все же недостаточно для справедливости (9).
Мера μP,N,w. Пусть даны куб P ⊂ F , целое N > 3 и w > 0. Представим P в виде

I × Q, где I ⊂ F1 и Q ⊂ [0, 1)n−2. При n = 2 сомножитель Q пропадает. Пусть I =
= [a− l/2, a + l/2), где l = lP = lI = lQ. Положим d = 3l/4N (< l/4) и введем функцию

h(s) =

⎧⎨⎩a+ 2d− s, 0 < s � 2d,

a, 2d � s < 1.

Из d < l/4 следует, что h((0, 1)) = [a, a + 2d) ⊂ I ⊂ F1. Определим меру μ = μP,N,w

в E+ условием
∫
E+

f dμ = w
∫
f(x1, h(x1), x′′) dx̂ для любой непрерывной функции f ,

где x = (x1, x
′) = (x1, x2, x

′′), x̂ = (x1, x
′′), а интегрирование выполняется по множеству
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(0, 1)×[0, 1)n−2. Заметим, что μ(E+) = w и проекция носителя меры μ на F вдоль первой
координатной оси равна [a, a+ 2d) × [0, 1)n−2 ⊂ I × [0, 1)n−2.

Рассмотрим ρ > 0, ζ ∈ (0, 1/16] и куб S = IS ×QS ⊂ F , где IS = [b − lS/2, b + lS/2)
для некоторого b. Если δ1 = μ

(
(0, ζlS) × r(3/4, S)

)
, то из r(3/4, S) ⊂ S следует, что

δ1 � w(ζlS)ln−2
S = wζln−1

S . Допустим, что δ1 > 0. Тогда h(x1) ∈ r(3/4, IS) для некоторого
x1 ∈ (0, ζlS). Если b− lS/2 > 0, то левый конец r(3/4, IS) равен b− 3

8 lS , откуда h(0+) �
� h(x1) � b− 3

8 lS . При s ∈ [ζlS, lS/8] будет h(s) � h(0+) − s � b− 3
8 lS − 1

8 lS = b− lS/2 и
h(s) � h(ζlS) � h(x1) ∈ IS , поэтому h(s) ∈ IS и δ2 = μ

(
[ζlS, lS)×S) � μ

(
[ζlS , lS/8]×S

)
=

= w(1
8 − ζ)lSln−2

S � w 1
16 l

n−1
S . Если b− lS/2 = 0, то заведомо h(s) � b− lS/2 и h(s) ∈ IS , и

снова δ2 � w 1
16 l

n−1
S . Таким образом, при ζ = 1

16 min(1, ρ) имеем δ1 � ρδ2. Мы доказали,
что μ = μP,N,w удовлетворяет (17), причем соответствие ρ 
→ ζ не зависит от P , N и w.

Функции uP и v в Z. Пусть дан куб P ⊂ F . Возьмем функцию ϕ из начала до-
казательства теоремы 4. Если, как раньше, a — центр I, где P = I × Q, то поло-
жим uP (x) = (x2 − a)ϕ(x). Поскольку ϕ строилась при помощи сдвигов и растяже-
ний, несложно видеть, что с не зависящей от P постоянной C2 выполняется равенство
‖uP ‖Z = C2l

1−α
P = C2l

1−α. Если для некоторой меры μ выполнено (9), то функция
v = uP − T (uP ) удовлетворяет ‖v‖Z � C2(1 +N2)l1−α.

Оценка ‖R+T (uP )‖H снизу и сверху. Пусть P = I × Q, N , w, l, a, d, h, ϕ, uP и
v такие, как выше. Предположим, что (9) выполнено для μ = μP,N,w. Допустим, что
N2

1 < 8C3/27, где C3 = 3n+14−n−2.
Поскольку |ϕ| � 1 и ϕ = 0 вне P×, имеем ‖R+uP‖2

H � w
∫
(0,l)×Q(h(x1) − a)2 dx̂ �

� w(2d)2(2d)ln−2 = w 27
8 N

−3ln+1, откуда ‖R+T (uP )‖2
H � N2

1 ‖R+uP ‖2
H < C3wN

−3ln+1.
С другой стороны, разложим 3

4Q в объединение ∪K
j=1Qj попарно дизъюнктных кубов

с lQj = d, где K = Nn−2. Положим I0 = [a+ d, a+ 2d) и Pj = I0 ×Qj. Из N � 4 следует,
что 2d � 3

8 l, откуда I0 ⊂ 3
4I и d < l/2. Поэтому P×

j = (0, d) × I0 × Qj содержится в
области, где ϕ = 1 и uP (x) = x2 − a � d. Поскольку полный след v на {0} × Pj равен
нулю, из леммы 2 и неравенства Гельдера выводим

∑
j

sup
P×

j

|v| � C0d
α
∑

j

(∫
P×

j

|∇mv|p dx

)1/p

� C0d
α

(∫
∪jP×

j

|∇mv|p dx

)1/p

K1−1/p �

� C0C2(1 +N2)l1−αdαK1−1/p = C4l
1−αKd

(
3l
4N

)α−1

N (2−n)/p = C5KdN
1−m+2/p.

В силу p(m− 1) > 2 при большом N последняя величина меньше Kd/2.
Обозначим cj = d − supP×

j
|v| и c+j = max(cj , 0). По неравенству треугольника

|T (uP )| � (infP×
j
|uP |−supP×

j
|v|)+ = c+j на P

×
j . Из μ(P×

j ) = wdn−1 и неравенства Шварца
следует, что

‖R+T (uP )‖2
H �

∑
j

(c+j )2μ(P×
j ) = wdn−1

∑
j

(c+j )2 � wdn−1

(∑
j

c+j

)2(∑
j

12

)−1

�

� wdn−1K−1

(∑
j

cj

)2

= wdn−1K−1

(
Kd−

∑
j

sup
P×

j

|v|
)2

�

� wdn+1K/4 = C3w(l/N)n+1Nn−2 = C3wN
−3ln+1.
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Полученное противоречие показывает, что для меры μP,N,w, удовлетворяющей свойству
(17), утверждение (9) ложно, если N2

1 < 8C3/27 и N достаточно велико.

Анонсированный контрпример. Для k � 3 возьмем Pk = Ik×Qk ⊂ F с попарно непе-
ресекающимися Ik, последовательность Nk →∞ при k →∞, последовательность wk > 0
с
∑∞

k=3wk <∞, и положим μk = μPk,Nk,wk
. Конечная мера μ0 =

∑∞
k=3 μk удовлетворяет

свойству (17) и не удовлетворяет свойству (9). Первое утверждение вытекает из того,
что неравенства μk(X) � ρμk(Y ) влекут неравенство μ0(X) =

∑
k μk(X) � ρ

∑
k μk(Y ) =

= ρμ0(Y ). Если бы μ0 удовлетворяла (9), то она удовлетворяла бы (9) c N2
1 < 8C3/27 и

другими T , N2, см. рассуждение ниже (10). Если рассматривать функцию u = uPk
, то

проводившиеся рассуждения одинаковы для мер μ0 и μk, поскольку они локализованы
внутри P×

k , а P
×
k не пересекается с носителем меры μj при j � 3, j �= k. При больших k

имеем C5N
1−m+2/p
k < 1/2 и получаем противоречие.

§ 6. Конструкция ξ-покрытия

Сформулируем один результат о множествах r(σ, I) из предыдущего параграфа.

Лемма 3. Пусть центры полуинтервалов I, I ′ ⊂ F1 с lI = lI′ = l находятся друг от
друга на расстоянии δ �= 0. Если σ ∈ (0, 1] и σl > δ, то пересечение ω = r(σ, I) ∩ r(σ, I ′)
является полуинтервалом длины σl − δ.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из I �= I ′ следует, что ω = σI ∩ σI ′. Инвариантность относи-
тельно сдвига позволяет рассмотреть случай I = [− l

2 ,
l
2) и I ′ = I+δ, когда σI = [−σl

2 ,
σl
2 )

и σI ′ = σI + δ. Левый конец σI ′ равен −σl
2 + δ (< σl

2 ), откуда и следует утверждение
леммы. �

Назовем кратностью системы X множеств наименьшее неотрицательное целое чис-
ло κ такое, что пересечение любых более чем κ различных множеств из X пусто.

Лемма 4. Если 0 < 2a � b � 1 и ω ⊂ F1 — полуинтервал длины b, то ω = ∪jωj для
некоторых полуинтервалов ωj длины a таких, что r(1−a/4b, ω) = ω′ для ω′ = ∪jr(3/4, ωj)
и кратность системы {ωj} равна 2. Если σ ∈ (0, 1], 0 < 2a � σc � σ и Q ⊂ F — куб с
ребром c, то r(σ,Q) можно представить в виде ∪kPk через кубы Pk с lPk

= a такие, что
r(σ − a/4c,Q) = ∪kr(3/4, Pk) и кратность системы {Pk} равна 2n−1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим θ = b−a
a . Отрезок [43θ, 2θ] содержит некоторое целое

число N , поскольку при 1 � θ � 3
2 это число 2, а при θ � 3

2 длина отрезка не меньше
1. Число δ = b−a

N = θa
N лежит в промежутке [a/2, 3a/4]. Пусть ωj = [x, x + a) + δj,

j = 0, . . . , N , если ω = [x, x+ b). Из a
2 � δ < a и x+ a+ δN = x+ b следует, что ω = ∪jωj

и кратность системы {ωj} равна 2. В силу леммы 3 с σ = 3/4 и l = a неравенство σl =
= 3

4a � δ показывает, что ω′ является полуинтервалом. Если ∂ω∩∂F1 = ∅, то ∂ωj∩∂F1 =
= ∅ для всех j, r(1−a/4b, ω) и r(3/4, ωj) являются полуинтервалами длин b−a/4 и 3a/4
соответственно, поэтому r(1−a/4b, ω) = [x+a/8, x+ b−a/8) = ω′. Если ∂ω ∩∂F1 = {0},
то x = 0 и ∂ω0 ∩ ∂F1 = {0}, откуда r(1− a/4b, ω) = [0, b− a/8) = ω′. Случаи ∂ω ∩ ∂F1 =
= {1}, {0, 1} аналогичны.
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Докажем одномерный вариант второго предложения леммы. Пусть σ ∈ (0, 1], 0 <

< 2a � σc � σ и Q1 ⊂ F1 — полуинтервал длины c. Полуинтервал ω := r(σ,Q1) имеет
длину b := lω � σc � 2a, поэтому по уже доказанному существует представление ω =
= ∪jωj кратности 2 с lωj = a и r(1 − a/4b, ω) = ∪jr(3/4, ωj). Если ∂Q1 ∩ ∂F1 = ∅, то
ω = σQ1, b = σc и r(1 − a/4b, ω) = (1 − a/4b)σQ1 = (σ − a/4c)Q1 = r(σ − a/4c,Q1).
Равенство первого и последнего членов цепочки очевидно и при Q1 = [0, 1). Пусть Q1 =
= [0, c) и c < 1. Тогда ω = [0, b), где b = c1+σ

2 , r(1 − a/4b, ω) = [0, b1+(1−a/4b)
2 ) = [0, b− a

8 )
и r(σ − a/4c,Q1) = [0, c1+(σ−a/4c)

2 ) = [0, c1+σ
2 − a

8 ) = [0, b − a
8 ). Случай Q1 = [1 − c, 1)

аналогичен. Таким образом, во всех четырех случаях r(1 − a/4b, ω) = r(σ − a/4c,Q1),
откуда r(σ − a/4c,Q1) = ∪jr(3/4, ωj).

Второе предложение леммы получается теперь взятием декартова произведения. �
Введем постоянные ε∗ = 5, ε̂ = ε∗/(ε2∗ − 1) и σ0 = 1/2 + ε̂ (= 1/2 + 5/24 = 17/24).

Повторное применение условия (17) ведет к такому результату:

Лемма 5. Пусть n � 2 в предположениях 3 и (17) верно. Тогда существует такое
η ∈ (0, 1/2], что для любого ρ1 > 0 найдется ζ ∈ (0, η] такое, что

μ
(
(0, ζtlP ) × r(σ0, P )

)
� ρ1μ

(
[ηtlP , tlP )× P

)
для любых 0 < t � 1/2 и куба P ⊂ F.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмем ρ2 ∈ (0, 1) произвольно. Искомое η пусть равняется
величине ζ из условия (17), соответствующей значению ρ = 21−nρ2. Для σ ∈ (0, 1], куба
Q ⊂ F и a ∈ (0, σlQ/2] напишем r(σ,Q) = ∪kPk, r(σ′, Q) = ∪kr(3/4, Pk) с помощью
второго предложения леммы 4, где σ′ = σ − a/4lQ. С участием (17) имеем

μ
(
(0, ηa) × r(σ′, Q)

)
�
∑

k

μ
(
(0, ηa) × r(3/4, Pk)

)
=
∑

k

μ
(
(0, ηlPk

) × r(3/4, Pk)
)

�

� ρ
∑

k

μ
(
[ηlPk

, lPk
)× Pk

)
� 2n−1ρμ

(
[ηa, a) × ∪kPk

)
= ρ2μ

(
[ηa, a) × r(σ,Q)

)
. (18)

Для ρ1 > 0 найдем натуральное s со свойством ρs
2 < ρ1 и положим ζ = ηs. Пусть

0 < t � 1/2 и куб P ⊂ F . Для 0 � j � s − 1 пусть aj = ηjtlP , а величины σ(0), σ(1),
. . . , σ(s) определены по индукции условиями σ(0) = 1, σ(j+1) = σ(j) − aj/4lP , откуда
σ(j+1) = 1 − t

4

∑j
i=0 η

i > 1 − 1/2
4 > σ0. Применение неравенства (18) к σ = σ(j), a = aj и

Q = P законно, поскольку неравенство aj � σ(j)lP /2 очевидно, причем (σ(j))′ = σ(j+1).
Отсюда

μ
(
(0, ζtlP ) × r(σ0, P )

)
� μ
(
(0, ηas−1) × r(σ(s), P )

)
�

� ρ2μ
(
[ηas−1, as−1) × r(σ(s−1), P )

)
�

� ρ2μ
(
(0, ηas−2)× r(σ(s−1), P )

)
�

� ρ2
2μ
(
[ηas−2, as−2) × r(σ(s−2), P )

)
� · · · �

� ρs
2μ
(
[ηa0, a0) × r(σ(0), P )

)
� ρ1μ

(
[ηtlP , tlP ) × P

)
. �

Пусть n � 2 и ξ ∈ (0, ε−1∗ ]. Проведем некоторые построения во множестве E+ (см.
§ 3), придающие смысл обозначениям Mk, ak, Sk,1, Sk, S[k0], k(I), AI , BI , CI , ϕI и
h(I). Термин ξ-покрытие для этих построений оправдывается тем, что семейства {AI},
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{BI} и {CI} множеств образуют покрытия конечной кратности некоторой окрестности
множества {0} × F в E+.

Для целого k � 1 пусть Mk — целая часть ξ−k, так что Mk � ξ−k < Mk + 1 и
Mk � M1 � ε∗. Покроем полуинтервал F1 Mk − 1 полуинтервалами [0, ak) + j/Mk,
j = 0, . . . ,Mk − 2, где ak = 2/Mk. Обозначим множество всех таких полуинтервалов
через Sk,1. Кратность системы Sk,1 равна 2. Пусть Sk — множество всех кубов (16) с
Ij ∈ Sk,1 (⇒ lI = ak). Кратность системы Sk равна 2n−1. Пусть S[k0] = ∪∞

k=k0
Sk для

k0 � 1. Для I ∈ S[1] положим k(I) = k при I ∈ Sk. Введем зависящие от I ∈ S[1]

множества

AI = [ξk(I)+2, ξk(I)+1)× r(σ0, I), BI = [ξk(I)+1, ξk(I)) × I, CI = [ξk(I)+3, ξk(I)) × I.

Лемма 6. Любое ξ-покрытие обладает следующими свойствами:

(a) Существуют функции ϕI ∈ Cm(E◦
+), I ∈ S[1], такие, что 0 � ϕI � 1, ϕI = 0 на AI ,

ϕI = 1 на E◦
+ \ CI , и |∇sϕI(x)| � Cx−s

1 при s = 0, . . . ,m, где C не зависит от I,
x и s.

(b) Существует отображение h : S[2] → S[1] с градуировкой · · · h−→ S3
h−→ S2

h−→ S1 и
свойством I ⊂ r(σ0, h(I)) для всех I, влекущим вложение BI ⊂ Ah(I).

(c) Кратность системы {BI} равна 2n−1.
(d) Множества AI , I ∈ Sk, образуют покрытие кратности 2n−1 множества всех x ∈ E+

с ξk+2 � x1 < ξk+1.
(e) Существует такая постоянная Θ = Θ(n), что для любого I ∈ S[1] множество CI

принадлежит классу R из § 3.
(f) Кратность системы {CI} конечна.

Если выполнено (17), то

(g) ∃η ∈ (0, 1/2] ∀ρ1 > 0 ∃ξ ∈ (0,min(η, ε−1∗ )] такое, что μ(AI) � ρ1μ(B∗
I ) для любого

I ∈ S[1], где B∗
I = [ηξk(I), ξk(I))× I.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. (a) Пусть I ∈ Sk имеет вид (16). Существуют функции ψj ∈
∈ Cm(F ◦

1 ) со свойствами 0 � ψj � 1, |ψ(s)
j | � const · l−s

I ,

ψ1 = 1 на [ξk(I)+2, ξk(I)+1), ψ1 = 0 вне [ξk(I)+3, ξk(I)),

ψj = 1 на r(σ0, Ij), ψj = 0 вне Ij при j � 2.

Можно взять ϕI(x) = 1−∏n
j=1 ψj(xj).

(b) Заметим, что ak/ak−1 = Mk−1/Mk < ξ1−k/(ξ−k − 1) = ξ/(1 − ξk) � ξ/(1 − ξ2) �
� ε−1∗ /(1 − ε−2∗ ) = ε∗/(ε2∗ − 1) = ε̂ при k � 2.

Пусть I ∈ Sk. Нам надо указать такой куб h(I) ∈ Sk−1, что I ⊂ r(σ0, h(I)). Взятие
декартовых произведений показывает, что для любого полуинтервала J ∈ Sk,1 надо
указать такой J ′ ∈ Sk−1,1, что J ⊂ r(σ0, J

′). Имеем

J = [j/Mk, ak + j/Mk), 0 � j � Mk − 2;

J ′ = [j′/Mk−1, ak−1 + j′/Mk−1), 0 � j′ � Mk−1 − 2;
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r(σ0, J
′) =

[
ak−1

1− σ0

2
+

j′

Mk−1
, ak−1

1 + σ0

2
+

j′

Mk−1

)
при 1 � j′ � Mk−1 − 3.

Для заданного j рассмотрим интервал

Mk−1

(
ak +

j

Mk
− ak−1

1 + σ0

2

)
� j′ � Mk−1

(
j

Mk
− ak−1

1− σ0

2

)
ширины Mk−1(σ0ak−1 − ak) = 2(σ0 − ak/ak−1) � 2(σ0 − ε̂) = 1. Он содержит целое число
j′, которое при попадании в диапазон 1,Mk−1 − 3 дает искомый J ′. Значение j′ < 1
только при

Mk−1

(
j

Mk
− ak−1

1− σ0

2

)
< 1 ⇔ ak +

j

Mk
< ak +

1
Mk−1

+ ak−1
1 − σ0

2
=: γ.

Но γ � ak−1
1+σ0

2 , и в этом случае J ⊂ r(σ0, J
′) с j′ = 0. Случай j′ > Mk−1 − 3, когда

подходит j′ = Mk−1 − 2, зеркально аналогичен.
Утверждение (c) очевидно.
Утверждение (d) вытекает из вложения r(σ0, I) ⊂ I и того, что в силу леммы 3

с σ = σ0, l = ak, δ = ak/2 соседние параллелепипеды r(σ0, I1), r(σ0, I2) (I1, I2 ∈ Sk)
пересекаются.

Утверждение (e) вытекает из того, что как длина интервала [ξk(I)+3, ξk(I)), так и
диаметр lI = ak(I) куба I сравнимы с ξk(I) с не зависящими от ξ и I постоянными.

Утверждение (f) вытекает из того, что для I1, I2 ∈ S[1]

CI1 ∩CI2 �= ∅ ⇒ |k(I1) − k(I2)| � 2 ⇒ диаметры lI1 и lI2 сравнимы.

(g) Выберем η по лемме 5. Для ρ1 > 0 найдем ζ ∈ (0, η] по той же лемме и положим
ξ = min(ζ, ε−1∗ ). Для I ∈ Sk число t := ξk/lI = Mkξ

k/2 � 1/2, откуда

μ(AI) = μ
(
[ξk+2, ξk+1) × r(σ0, I)

)
� μ
(
(0, ξξk)× r(σ0, I)

)
�

� μ
(
(0, ζtlI) × r(σ0, I)

)
� ρ1μ

(
[ηtlI , tlI)× I

)
= ρ1μ(B∗

I ). �

§ 7. Основной результат по достаточности

Искомый оператор T из (9) будет срезать функцию u ∈ Z на некоторых множе-
ствах AI из ξ-покрытия так, чтобы существенно уменьшить H-норму, не увеличивая
существенно Z-нормы. Следующая лемма поможет использовать цепочки неравенств,
возникающих при H-оценке.

Лемма 7. Пусть Ξ и Ξ0 — произвольные непересекающиеся не более чем счетные мно-
жества, а F : Ξ → Ξ ∪ Ξ0 — такое отображение, что для любого x ∈ Ξ существует целое
t � 1 со свойством F (x) ∈ Ξ, F (F (x)) = F 2(x) ∈ Ξ, . . ., F t(x) ∈ Ξ0. Если постоянная
C ∈ (0, 1) и функция f : Ξ ∪ Ξ0 → [0,∞) таковы, что

∑
x∈Ξ:F (x)=y f(x) � Cf(y) для

любого y ∈ Ξ ∪ Ξ0, то ∑
x∈Ξ

f(x) � C

1 − C

∑
x∈Ξ0

f(x).
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для X ⊂ Ξ ∪ Ξ0 обозначим
∑

x∈X f(x) через S(X). Очевид-
но, что S(F−1(X)) =

∑
x∈XS(F−1({x})) �

∑
x∈XCf(x) = CS(X), откуда S(F−k(X)) �

CkS(X) по индукции. Ввиду Ξ = ∪k�1F
−k(Ξ0) получаем теперь S(Ξ) �

∑
k C

kS(Ξ0) =
= C(1− C)−1S(Ξ0). �

Возможность предварительно срезать функцию u позволяет (см., например, роль
функции uϕ в теореме 8 ниже) в следующей теореме считать, что

u(x) = 0 при x1 � ξ2. (19)

Теорема 5. Пусть в предположениях § 3 и терминологии § 6 для любого ρ > 0 суще-
ствуют ξ-покрытие и C∗ > 0 такие, что для любой (непрерывной) функции u ∈ Z∑

I∈S(2)

l−mp
I

∫
CI

|u|p dx � C∗
∫

E+

|∇mu|p dx, (20)

где S(2) = S[1] \ S(1), S(1) = {I ∈ S[2] :
∫

AI

|u|2 dμ � ρ

∫
BI

|u|2 dμ}.

Тогда выполняется (9).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ξ и C∗ соответствуют значению ρ < 2−2n. Положим

T (u) = u
∏

I∈S(2)

ϕI (ϕI — функции из леммы 6(a)).

Неравенство ‖R+T (u)‖H � N1‖R+u‖H . Пусть h : S[2] → S[1] — отображение из лем-
мы 6(b). Обозначив f(I) =

∫
AI

|u|2 dμ для I ∈ S[1], при I1 ∈ S[1] имеем∑
I∈S(1)

h(I)=I1

f(I) � ρ
∑

I∈S(1)

h(I)=I1

∫
BI

|u|2 dμ � 2n−1ρ

∫
XI1

|u|2 dμ, где XI1 =
⋃

I∈S(1)

h(I)=I1

BI ,

в силу леммы 6(c). Однако XI1 ⊂ AI1 по лемме 6(b), откуда∑
I∈S(1) : h(I)=I1

f(I) � Cf(I1), C = 2n−1ρ.

Из вложения S1 ⊂ S(2) вытекает, что некоторая итерация отображения

F = h
∣∣
S(1) : S(1) → S[1] = S(1) ∪ S(2) = Ξ ∪ Ξ0, Ξ = S(1), Ξ0 = S(2),

обязательно приводит в Ξ0, так что по лемме 7 с учетом леммы 6(d) имеем

C

1− C

∑
I∈S(2)

∫
AI

|u|2 dμ � 2n−1C

1− C

∫
⋃

I∈S(2)

AI

|u|2 dμ.

Положив γj =
∫
Xj

|u|2 dμ для j = 1, 2, где Xj = ∪I∈S(j)AI , получаем

γ1 �
∑

I∈S(1)

∫
AI

|u|2 dμ � 2n−1Cγ2/(1 − C) � 2nCγ2.
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Из равенства ϕI

∣∣
AI

= 0, леммы 6(d) и принимаемого без ограничения общности предпо-
ложения (19) вытекает, что

{x ∈ E+ : T (u)(x) �= 0} ⊂ {x : x1 < ξ2} \X2 ⊂ X1,

откуда в силу неравенства |T (u)| � |u|

‖R+T (u)‖2
H =

∫
|T (u)|2 dμ � γ1 =

2nCγ1 + γ1

2nC + 1
� 2nC

2nC + 1
[γ1 + γ2] �

� 2n+1C

2nC + 1

∫
|u|2 dμ =

2n+1C

2nC + 1
‖R+u‖2

H � 2n+1C‖R+u‖2
H .

Ограниченность в Z. В силу того что CI ∈ R (лемма 6(e)), с не зависит от u, I и s,
постоянная C � 1, выполняется оценка для промежуточных производных

l
(s−m)p
I

∫
CI

|∇su|p dx � C

[
l−mp
I

∫
CI

|u|p dx+
∫
CI

|∇mu|p dx
]
, 0 < s < m.

Из леммы 6 (a, f) следует, что в окрестности любой точки x функция T (u) является
произведением равномерно ограниченного числа множителей, отличных от тождествен-
ной единицы. Дифференцируя в обобщенном смысле при помощи формулы Лейбница,
с учетом оценки для |∇sϕI | получим неравенство

|∇mT (u)|(x) � C ′
m∑

s=0

ls−m
I |∇su|(x), x ∈ CI .

Возводя его в степень p и интегрируя по мере Лебега в CI , имеем∫
CI

|∇mT (u)|p dx � (m+ 1)p−1(C ′)pCm︸ ︷︷ ︸
C′′

[
l−mp
I

∫
CI

|u|p dx+
∫
CI

|∇mu|p dx
]
. (21)

Если κ — кратность системы {CI}, то (20) дает∫
X

|∇mT (u)|p dx � C ′′(C∗ + κ) ‖u‖p
Z , где X =

⋃
I∈S(2)

CI .

Однако T (u) = u вне X, откуда

‖T (u)‖Z � ‖u‖Z +
(∫

X

|∇mT (u)|p dx
)1/p

� [1 + (C ′′(C∗ + κ))1/p] ‖u‖Z .

Условие на граничные значения. Пусть множество X ⊂ S(2) конечно, Xc = S(2) \X

и uX = u
∏

I∈XϕI . Функции T (u) и uX совпадают вне G = ∪I∈XcCI , поэтому неравенство
Минковского в Lp(G), (21) и аналог (21) для uX вместо T (u) дают

‖T (u) − uX‖Z �
[∫

G

|∇mT (u)|p dx
]1/p

+
[∫

G

|∇muX|p dx
]1/p

�

� 2(C ′′)1/p

[ ∑
I∈Xc

l−mp
I

∫
CI

|u|p dx+
∑
I∈Xc

∫
CI

|∇mu|p dx
]1/p

→ 0 при Xc → ∅ .

Таким образом, uX → T (u) в Z и Tru = TruX → TrT (u) в пространстве следов по
направлению X → S(2), т. е. полные следы u и T (u) на {0} × F совпадают. �
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§ 8. Некоторые случаи достаточности

В настоящем параграфе теорема 5 будет применена с помощью такой альтернативы:
либо Lp(CI)-норма от u мажорируется такой же нормой от |∇mu|, либо I ∈ S(1). Это
локальный подход к установлению неравенства (20) в сравнении с глобальным подходом
следующего параграфа. Для G ∈ R и u ∈Wm

p (G) положим

NG(u) =
[∫

G
|∇mu|p dx ·

(
l−mp
G

∫
G

|u|p dx
)−1
]1/p

, где считается 0/0 = 0 .

Если NG(u) мало, то u близка к многочлену в смысле приводимой ниже леммы. Другие
варианты понятия «почти полиномиальности» рассматривались в статьях [8, 10].

Лемма 8. Для постоянных (8) и Θ существует такая постоянная b∗ > 0, что для любых
G ∈ R и u ∈Wm

p (G) найдется многочлен qG(u) степени не выше m− 1 такой, что

sup
G

|u− qG(u)| � b∗lαG

(∫
G

|∇mu|p dx
)1/p

� b∗NG(u) sup
G

|u| . (22)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Множество G звездно относительно некоторого шара B радиуса
не меньше ΘlG. Согласно интегральному представлению Соболева [4, с. 24], примененно-
му к шару B и области G◦, и оценке на входящие в представление функции, существует
полином qG(u) степени не выше m− 1 такой, что

|u(x) − qG(u)(x)| � C

∫
G

|∇mu(y)| · |x− y|m−n dy, x ∈ G◦, (23)

где C зависит только от n, m и Θ. Поскольку G содержится в шаре радиуса
√
nlG с

центром x, при помощи неравенства Гельдера оцениваем (23) сверху через

C

(∫
G

|∇mu|p dx
)1/p(

σn−1

√
nlG∫

0

rn−1+(m−n)p/(p−1) dr
)1−1/p

= b∗lαG

(∫
G

|∇mu|p dx
)1/p

(σn−1 — поверхностная мера (n − 1)-мерной единичной сферы). Переходя от G◦ к G,
получаем первое неравенство в (22). Второе следует из определения NG(u) (в том числе
при u = 0) и того, что G содержится в кубе с ребром lG. �

Теорема 6. Пусть в предположениях § 3 и терминологии § 6 для любого ρ > 0 суще-
ствуют ξ-покрытие и ε > 0 такие, что при u ∈ Z

NCI
(u) � ε ⇒

∫
AI

|u|2 dμ � ρ

∫
BI

|u|2 dμ (24)

для любого I ∈ S[2]. Тогда верно (9).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для ρ > 0 возьмем соответствующие ξ и ε. Положим

C∗ = [a−mp
1 Cp

1 + ε−p]κ, где a1 = 2/M1, (см. § 6), C1 = sup
v∈Z

‖v‖Lp(E+)

‖v‖Z
,
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а κ — кратность системы {CI}. Для u ∈ Z пусть S(1) и S(2) взяты из теоремы 5. Из (24)
вытекает, что NCI

(u) > ε при I ∈ S(2) ∩ S[2], откуда∑
I∈S(2)

l−mp
I

∫
CI

|u|p dx �
∑
I∈S1

a−mp
1

∫
CI

|u|p dx+
∑

I∈S[2]

N−p
CI

(u)
∫
CI

|∇mu|p dx �

� a−mp
1 κCp

1 ‖u‖p
Z + ε−pκ ‖u‖p

Z = C∗‖u‖p
Z ,

и мы получаем требуемое по теореме 5. �

Теорема 7. Пусть в условиях § 3 верно (17) и выполнено одно из условий

(a) m = 1;
(b) Мера μ абсолютно непрерывна относительно меры Лебега и существуют постоян-

ные δ ∈ (0, 1) и M > 1 такие, что плотность g(x) = dμ/dx для всех x, y ∈ E+ со
свойством |x− y| � δx1 удовлетворяет неравенству g(y) � Mg(x).

Тогда верно (9).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Найдем Θ по лемме 6 (e), после чего найдем b∗ по лемме 8. При-
менив лемму 6(g), найдем постоянную η. Пусть ρ > 0 и u ∈ Z.
Случай (a). Найдем ξ из леммы 6(g) по ρ1 = ρ/4 и построим соответствующее ξ-по-
крытие. Пусть ε = 1/4b∗ и I ∈ S[2]. Нам достаточно проверить импликацию (24).

Пусть NCI
(u) � ε. По лемме 8 существует такая постоянная q = qCI

(u), что
supCI

|u−q| � b∗ε supCI
|u| � supCI

|u|/4. Обозначая колебание функции f на множестве G
через oscG f , на множестве CI получим sup |u| � inf |u|+ osc |u| � inf |u|+ [2 sup |u− q|+
osc q] � inf |u|+ sup |u|/2, откуда supCI

|u| � 2 infCI
|u|. В силу вложения AI ∪BI ⊂ CI и

неравенств μ(AI) � ρ1μ(B∗
I ) � ρ1μ(BI) получаем∫

AI

|u|2 dμ � μ(AI) sup
CI

|u|2 � ρ1μ(BI) 4 inf
CI

|u|2 � ρ

∫
BI

|u|2 dμ.

Случай (b).
Шаг 1. Обозначим лебегову меру в Rn через L. Пусть q — произвольный много-

член степени не выше m − 1. Из леммы 9 ниже вытекает, что существуют постоянная
C1 = C1(n,m), натуральное число N и множества X1, . . . ,XN ⊂ [1/2, 1) × 2F такие, что
L(Xs) > 0 и

sup
[0,1)×3F

|q| � C1 max
s=1,...,N

inf
Xs

|q|. (25)

В произвольном ξ-покрытии выберем I ∈ S[2] и обозначим k = k(I), a = ξk. Из
ak = 2/Mk и неравенств Mk � ξ−k < Mk + 1 вытекает, что 2a � ak � 3a. Пусть
Q = 2a

lI
I (концентричный с I куб с ребром 2a). Тогда Q ⊂ I ⊂ 3

2Q ввиду lQ � lI � 3
2 lQ.

Применяя сдвиг и растяжение Rn в a раз к (25), установим существование постоянной
C2 = C2(n,m) такой, что

sup
CI

|q| � sup
[0,a)×I

|q| � sup
[0,a)× 3

2
Q

|q| � C1 max
s=1,...,N

inf
Xs

|q| для некоторых

множеств Xs ⊂ [a/2, a) ×Q ⊂ B∗
I со свойством L(Xs) � C2al

n−1
I .
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Предположим, что NCI
(u) � ε := [2b∗(C1 + 1)]−1. В силу леммы 8

γ := sup
CI

|u− q| � b∗ε sup
CI

|u|, где q = qCI
(u).

Из неравенств infXs |q| � infXs |u|+ γ (1 � s � N) выводим

sup
CI

|u| � γ + sup
CI

|q| � γ +C1 max
s

inf
Xs

|q| �

� γ + C1[γ + max
s

inf
Xs

|u|] = (C1 + 1)γ + C1 max
s

inf
Xs

|u| �

� b∗ε(C1 + 1) sup
CI

|u| + C1 max
s

inf
Xs

|u| = sup
CI

|u|/2 + C1 max
s

inf
Xs

|u|.

Таким образом, из NCI
(u) � ε вытекает, что supCI

|u| � 2C1 maxs infXs |u|.
Шаг 2. Ясно, что любые точки x, y ∈ B∗

I = [ηa, a) × I могут быть соединены такой
цепочкой x0 = x, x1, . . . , xh = y не зависящей от ξ и I длины, что |xj+1 − xj | � (xj)1δ
для всех j, откуда g(y) � Mhg(x). Поэтому

μ(B∗
I ) =

∫
B∗

I

g dx � aln−1
I sup

B∗
I

g � C−1
2 L(Xs)Mh inf

B∗
I

g � C3

∫
Xs

g dx = C3μ(Xs),

где C3 = C−1
2 Mh, а s — любое.

Шаг 3. Построим ξ-покрытие по лемме 6(g) для ρ1 = ρ/4C2
1C3. Предположим, что

NCI
(u) � ε, а индекс s реализует maxs infXs |u|. Тогда из вложений AI ⊂ CI , Xs ⊂ B∗

I ⊂
⊂ BI и результатов шагов 1 и 2 следует, что∫

AI

|u|2 dμ � sup
CI

|u|2μ(AI) �
(

2C1 inf
Xs

|u|
)2

ρ1μ(B∗
I ) �

� 4C2
1ρ1C3 inf

Xs

|u|2μ(Xs) � ρ

∫
Xs

|u|2 dμ � ρ

∫
BI

|u|2 dμ.

Таким образом, импликация (24) проверена для случаев (a) и (b), откуда по теореме 6
вытекает справедливость условия (9). �

Лемма 9. Пусть Ω �= ∅ — открытое множество в Rn, Q — пространство всех (ком-
плекснозначных) многочленов степени не выше m − 1, где m ∈ N. Тогда существуют
такие N ∈ N, постоянная C = C(n,m,Ω) и множеcтва X1, . . . ,XN ⊂ Ω, что L(Xs) > 0 и

‖q‖Q � C max
s=1,...,N

inf
Xs

|q|, q ∈ Q.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Индукцией по n нетрудно показать, что существует такой набор
ω = {x(1), . . . , x(K)} попарно различных точек в Ω, что оператор

Eω : Q → CK , Eωq = {q(x(j))}K
j=1 ,

инъективен. Если образ EωQ не равен CK , то он содержится в некоторой гиперплоско-
сти, на которой некоторая координата qj выражается через остальные. В этом случае
оператор Eω\x(j) : Q → CK−1 тоже инъективен. Продолжая в том же духе, придем к
такому набору ω0 = {y(1), . . . , y(N)} ⊂ ω, где N = dim Q, что Eω0 — изоморфизм.
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Для δ > 0 пусть набор ω1 = {z(1), . . . , z(N)} таков, что |y(s) − z(s)| < δ для всех s. Из
непрерывной зависимости q(x) от q и x вытекает, что при малом δ оператор Eω1E

−1
ω0

:
CN → CN близок к единичному, следовательно обратим и ‖P‖ � C ′ для P = Eω0E

−1
ω1
.

Отсюда ‖E−1
ω1
‖ � C ′‖E−1

ω0
‖, и в качестве Xs можно взять δ-окрестность точки y(s) с

малым δ. �

§ 9. Более тонкий случай достаточности

В теореме 8 мы установим импликацию (17)⇒ (9) при m = 2, p < 2, доказав нера-
венство (20) с помощью следующей леммы, контролирующей поведение функции u на
расширяющихся множествах

G(s, I) = [ξk(I)+3, ξk(I)−s)× (ξ−sI ∩ F ), где 0 � s � k(I), I ∈ S[1].

Для конечного множества A через |A| обозначается его мощность.
Лемма 10. (i) Пусть m = 2 и n � 2 в обозначениях § 3, λ < n − p и выполнено (17).
Тогда для любого ρ > 0 существуют ξ-покрытие, ε0 > 0 и целое k0 � 1 со следующим
свойством. Пусть

u(x) ∈ Z равна нулю при x1 � ξk0+3. (26)

Если обозначить
S

(1) = {I ∈ S[k0+1] :
∫
AI

|u|2 dμ � ρ

∫
BI

|u|2 dμ }

и положить S
(2) = S[k0] \S

(1), то для любого I ∈ S
(2) неравенство∫

G(s,I)

|∇2u|p dx < ε0ξ
−sλl−2p

I

∫
CI

|u|p dx (27)

выполняется не для всех s = 0, . . . , k(I).
(ii) Если дополнительно n � 3, то по заданному ρ > 0 можно выбрать константы ξ, ε0
и k0 из (i) со следующим свойством. Пусть зафиксирована функция u ∈ Z со свойством
(26). Возьмем I ∈ S

(2) и через s(I) (−1 � s(I) � k(I) − 1) обозначим наибольшее целое
такое, что (27) выполняется для всех s = 0, . . . , s(I). Обозначим центр произвольного
куба K ∈ S[1] через yK и при s(I) � 1 рассмотрим множество

UI = {K ∈ S
(2) : k(K) = k(I), s(K) = s(I), d0(yI , yK) � M−1

k(I)(ξ
−s(I) − 1)}.

Существует такая не зависящая от u и I постоянная C3 > 0, что |UI | � C3 при n = 2 и
|UI | � C3ξ

−s(I) при n = 3.

Эта лемма доказана в [7] с помощью полиномиальной аппроксимации.

Лемма 11. Пусть (M,d) — метрическое пространство, а ε > 0. Если для множества
B ⊂ M существует ε-сеть V из не более чем C1 элементов и множество A ⊂ B таково,
что для любого x ∈ A множество {y ∈ A : d(x, y) � 2ε} состоит не более чем из C2

элементов, то мощность |A| множества A не превосходит C1C2.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из A ⊂ B следует, что V — ε-сеть для A, то есть A = ∪v∈V Av,
где Av = {y ∈ A : d(y, v) � ε}. Если z0 ∈ Av, то Av ⊂ {y ∈ A : d(z0, y) � 2ε}, откуда
|Av| � C2 и |A| �

∑
v |Av| � C1C2. �

Теорема 8. Пусть в предположениях § 3

m = n = 2, 1 < p < 2 или m = 2, n = 3, 3/2 < p < 2,

и выполнено условие (17). Тогда верно (9).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ρ > 0 и u ∈ Z. Согласно теореме 5 достаточно установить
неравенство (20) при некоторых постоянных ξ и C∗. Выберем λ,

0 < λ < 2 − p при n = 2 и 1 < λ < 3− p при n = 3.

Найдем ξ, ε0 и k0 в соответствии с обеими частями леммы 10. Значение C∗ будет указано
позже.

Пусть гладкая функция ϕ(x1) равна нулю при x1 � ξk0+3 и единице при x1 � ξk0+4.
Функция u совпадает с функцией uϕ(x) = u(x)ϕ(x1) ∈ Z на CI при k(I) � k0 + 4.
Применим лемму 10 к uϕ вместо u. Ясно, что неравенство (27) нарушается при s =
= s(I) + 1, I ∈ S

(2), откуда

l−2p
I

∫
CI

|uϕ|p dx � ε−1
0 ξλξs(I)λ

∫
G(s(I)+1,I)

|∇2uϕ|p dx.

Если множества S(1) и S(2) из теоремы 5 соответствуют функции u, то S(1) ∩S[k0+4] =

= S
(1) ∩ S[k0+4], откуда S(2) ∩ S[k0+4] ⊂ S

(2) и

∑
I∈S(2)

l−2p
I

∫
CI

|u|p dx �
∑

I∈S[1]\S[k0+4]

l−2p
I

∫
CI

|u|p dx +
∑

I∈S(2)∩S[k0+4]

l−2p
I

∫
CI

|u|p dx �

�C‖u‖p
Lp(E+) +

∑
I∈S

(2)

l−2p
I

∫
CI

|uϕ|p dx �

�C ′‖u‖p
Z + ε−1

0 ξλ

∫
E+

|∇2uϕ|p
∑
I∈Sx

ξs(I)λ dx,

где Sx = {I ∈ S
(2) : x ∈ G(s(I)+1, I)}. Если установить, что∑I∈Sx

ξs(I)λ � C ′′, где C ′′ не
зависит от u и x, то в силу неравенства ‖uϕ‖Z � C ′′′‖u‖Z мы докажем (9) по теореме 5
с C∗ = C ′ + ε−1

0 ξλ(C ′′′)pC ′′.
Для x = (x1, x

′) ∈ E+ и целых s � −1 и k � 1 введем множество

Sx,k,s = {I ∈ Sx : k(I) = k, s(I) = s} = {I ∈ S
(2) : k(I) = k, s(I) = s, x ∈ G(s + 1, I)},

которое сходно с множеством UI из леммы 10 (ii), но «нацеплено» на x вместо I. Мно-
жество Sx,k,s пусто при k < max(k0, s+ 1). Ясно, что I ∈ Sx тогда и только тогда, когда
I ∈ Sx,k,s при некоторых k и s. Если множество Sx,k,s непусто, то ξk+3 � x1 < ξk−(s+1),
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и, находя целое j = j(x) из условия ξj+1 � x1 < ξj, будем иметь ξk+3 < ξj (⇔ j � k+ 2)
и ξj+1 < ξk−(s+1) (⇔ k − (s+ 1) � j), откуда

Sx =
∞⋃

s=−1

k2(x,s)⋃
k=k1(x,s)

Sx,k,s, x ∈ E+,
k2(x, s) = max(k0, j(x) + s+ 1),

k1(x, s) = max(k0, s + 1, j(x) − 2).

Зафиксируем x = (x1, x
′), k и s и положим A = {yI : I ∈ Sx,k,s}. Будем действовать

в метрическом пространстве (M,d) = (Rn−1, d0), см. начало § 3. Если I ∈ Sx,k,s, то
x ∈ G(s + 1, I), откуда x′ ∈ ξ−s−1I и d0(x′, yI) � ξ−s−1M−1

k . Таким образом, множество
A лежит в d0-шаре B с центром x′ радиуса ξ−s−1M−1

k . Пусть 2ε = ξ−sM−1
k (1 − ξ).

Отрезок длины L1 покрывается менее чем 1 + L1
L2
отрезками длины L2, откуда выбором

L1 = 2ξ−s−1M−1
k , L2 = 2ε получаем, что для B существует ε-сеть менее чем из C1 =

=
[
1 + 2

ξ(1−ξ)

]n−1 элементов.
Предположив непустоту A, выберем yI ∈ A и оценим мощность множества ω =

= {yK ∈ A : d0(yI , yK) � 2ε}. Если s � 1, то ω равномощно множеству

{K ∈ Sx,k,s : d0(yI , yK) � 2ε} =

= {K ∈ S
(2) : k(K) = k, s(K) = s, x ∈ G(s + 1,K), d0(yI , yK) � 2ε},

содержащемуся в UI ввиду неравенства 2ε � M−1
k (ξ−s−1) и того, что k(I) = k, s(I) = s.

Следовательно, при s � 1 мощность ω не превосходит C2, где C2 = C3 при n = 2 и
C2 = C3ξ

−s при n = 3, причем C3 не зависит от u, x, k, s и yI . Если s = −1, 0, то
2ε < M−1

k , откуда ω = {yI} и |ω| = 1, поскольку точки yK расположены в вершинах
решетки с шагом M−1

k . Увеличивая C3, можно считать, что |ω| � C2 при любых s и
yI ∈ A. По лемме 11 мощность |Sx,k,s| = |A| � C1C2.

Наконец, мы получаем искомую оценку
∑

I∈Sx
ξs(I)λ � C ′′ в силу неравенств

∑
I∈Sx

ξs(I)λ =
∞∑

s=−1

ξsλ

k2(x,s)∑
k=k1(x,s)

|Sx,k,s| �
⎧⎨⎩C1C3

∑∞
s=−1(s+ 4)ξsλ <∞, n = 2,

C1C3
∑∞

s=−1(s+ 4)ξs(λ−1) <∞, n = 3.
�

§ 10. Мотивация изучения условия (9)

Пусть K — пространство Крейна (см., например, [1]) с индефинитной метрикой [·, ·],
V — рефлексивное банахово пространство, R : V → K — линейный ограниченный опе-
ратор с плотным образом. Пусть пространство RV (⊂ K) нормировано как в 2. Через
(RV )c обозначим пополнение пространства K по норме

‖u‖(RV )c = sup
v∈RV : ‖v‖RV =1

∣∣∣[u, v]∣∣∣.
Значение условия (9) в том, что оно влечет интерполяционное условие

(RV, (RV )c)1/2,2 = K, (28)

если R, V и K выбраны соответствующим образом. Условие же (28) применимо к диф-
ференциально-операторным уравнениям и индефинитным спектральным задачам. Опи-
шем сначала абстрактную сторону вопроса.
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Зададим оператор B : V→V ∗ (V ∗— сопряженное пространство) тождеством 〈Bu, v〉=
= [Ru,Rv] и для 1 < p <∞, 0 < T <∞ и S = (0, T ) рассмотрим пространства

V = Lp(S;V ), V∗ = Lp′(S;V ∗), где p′ = p/(p − 1),

W = {v ∈ V : существует обобщенная производная
d
dt
Bv ∈ V∗}.

Теорема 9. Пусть (28) верно и дано каноническое разложение K = K+[⊕]K− про-
странства Крейна K [1]. Определим оператор L : V → V∗ равенствами

D(L) = {v ∈ W : Rv(0) ∈ K−, Rv(T ) ∈ K+}, Lv =
d
dt
Bv.

Тогда L монотонен, сопряженный оператор L∗ : V → V∗ также монотонен и характери-
зуется равенствами

D(L∗) = {v ∈ W : Rv(0) ∈ K+, Rv(T ) ∈ K−}, L∗v = − d
dt
Bv.

Заметим, что граничные значения Rv(0), Rv(T ) ∈ K корректно определены. Теоре-
ма 9 влечет разрешимость уравнения Lu + A(u) = f , где f ∈ V∗, а A : V → V∗ — нели-
нейный оператор с подходящими свойствами. По поводу подробностей и доказательства
теоремы 9, копирующего рассуждения пункта 3.2.6 в [3], см. [7].

Если в предположениях настоящего параграфа V — гильбертово пространство, то
можно рассмотреть спектральную задачу

(u, ·)V = λ[Ru,R·], (29)

(обобщенным) собственным вектором которой считается такой u ∈ V \ 0, что (u, v)V =
= λ[Ru,Rv] для некоторого λ ∈ R и всех v ∈ V . Имеет место такая

Теорема 10. Если V гильбертово, а оператор R компактен, то условие (28) равносиль-
но тому, что для некоторой системы {uk} собственных векторов задачи (29) система
{Ruk} образует базис Рисса в K.

Эта теорема доказана в [6, с. 158–160] для пространства V = W̊ 1
2 (−1, 1), конкретные

свойства которого никак не используются. Опишем теперь выбор R, V и K такой, что
основное условие (9) настоящей статьи влечет (28).

Переместимся в условия § 3. Пусть, наряду с мерой μ в E+, во множестве E− =
= (−1, 0] × F задана конечная регулярная борелевская положительная мера μ−. Тогда
определена знакопеременная мера μs,

μs(X) = μ(X ∩E+)− μ−(X ∩ E−), X ⊂ E := E− ∪ E+,

по которой можно построить пространство Крейна H0 = L2,μs(E) с индефинитной мет-
рикой [u, v] =

∫
E uv dμs. Если μs зануляется на подмножествах границы ∂E, то оператор

R : V = W̊m
p (E◦) → K = H0 = L2,μs(E

◦),
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сопоставляющий непрерывному представителю функции из V его класс эквивалентно-
сти в H0, удовлетворяет предположениям настоящего параграфа и компактен. Интер-
претацию возникающего оператора B : V → V ∗ см. в [7]. Если p = 2, то (29) является ин-
дефинитной спектральной задачей, зависящей от скалярного произведения (·, ·)W̊ m

2 (E◦).
При

(u, v)W̊ m
2 (E◦) =

∑
|γ|�m

cγ

∫
E

DγuDγv dx

задачу (29) можно кратко записать в виде∑
|γ|�m

(−1)|γ|cγD2γudx = λudμs & полный след функции u на ∂E нулевой.

Теорема 11. При указанном выборе R, V и K из (9) вытекает (28).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть J : K → K суть оператор умножения на функцию χE+ −
χE− , где χG — характеристическая функция множества G. По теореме 9(b) в [6] условие

∃s ∈ (0, 1) (K,RV )s,2 ⊂ (K,J(RV ))s,2 (30)

достаточно для выполнения (28). Совершенно аналогично эквивалентностям (4) ⇔ (5)
⇔ (6) получаем (см. также доказательство теоремы 2 (b) в [6]), что (30) равносильно
условию

∃b > 0 ∃β ∈ (0, 1) ∀t > 0 ∀u ∈ V ∃v ∈ V
‖Ru− JRv‖H0 + t‖v‖V � btβ‖Ru‖1−β

H0
‖u‖β

V .
(31)

Здесь норма в H0 задана выражением

‖u‖2
H0

=
∫

E−

|u|2 dμ− +
∫

E+

|u|2 dμ.

Считая (9) выполненным, положим b = 2(N2 + 2) и β = ln(1/N1)
ln(N2/N1) . Пусть t > 0 и

u ∈ V . При Ru = 0 неравенство в (31) удовлетворяется выбором v = 0.
Пусть Ru �= 0 и D = t‖u‖V ‖Ru‖−1

H0
. Если bDβ � 1, то (31) снова выполняется с v = 0,

поэтому считаем, что bDβ < 1. Тогда D < 1 и можно найти целое k � 1 по лемме 1.
Положим

v(x) =

⎧⎨⎩u(x)− 2T k
(
u
∣∣
E+

)
(x), x ∈ E+,

−u(x), x ∈ E−.

Функция Jv выражается аналогичной фигурной скобкой, с заменой −u(x) во второй
строке на u(x). Поскольку полные следы v на 0 × F со стороны E+ и со стороны E−
совпадают, функция v принадлежит V — существование у v обобщенных производных в
E устанавливается интегрированием по частям. Неравенство Минковского, неравенства
из условия (9) и неравенства ‖R+(u|E+)‖H � ‖Ru‖H0 , ‖u|E+‖Z � ‖u‖V и (1) дают

‖Ru− JRv‖H0 + t‖v‖V = 2
∥∥R+T

k
(
u
∣∣
E+

)∥∥
H

+ t‖v‖V � 2Nk
1

∥∥R+

(
u
∣∣
E+

)∥∥
H

+

t
[‖u‖V + 2Nk

2

∥∥u∣∣
E+

∥∥
Z

]
� 2Nk

1 ‖Ru‖H0 + t‖u‖V [1 + 2Nk
2 ] =

2‖Ru‖H0

[
Nk

1 +
(

1
2

+Nk
2

)
D

]
� 2‖Ru‖H0(N2 + 2)Dβ = btβ‖Ru‖1−β

H0
‖u‖β

V .
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Итак, цепочка (9) ⇒ (31) ⇔ (30) ⇒ (28) дает требуемое. �

Замечание. Из содержания препринта [7] остался незатронутым материал с. 44–53,
где дается некоторая характеризация интерполяционного условия типа условий (3), (5),
(6), (31), применимого к спектральной задаче

−u′′(x) dx = λu(x) dμs(x), −1 < x < 1; u(−1) = u(1) = 0,

где мера μs может иметь произвольную картину перемены знака.
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