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КОНСЕРВАТИВНЫЕ РАСШИРЕНИЯ МОДЕЛЕЙ
СЛАБО О-МИНИМАЛЬНЫХ ТЕОРИЙ∗

Пусть M ≺N . Говорят, что пара моделей (M, N) есть консервативная пара, или N есть кон-
сервативное расширение M , если для любого кортежа элементов ᾱ из N , tp(ᾱ|M) определим.
Мы будем говорить, что элементарное расширение N модели M есть D-ω-насыщено для M ,
если любой определимый q ∈ S1(M ∪ ᾱ) (ᾱ ∈ N) реализуется в N ; и N есть CD-ω-насыщено
для M , если любой не-изолированный 1-тип q ∈ S1(M ∪ ᾱ) (ᾱ ∈ N), определяемый формульным
подмножеством φ-типа, реализуется в N .

Мы докажем, что любая модель, любой слабо о-минимальной теории (за исключением о-ми-
нимальных обогащений моделей теории Th(〈ω + ω∗; =, <〉)), имеет консервативное расширение.
Центральным результатом статьи является критерий существования D-ω-насыщенного консер-
вативного расширения модели слабо о-минимальной теории (Теорема 2). Из доказательства
этой теоремы следует, что для любой модели слабо о-минимальной теории существует CD-ω-
насыщенное консервативное расширение (Следствие 5). Существование консервативного рас-
ширения и CD-ω-насыщенного консервативного расширения для о-минимальных моделей было
доказано, соответственно в статьях [23, 33].

Введение

Пусть M ≺N . Говорят, что пара моделей (M, N) есть консервативная пара, или
N есть консервативное расширение M , если для любого кортежа элементов ᾱ из N ,
tp(ᾱ|M) определим [24]. Мы будем говорить, что элементарное расширение N модели
M является D-ω-насыщенным для M , если любой определимый тип q ∈ S1(M ∪ ᾱ), где
ᾱ ∈ N , реализуется в N ; и N является CD-ω-насыщенным для M , если любой неизо-
лированный тип q ∈ S1(M ∪ ᾱ), где ᾱ ∈ N , определяемый формульным подмножеством
φ-типа (Определение 4), реализуется в N .

Мы докажем, что любая модель любой слабо о-минимальной теории (за исключением
о-минимальных обогащений моделей теории Th(〈ω + ω∗; =, <〉)), имеет консервативное
расширение (Следствие 3). Центральным результатом статьи является критерий суще-
ствования D-ω-насыщенного консервативного расширения модели слабо о-минимальной
теории (Теорема 2). Из доказательства этой теоремы следует, что для любой модели лю-
бой слабо о-минимальной теории существует CD-ω-насыщенное консервативное расши-
рение (Следствие 5). Существование консервативного расширения и CD-ω-насыщенного
консервативного расширения для о-минимальных моделей было доказано, соответствен-
но, в [23,33].
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Всюду в статье M есть модель языка L, который содержит символ отношения ли-
нейного порядка, N — насыщенное элементарное расширение M . Запись вида φ ∈ L

означает, что φ есть L-формула. Подмножество X ⊆ M l назовем B-формульным, если
X = φ(M l, b̄) := {ā ∈ M l/M |= φ(ā, b̄)} для некоторой L(B)−l-формулы φ(x̄, b̄) с l(x̄)= l.
Для A ⊆ M p, q, r ∈ S(A) есть полные типы над A. Часто мы будем записывать формулы
первого порядка через отношения формульных множеств. Например:

x < φ(N) ≡ ∀y(φ(y) → x < y),

x ∈ (β1, β2) ≡ β1 < x < β2,

φ(N) ∩ θ(N) 6= ∅ ≡ N |= ∃x(φ(x) ∧ θ(x)),

φ(N) < θ(N)+ ≡ N |= ∀t(∀y(θ(y) → y < t) → ∀x(φ(x) → x < t)).

Определение 1. Пусть A ⊆ M |= T , p ∈ S(A). Говорят, что тип p является φ(x̄, v̄)-опре-
делимым для φ(x̄, v̄) ∈ L(x̄), если существует L(A)-формула Ψφ(v̄) такая, что для всех
ā ∈ Al(v̄) верно: φ(x̄, ā) ∈ p тогда и только тогда, когда M |= Ψφ(ā). Формула Ψφ(v̄)
называется φ(x̄, v̄)-определением типа p.

Говорят, тип p определим, если он φ(x̄n, v̄)-определим для любой формулы
φ(x̄, v̄) ∈ L(x̄n). Кортеж γ̄ ∈ M ht-определим над A, если tp (γ̄|A) определим.

Определение 2. Пусть q(x̄) ∈ S(A), A ⊂ N . Будем говорить, что тип q строго опре-
делимый, если для любой L(A)-формулы φ(x̄, ȳ) существует L(A)-формула Θφ(x̄) ∈ q

такая, что для любого ā ∈ Al(ȳ) верно

N |= ∃x̄(Θφ(x̄) ∧ φ(x̄, ā)) → ∀x̄(Θφ(x̄) → φ(x̄, ā)).

Из этих определений следует, что каждый изолированный тип строго определим,
каждый строго определимый тип q ∈ S(A) определим и φ(x̄, ȳ)-определением q(x̄) будет
L(A)-формула Ψφ(ȳ) := ∀x̄(Θφ(x̄) → φ(x̄, ȳ)) или эквивалентно, Ψφ(ȳ) := ∃x̄(Θφ(x̄) ∧
φ(x̄, ȳ)). Заметим, что согласно классификации типов, проведеннойШелахом, для строго
определимого типа p ∈ S(A), и для B ⊆ A(B := {b̄|φ ∈ L,Ψφ ∈ L(b̄)}) имеем (p, B) ∈ Fl

ℵ0

[32, Definition IV.2.2, p. 155].
Пусть p, q ∈ S(A) для некоторого A ⊂ N . Говорят [32], p слабо ортогонален q, и обо-

значают p ⊥w q, если p(x̄)∪ q(ȳ) есть полный тип. Будем говорить, ᾱ слабо ортогонален
типу q ∈ S(A), если tp(ᾱ|A) ⊥w q, и обозначать ᾱ ⊥w q. Будем говорить, что форму-
ла φ(x̄, b̄), b̄ ∈ N , делит C ⊂ N l (l — длина кортежа x̄, C необязательно формульно),
если φ(N l, b̄) ∩ C 6= ∅, ¬φ(N l, b̄) ∩ C 6= ∅. Часто будем писать φ(N, b̄) вместо φ(N l, b̄).
Заметим, для любого ᾱ ∈ N , для любого q ∈ S(A), A ⊂ N верно: ᾱ 6⊥ q ⇐⇒ некото-
рая L(A ∪ ᾱ)-формула делит q. Будем говорить, что B ⊂ N слабо ортогонально типу
q ∈ S(A), B ⊥w q, если для любого кортежа ᾱ ∈ B имеет место ᾱ ⊥w q [9]. Отметим,
p ⊥w q ⇐⇒ q ⊥w p и, если p ⊥w q и β̄ ∈ q(N), ᾱ ∈ p(N), то для r := tp(β̄|A ∪ ᾱ) имеем
q(N) = r(N). Здесь, p(N) := ∩φ∈pφ(N).

Полная теория T языка L такая, что любая ее модель M линейно упорядочена
некоторой L-формулой, называется слабо о-минимальной, если любое M -формульное
подмножество произвольной модели M есть объединение конечного числа выпуклых
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множеств [22], и называется о-минимальной, если любое M -формульное подмножество
любой модели M есть конечное объединение одноэлементных множеств и интервалов
[20,28]. Таким образом, любая о-минимальная теория слабо о-минимальна.

Факт 1. Пусть T — о-минимальная теория, A ⊂ N |= T , N — |A|+-насыщенная модель,
p, q ∈ S1(A), q 6⊥w p, α ∈ q(N). Тогда существует β ∈ p(N) ∩ acl(A,α).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (факта 1). Напомним, что в о-минимальной теории множество
реализаций неалгебраического 1-типа в насыщенной модели есть выпуклое множество
без концевых элементов, а множество реализаций любой формулы — конечное объеди-
нение интервалов и одноэлементных множеств. При этом концы этих интервалов и эти
элементы принадлежат алгебраическому замыканию параметров этой формулы [28]. То-
гда, так как α 6⊥w q и, следовательно, некоторая L(A ∪ {α})-формула делит выпуклое
множество q(N), существует β ∈ p(N) ∩ alc(A,α) 6= ∅. ¤

При изучении природы элементарных классов моделей важную роль играют свой-
ства и понятия, связанные с «хорошими» элементарными расширениями моделей (мно-
жеств), такими как простые, специальные, (сильно) конструктивизирумые, насыщен-
ные, консервативные [15–17, 23, 24, 26, 28, 29, 31, 32] и их модификациями и обобщения-
ми — F -простые модели, красивые пары, пары моделей, псевдо-малые теории, аксио-
матизируемые пары моделей [2,8,10–14,27,30,32]. Часто теоремы существования таких
расширений базируются на различных вариантах теорем реализаций и/или опусканий
типов (φ-типов).

Чтобы построить консервативное расширение множества с заданными свойствами,
необходимо ответить на следующий вопрос:

Проблема A(S). Пусть S — свойство определимых типов и для A ⊂ N , q(x), p(y) ∈
∈ S1(A) — определимые типы, обладающие свойством S. Существует ли полный опре-
делимый 2-тип r(x, y) ∈ S2(A), такой что

q(x) ∪ p(y) ⊆ r(x, y)?

Имеем два разных случая:
A1 q(x) ∪ p(y) не является полным типом, т. е. p 6⊥w q;
A2 q ⊥w p.
Рассмотрим A1 для о-минимальной теории.

Замечание 1. Пусть q, p ∈ S1(A) — два определимых 1-типа над множеством A в о-ми-
нимальной модели N , удовлетворяющие условию q 6⊥w p. Тогда для любого α ∈ q(N)
существует β ∈ p(N) такой, что tp (βα|A) определим.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (замечания 1). Пусть α ∈ q(N). По факту 1, существует β ∈
∈ acl(A ∪ {α}) ∪ p(N). Тогда tp (β|A ∪ {α}) определим и, следовательно, tp (βα|A) опре-
делим. ¤

Из свойств неортогональности 1-типов в слабо о-минимальной теории (факты 8 и
10) следует, что для любого A, для любых двух определимых q, p ∈ S1(A), q 6⊥w p, для
любого α ∈ q(N) существует элемент β ∈ p(N) такой, что тип tp (αβ|A) определим (см.
условие D8.2 в доказательстве теоремы 2).
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Для случаяA2 имеем отрицательный ответ наПроблему A(S) даже в о-минималь-
ном контексте, когда S есть свойство строгой определимости типов.

Пример 1. Существует о-минимальная теория T такая, что для A ⊂ M |= T , p, q ∈
∈ S1(A) верно:

(i) q ⊥w p;
(ii) q, p строго определимые типы;
(iii) единственный 2-тип p(x) ∪ q(y) ∈ S2(A) неопределим.

Объяснение примера 1. Пусть 〈Q; =, <, +, 0〉 — упорядоченная группа рациональ-
ных чисел. Известно, что элементарная теория 〈Q; =, <, +, 0〉 о-минимальна и допускает
элиминацию кванторов [28]. Пусть

〈Q; =, <, +, 0〉 ≺ 〈R; =, <,+, 0〉 ≺ 〈M ; =, <,+, 0〉

такие, что R есть множество всех вещественных чисел и 〈M ; =, <, +, 0〉 есть большая
насыщенная модель. Пусть π ∈ R — неалгебраическое вещественное число. Пусть две
бесконечные последовательности 〈cn〉n<ω и 〈dn〉n<ω такие, что они имеют один и тот же
предел

√
2 и верно

[c1 < c2 < . . . < cn < . . . < dn < . . . < d2 < d1]n<ω, cn, dn ∈ Q.

Обозначим A := {cn | n < ω, cn ∈ Q} ∪ {dn | n < ω, dn ∈ Q}, p := tp (π|A), q := tp (
√

2 +
+ π|A), r := tp (

√
2|A). Так как r определяется двумя сходящими последовательностями,

r не (x < v)-определим.
(i) Так как

√
2 + π и π алгебраически независимы над A, по факту 1, q ⊥w p.

(ii) Покажем, что q и p оба строго определимы. Так как теория 〈Q; =, <,+, 0〉 допус-
кает элиминацию кванторов, достаточно рассмотреть беcкванторные типы над A, т. е.
типы содержащие только бескванторные формулы. Каждый бескванторный тип над A

состоит из формул следующего вида:
1. nx < u;
2. nx > u;

где u есть терм над A, т. е. u =
∑

i kiei для ki ∈ Z и ei ∈ A (это не полный тип, но
определяет полный тип над A).

Рассмотрим формулы вида nx < c +
∑m

i=1 kiyi, где c есть терм, определимый над A.
Покажем, что π и

√
2 + π не являются предельными точками

Ac,k1,...,km = {e ∈ Q : ∃c1, . . . cm ∈ A (e = c +
m∑

i=1

kici)},

так как они не являются предельными точками A, и типы tp (π|A), tp (
√

2 + π|A) слабо
ортогональны любому типу tp (a|A), когда a ∈ Ā (здесь Ā есть замыкание A в тополо-
гическом смысле).

Предположим, π ∈ Āc,k1,...,km . Тогда существуют последовательности 〈ai
j〉j<ω для

i = 1, . . . , m такие, что limj→∞(c +
∑

i kia
i
j) = π.

Пусть limj→∞ ai
j = ai ∈ Ā, тогда π = c +

∑
i kia

i, но это невозможно из-за выбора A

потому, что Ā = A ∪ {√2} и A ⊂ Q.
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Таким образом, так как Q ⊂ acl(A) и Q плотно в R, для любых m,n, k1, . . . , km < ω,
для любого терма c, определимого над A, существует Ψn,m,k̄,c(x) ∈ tp (π|A) такая, что
для любых b1, . . . , bm ∈ A верно

[nx < c +
m∑

i=1

kibi ∈ p ⇐⇒ Q |= ∀x(Ψn,m,k̄,c(x) → nx < c +
m∑

i=1

kibi)].

Это означает, что p строго определим. Эти же самые рассуждения показывают, что q

строго определим.
(iii) Так как π и

√
2 алгебраически независимы над A, то π ⊥w r и, следовательно,

для r0 := tp(γ|A, π) имеем r0(M) = r(M). Тогда r0 неопределим, так как он имеет
те же самые сходящиеся последовательности 〈cn〉n<ω, 〈dn〉n<ω, которые обеспечивают
неопределимость r. Так как r0 6⊥w q0 := tp(

√
2 + π|A, π), q0 не (x < π + v)-определим.

В противном случае, мы получили бы определимость r. ¤

Таким образом, принимая во внимание замечание 1, слабо о-минимальный аналог
замечания 1 и пример 1, мы будем ограничиваться, главным образом, рассмотрением
определимости объединения двух слабо ортогональных 1-типов над объединением мо-
дели и ht-определимым конечным множеством.

Определение 3. Будем говорить, что теория T имеет свойство совместного расши-
рения для определимых 1-типов (AP для D-1-типов), если для пары моделей (M,N),
∀ ᾱ, β, γ ∈ N \M, M ≺N |= T верно:

если 1-типы q := tp (β |M ∪ ᾱ), p := tp (γ |M ∪ ᾱ), tp (ᾱ|M) определимы и
q ⊥w p, то tp (βγ |M ∪ ᾱ) определим или эквивалентно, типы tp (γβᾱ|M),
tp (β|M ∪ ᾱγ), tp (γ|M ∪ ᾱβ) определимы.

Будем говорить, что теория T имеет свойство совместного расширения для строго
определимых 1-типов (AP для SD-1-типов), если для любых M ≺N |= T , ∀ ᾱ, β, γ ∈
∈ N \M таких, что tp (ᾱ|M) определим, верно:

если 1-типы q := tp (β |M ∪ ᾱ), p := tp (γ |M ∪ ᾱ) иррациональные, строго
определимые 1-типы и q ⊥w p, то tp (βγ|M ∪ ᾱ) определим.

Определение 4. Будем говорить, что пара моделей (M, N) есть NSD-ω-насыщенная
пара, если ∀ ᾱ ∈ N \M,∀ q ∈ S1(M ∪ ᾱ) верно:

если q определим и не строго определим (т. е. нестрого определим), то q реа-
лизуется в N .

Будем говорить, что неизолированный тип q ∈ S(A), A ⊂ N есть CD-тип, если су-
ществуют L(A)-формулы Θ(ȳ), φ(x̄, ȳ) такие, что частичный 1-тип

qφ,Θ := {φ(x̄, ā)∈ q | ā∈A,N |= Θ(ā) } ⊆ q+
φ := {φ(x̄, ā)∈ q | ā∈A }

определяет q, т. е. для любой формулы Ψ ∈ q существует φ(x̄, ā) ∈ qφ,Θ такая, что
N |= ∀ x̄(φ(x̄, ā) → Ψ(x)).

Скажем, что пара (M,N) есть CD-ω-насыщенная пара, если для любого ᾱ ∈ N \M ,
любой CD-1-тип q ∈ S1(M ∪ ᾱ), q реализуется в N .
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Заметим, что любой определимый 1-тип над моделью слабо о-минимальной теории
является CD-1-типом [6, Fact 22], о-минимальный вариант этого утверждения есть в [24,
Lemma 2.3]. Будем называть определимый тип, который не является строго определи-
мым, нестрого определимым. Ясно, что любой CD-тип нестрого определим. Обратное
неверно. Приведем примеры типов, различающие эти понятия. Пусть 〈Q; =, <,+, 0〉 —
о-минимальная модель примера 1, Q ≺ N , α, β ∈ N \Q такие, что Q<α < β, α и β при-
надлежат разным архимедовым классам. Рассмотрим типы q1 := tp (α|Q) = tp (β|Q),
q2 := tp (β | Q ∪ {α}), q3 := tp (α | Q ∪ {β}). Все три 1-типа определимы. Тип q1 —
строго определим, тип q2 — CD-1-тип, а 1-тип q3 — нестрого определим и не CD-1-
тип. Мы оставляем читателям проверку этого. Приведем пример CD-1-типа над мно-
жеством. Обозначим A′ := {cn | n< ω} ∪ {−dn | n < ω}, r′ := tp (

√
2 | A′), φ(x, y1, y2) :=

:= y1 <x < − y2. Тогда r′ является φ-определимым и CD-1-типом, так как r′φ опреде-
ляет r′.

Замечание 2. Каждая D-ω-насыщенная (консервативная) пара является NSD-ω-на-
сыщенной (консервативной) парой, и каждая NSD-ω-насыщенная (консервативная) па-
ра является CD-ω-насыщенной (консервативной) парой.

Соглашение 1. В дальнейшем мы будем предполагать, что T есть произвольная слабо
о-минимальная теория,такая что над любой ее моделью существует по крайней мере один
определимый неизолированный 1-тип. По замечанию 5, любая слабо о-минимальная мо-
дель, которая не удовлетворяет этому условию, есть о-минимальное обогащение некото-
рой модели теории дискретного порядка без концевых элементов, т. е.Th(〈ω+ω∗; =, <〉).

В первой части § 2 даны определения и общие факты (без доказательства) из [5–7]
по ортогональности и определимости 1-типов над множеством. Во второй части § 2
изучается связь этих понятий для 1-типов над объединением модели и ht-определимого
конечного множества (Предложение 2).

Основным результатом нашей статьи является теорема 2, которая говорит о том, что
вопрос существования D-ω-насыщенного консервативного расширения для модели слабо
о-минимальной теории T эквивалентен тому, что T имеет AP для D-1-типов и, из-за
следствия 2 тому, что T имеет AP для SD-1-типов. Данное построение консервативного
расширения с использованием AP для D-1-типов позволяет выработать метод опускания
всех неопределимых типов и некоторых определимых типов.

Параграф 3 содержит доказательство теоремы 2 и его следствий. В частности, мы
покажем, что для любой слабо о-минимальной теории T , для любого множества A ⊂ N ,
N есть |A|+-насыщенная модель T , существует консервативное расширение M , A ⊂
⊂ M ≺ N , которое опускает все иррациональные 1-типы над A (Следствие 4) и для
любой модели T существует как CD-ω-насыщенное, так и NSD-ω-насыщенное консер-
вативные расширения (Cледствие 5).

В § 4 мы описываем подкласс слабо о-минимальных теорий (конечно слабо о-минимальные,
почти о-минимальные MS-теории), обладающий свойством, что класс CD-ω-насыщенных
консервативных пар любой его теории аксиоматизируем естественной системой аксиом
(Утверждение 4). Заметим, что для о-минимальной теории, имеющей плотный линей-
ный порядок, такая система аксиом была представлена в работе [27], а ее совместность
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была доказана в [33]. В заключительной части § 4 мы приводим примеры теорий, раз-
личающие эти понятия (Примеры 1). Эти теории можно получить из произвольных
о-минимальных несколькими регулярными способами. В § 5 приведен факт, который
отвечает на вопрос Б. Пуаза [33].

§ 1. Предварительные сведения

Пусть A ⊂ N, γ̄, β ∈ N \ A, N — модель слабо о-минимальной теории такая, что
она — |A|+-насыщена. Напомним, если γ̄ ⊥w q := tp (β|A), тогда для r := tp (β|A ∪ γ̄)
имеем r(N) = q(N). В общем случае нет зависимости определимости r от q (Пример 1).
В предложении 2 установим прямую зависимость определимости этих типов в случае,
когда A = M ∪ ᾱ, ᾱ ∈ N \M, M ≺ N, tp (ᾱ|M) определим, tp (γ̄ |M ∪ ᾱ) определим и
конечно выполним в M . Неизолированный тип p над B, M ⊂ B ⊂ N,M ≺ N конечно
выполним в M , если для любого Θ(x̄) ∈ p существует ā ∈ M такой, что N |= Θ(ā) [32].

Вначале мы дадим определения и факты (без доказательства) из [5–7], которые по-
надобятся для доказательства предложения 2. В частности, мы представим критерий
из [7] определимости типа q ∈ S1(A) (Tеорема 1) и его уточненную форму для случая,
когда M ≺ N , ᾱ ∈ N \M , A = M ∪ ᾱ, tp (ᾱ|A) определим (Предложение 1).

Для любого подмножества C ⊂ N , не обязательно формульного, будем обозначать:

C+ := {a ∈ N | ∀ c ∈ C, c < a}, C− := {a ∈ N | ∀ c ∈ C, a < c}.

Скажем, L(ā)-1-формула φ(x, ᾱ) есть выпуклая формула, если φ(N, ā) — выпуклое мно-
жество. Будем говорить, что L-формула φ(x, ȳ) выпукла по x, если для любой L-модели
M , ∀ b̄∈M , φ(x, b̄) — выпуклая формула. Из определения следует, что в слабо о-мини-
мальной теории любая L(ā)-1-формула эквивалентна конечной дизъюнкции выпуклых
формул L(ā)-1-формул и для любого полного типа q ∈ S1(A), A ⊂ N , множество реали-
заций q(N) является выпуклым множеством. Будем говорить, что тип q ∈ S1(A) квази-
рационален вправо, если множество q(N)+ является L(A)-формульным и тип q ∈ S1(A)
квазирационален влево, если множество q(N)− является L(A)-формульным. В слабо
о-минимальной теории 1-тип будет одновременно квазирациональным вправо и влево то-
гда и только тогда, когда он будет изолированным. В будущем термин квазирациональ-
ный 1-тип будет означать неизолированный либо квазирациональный вправо, либо ква-
зирациональный влево 1-тип. Неизолированный и не квазирациональный 1-тип назовем
иррациональным. Для любого квазирационального q ∈ S1(A) зафиксируем L(A)-фор-
мулу Uq(x), такую что Uq ∈ q и q(N)+ = Uq(N)+ или q(N)− = Uq(N)−. Квазирацио-
нальный 1-тип q ∈ S1(A), A ⊂ N назовем рациональным, если Uq(x) можно выбрать
в форме x < a или a < x для подходящего a ∈ A. Из определения следует, что в
о-минимальной теории любой квазирациональный 1-тип над алгебраически замкнутым
множеством рационален. Заметим, что мы используем понятие «иррациональный» не
в обычном смысле, как отрицание понятия «рациональный», а как отрицание понятия
«квазирациональный».

Мы предполагаем, что читатель знаком с базисными свойствами насыщенных моде-
лей и имеет некоторый опыт работы с определимостью типов.
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Факт 2. Пусть M такая модель, что для некоторого A ⊂ M , M — |A|+-насыщенна.
Тогда верно: если p ∈ Sm(A)(m < ω) неизолированный тип, то для любого γ̄ ∈ M ,
p(Mm) не γ̄-формулен.

Мы будем использовать следствие Факта 2 и определения ортогональности множе-
ства типу.

Факт 3. Пусть A,B ⊂ N , p ∈ S1(A), β ∈ p(N), p′ := tp (β|A ∪ B), N есть |A ∪ B|+-на-
сыщенная модель произвольной слабо о-минимальной теории T . Тогда верно:

(i) p(N) = p′(N) тогда и только тогда, когда B ⊥w p.
(ii) Если B ⊥w p, то p и p′ либо одновременно изолированные, либо квазирациональ-

ные, либо иррациональные.

Факт 4. Пусть T слабо о-минимальная теория, p ∈ S1(A), A ⊆ M |= T . Тогда 1-тип
p определим если и только, если для любой выпуклой по x L-формулы φ(x, ȳ), тип p

φ(x, ȳ)-определим.

Пусть C, D, E ⊂ N, a ∈ N . Скажем, что два выпуклых множества C и D отдели-
мы элементом a (a-отделимы), если C < a < D или D < a < C. Будем говорить,
что семейство выпуклых множеств E-отделимо, если эти множества попарно отделимы
элементами из E.

Факт 5 [1]. T слабо о-минимальна тогда и только тогда, когда для любой L-формулы
φ(x, ȳ) существует nφ < ω такое, что для любой модели M |= T , для любого ā ∈ M ,
φ(M, ā) есть объединение меньше, чем nφ ā-формульных выпуклых ¬φ(M, ā)-отделимых
подмножеств.

Замечание 3. Пусть p ∈ S1(A) есть неалгебраический 1-тип над A ⊂ M . Если M есть
|A|+-насыщенная модель, то p(M) — выпуклое множество без минимального и макси-
мального элементов.

Пусть B — произвольное выпуклое множество ( не обязательно формульное). Ска-
жем, что формула U(x) расщепляет B, если U(N), ¬U(N) — выпуклые множества и
U(N) ∩B 6= 6= ∅, ¬U(N) ∩B 6= ∅. Из замечания 3 следует

Замечание 4. Если существует L(ā)-формула, которая делит выпуклое B, тогда суще-
ствует L(ā)-формула, которая расщепляет B.

Факт 6. Если p ∈ S1(A) квазирационален, то p определим.

Определение 5. Разбиение модели M на два выпуклых подмножества C и D (C < D)
называется (C,D)-сечением в M . Если C имеет наибольший элемент или D имеет наи-
меньший элемент в M ∪ {−∞,∞}, то (C, D)-сечение называется рациональным. В про-
тивном случае (C, D)-сечение нерациональное. Мы будем говорить, что (C, D)-сечение
в модели M квазирационально, если C и, следовательно, D M -формульны. Неквази-
рациональное сечение назовем иррациональным. Мы используем понятие «рациональ-
ное сечение» в обычном смысле и понятие «иррациональное сечение» как понятие ду-
альное понятию «квазирациональное (формульное) сечение». Мы говорим, что 1-тип
p ∈ S1(A ∪ B) определяется квазирациональным сечением (A,B), если p определяется
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следующим множеством формул: {a < x ∧ U(x) | a ∈ A} или {x < b ∧ ¬U(x) | b ∈ B}.
Здесь U(x) есть (A ∪B)-определимая формула, такая что A ⊂ U(N), U(N) ∩B = ∅.
Факт 7 [3–5]. Пусть p ∈ S1(M), M |= T . Тогда верно следующее:

1. p неопределим, если и только если p иррационален, если и только если p определим
иррациональным сечением в M .

2. p определим, если и только если p квазирационален, если и только если p опреде-
лим квазирациональным сечением в M .

Факт 7 — это обобщение аналогичного факта для о-минимальных теорий, доказан-
ного Д. Маркером и Ч. Стейнхорном [24, Лемма 2.3]. Кроме того, отметим, что в о-ми-
нимальных теориях определимые 1-типы над моделями определяются рациональными
сечениями.

Факт 8 [4–6]. Пусть p, r ∈ S1(A), A ⊂ N |= T , γ̄ ∈ N \A. Тогда верно следующее:
1. Если p 6⊥w r, то r 6⊥w p.
2. Если кортеж γ̄ ht-определим над A и γ̄ 6⊥w p, то p определим.
3. Если p 6⊥w r, то p определим, если и только, если r определим.

Замечание 5. (Аналогичный факт для о-минимальных теорий был сформулирован
в [23]). Модель M слабо о-минимальной теории T , не имеющая определимых 1-типов над
своим основным множеством M , является о-минимальным обогащением некоторой мо-
дели теории дискретного порядка с наибольшим и наименьшим элементами и, следова-
тельно, каждая модель M ′ теории T не имеет также определимых (квазирациональных)
1-типов над M ′.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (Замечания 5). По факту 7, не существует квазирациональных
1-типов над M . Так как для M не существует рациональных 1-типов над M , порядок
на M дискретный и существуют наибольший и наименьший элементы. Отсутствие ква-
зирационального нерационального 1-типа над M означает, что T о-минимальна.

¤

Определение 6. Формула K(x, y) монотонно возрастает по y на выпуклом множе-
стве B, если

∀ b1, ∀ b2 [(b1 ∈B ∧ b2 ∈B ∧ b1 < b2) → K(N, b1) < K(N, b2)+].

Аналогично можно определить монотонное убывание.

Факт 9 [4–6]. Если p(y) 6⊥w q(x), то существует A-определимая формула K(x, y), такая
что K(x, y) монотонна по y на некотором Θ(N), Θ(y) ∈ p, и монотонна по x на некотором
µ(N), µ(x) ∈ q, и для любого α ∈ p(N), любого β ∈ q(N) имеем, что K(x, α) расщепляет
q(N) и K(β, y) расщепляет p(N).

Заметим, что в о-минимальном случае K(x, y) из факта 9 есть график некоторой
монотонной функции [1,23,25].

Факт 10 [4–6]. Пусть p, q ∈ s1(A), p 6⊥w q. Тогда верно:
1. Тип p строго определимый ⇐⇒ тип q строго определимый.
2. Тип p иррациональный ⇐⇒ тип q иррациональный.
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3. Тип p квазирациональный ⇐⇒ тип q квазирациональный.
4. 6⊥w — отношение эквивалентности на S1(A).

Заметим, что факт 10 является обобщением аналогичного факта для 1-типов над
о-минимальной моделью, доказанного Д. Маркером в [23]. Пусть q ∈ S1(A), A ⊂ N .
Обозначим

L(q) := {G(x)/G(x) — A-определимая формула, такая что G(N) < q(N)},
R(q) := {D(x)/D(x) — A-определимая формула, такая что q(N) < D(N)}.

Определение 7. Пусть q ∈ S1(A), A ⊂ N , θ(ȳ),H(x, ȳ) — A-определимая формула,
X := θ(N l(ȳ)) ∩Al(ȳ).

Мы говорим, что выполняется условие левой сходимости формулы H(x, ȳ) на мно-
жестве X или θ(ȳ) к типу q, и обозначаем это LC(H(x, ȳ), X, q) или LC(H(x, ȳ), θ(ȳ), q),
если следующее верно: ∀G(x) ∈ L(q), ∃ ā ∈ X, такой что

N |= ∃x(G(N) < x < H(N, ā)+), H(N, ā) < q(N).

Мы говорим, что выполняется условие правой сходимости H(x, ȳ) на X к q, и обо-
значаем это RC(H(x, ȳ), X, q), если следующее верно: ∀D(x) ∈ L(q), ∃ ā ∈ X, такой что

N |= ∃x(H(N, ā) < x < D(N)), q(N) < H(N, ā)+.

Также мы говорим, что выполняется условие двусторонней сходимости H(x, ȳ) на
X или θ(ȳ) к q, и обозначаем это C(H(x, ȳ), X, q) или C(H(x, ȳ), θ(ȳ), q), если LC(H, X, q)
и RC(H, X, q) имеют место одновременно.

Отметим, что в определениях как левой, так и правой сходимости формулы H(x, ȳ)
мы использовали правую границу формулы H(x, ā), ā ∈ A. Можно было бы определить
сходимость и по левой границе формулы, но мы этого в данной статье делать не будем.

Заметим, что фактически в [24] и [27] была рассмотрена (левая) сходимость значений
функции к типу q.

Теорема 1 [7]. Пусть A ⊂ M |= T , T — слабо о-минимальная теория, q ∈ S1(A). Тогда
следующие условия эквивалентны:

(i) q неопределим.
(ii) Существует A-определимая формула H(x, ȳ) такая, что для любой A-определимой

формулы θ(ȳ) выполняется:

[C(H(x, ȳ), θ(ȳ), q)
∨

C(H(x, ȳ),¬θ(ȳ), q)].

Предложение 1 [7]. Пусть ᾱ ∈ N \ M , tp (ᾱ/M) определим, β ∈ N \ (M ∪ ᾱ), q :=
:= tp (β/M ∪ ᾱ) иррациональный и не строго определим. Тогда следующие условия эк-
вивалентны:

(i) Существуют (M ∪ ᾱ)–формулы H(x, ȳ), Θ(ȳ) такие, что

[LC(H, Θ, q) & ¬RC(H, Θ, q)] ∨ [¬LC(H, Θ, q) & RC(H, Θ, q)].
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(ii) q определим.

В доказательстве предложения 2 мы будем использовать

Факт 11. (Для о-минимальных теорий этот факт был отмечен в [24, с. 192, строка 16]).
Пусть ᾱ ∈ N \ M и q ∈ S1(M ∪ ᾱ) такие, что ᾱ является ht-определимым над M и
LC(H(x, ȳ, ᾱ),Θ(ȳ, ᾱ), q) для некоторых L(M ∪ ᾱ)–формул H(x, ȳ, ᾱ),Θ(ȳ, ᾱ).

Тогда существуют L(M ∪ ᾱ)-формула H ′(x, ȳ′, ᾱ) и L(M)-формула µ(ȳ′) такие, что
LC(H ′(x, ȳ′, ᾱ), µ(M), q).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (Факта 11). Пусть l := l(ȳ) и k (1 ≤ k ≤ l) — наименьшее по-
ложительное целое число, что для σ, некоторой перестановки {1, . . . , l}, для некото-
рого β̄ := (β1, . . . , βl−k)(βi ∈ ∪ᾱ), для Θσ(ȳ, ᾱ) := Θ(yσ(1), . . . , yσ(l), ᾱ), Hσ(x, ȳ, ᾱ) :=
:= H(x, yσ(1), . . . , yσ(l), ᾱ), имеем

LC(Hσ(x, y1, . . . , yk, β̄, ᾱ), Θσ(y1, . . . , yk, β̄, ᾱ), q)

или эквивалентно, LC(Hσ(x, y1, . . . , yk, β̄, ᾱ), X0, q), где

X0 := Θσ(Mk, β̄, ᾱ) ∩ (M ∪ ᾱ)k = Θσ(M l, ᾱ) ∩ ((M ∪ ᾱ)k × β̄).

Существование такого k следует из LC(H(x, ȳ, ᾱ), Θ(ȳ, ᾱ), q). Обозначим
Θ1(ȳ′, ᾱ) := Θσ(y1, . . . , yk, β̄, ᾱ) ∧∧

i,j yi 6= αj , H ′(x, ȳ′, ᾱ) := Hσ(x, y1, . . . , yk, β̄, ᾱ). Тогда
для X1 := Θσ(Nk, β̄, ᾱ) ∩Mk = Θ1(Nk) ∩ (M ∪ ᾱ)k, в силу минимальности k, имеем

LC(H ′(x, ȳ′, ᾱ), Θ1(ȳ′, ᾱ), q).

Так как tp (ᾱ|M) определим, для Θ1(ȳ′, z̄) существует L(M)–формула µ(ȳ′) такая,
что µ(Mk) = X1. ¤

Предложение 2. Пусть ᾱ, γ̄, β ∈ N \M такие, что

(i) ᾱ ht-определим над M ;
(ii) tp (γ̄|M ∪ ᾱ) определим и конечно выполним в M ;
(iii) γ̄ ⊥w q := tp (β/M ∪ ᾱ).

Тогда q определим если и только, если r := tp (β/M ∪ ᾱ ∪ γ̄) определим.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (Предложения 2). Заметим, что условие γ̄ ⊥w q влечет q(N) =
= r(N). Тогда в силу факта 3 q и r одновременно иррациональны или квазирациональны.
Если они оба квазирациональны, то по факту 6 они оба определимы, что доказывает
предложение 2 для этого случая. Таким образом, мы будем полагать, что q и r иррацио-
нальны.

Предположим, q определим. Для q есть две возможности: либо q строго определим,
либо не строго определим. Тогда, принимая во внимание предложение 1 для не строго
определимого типа, имеем три различных случая (В случаях (a)–(b) предполагается,
что тип q нестрого определим):

(a) Существуют L(M ∪ ᾱ)-формула H(x, ȳ, ᾱ) и M -формульное подмножество X ⊂
⊂ M l(ȳ) (Факт 11) так, что LC(H, X, q), ¬RC(H,X, q).



24 Б.С. Байжанов

(b) Существуют L(M ∪ ᾱ)-формула H(x, ȳ, ᾱ) и M -определимое подмножество X ⊂
⊂ M l(ȳ) (Факт 11) так, что ¬LC(H, X, q), RC(H,X, q).

(c) Для любой L(M ∪ ᾱ)-формулы H(x, ȳ, ᾱ) и для любого M -формульного подмно-
жества X ⊂ M l(ȳ) имеем

¬LC(H, X, q), ¬RC(H, X, q),

т. е. q строго определим.

Во всех случаях (a)–(c) мы покажем, что r = tp (β/M ∪ ᾱ ∪ γ̄) определим.
(a) Пусть φ(x, ū, γ̄, ᾱ) произвольная L(γ̄ ∪ ᾱ)-формула. Тогда существуют L(M)-

формулы Θ(ū, ȳ, z̄, t̄), µΘ(ū, ȳ, z̄), l(ȳ) = l(z̄), l(t̄) = l(ᾱ) такие, что для любого ā ∈ M l(ū)

верно:

(i) [φ(x, ā, γ̄, ᾱ) ∈ tp (β/M ∪ ᾱ ∪ γ̄) ⇐⇒ ∃ ḡ ∈ X, ∀ d̄ ∈ X

N |= ∀x(H(N, ḡ, ᾱ) < x < H(N, d̄, ᾱ)+ → φ(x, ā, γ̄, ᾱ))]
(так как γ̄ ⊥w q, LC(H, X, q),¬RC(H,X, q)).

(ii) (∀ ḡ ∈ X), (∀ d̄ ∈ X)
[N |= ∀x(H(N, ḡ, ᾱ) < x < H(N, d̄, ᾱ)+ → φ(x, ā, γ̄, ᾱ))
⇐⇒ N |= Θ(ā, ḡ, d̄, ᾱ)] (так как tp (γ̄/M ∪ ᾱ) определим).

(iii) (∀ ḡ ∈ X), (∀ d̄ ∈ X)[N |= Θ(ā, ḡ, d̄, ᾱ) ⇐⇒ M |= µΘ(ā, ḡ, d̄)]
(так как tp (ᾱ|M) определим).

Таким образом, M |= ∃ ȳ [ȳ ∈ X ∧ ∀z̄(z̄ ∈ X → µΘ(ā, ȳ, z̄))] тогда и только тогда,
когда

φ(x, ā, γ̄, ᾱ) ∈ tp (β/M ∪ ᾱ ∪ γ̄).

(b) Аналогично (a).
(c) Для произвольной L(M ∪ ᾱ)-формулы φ(x, ū, ȳ, ᾱ), l(ȳ) = l(γ̄), в силу строгой

определимости q, существуют L(M ∪ ᾱ)-формулы G ∈ F (q),
D ∈ R(q) такие, что ∀b̄ ∈ M l(ȳ), ∀ ā ∈ M l(ū) верно:

[φ(x, ā, b̄, ᾱ) ∈ q ⇐⇒ N |= ∀x(G(N) < x < D(N) → φ(x, ā, b̄, ᾱ))].

Пусть Θ(ȳ, ā, ᾱ) := ∀x(G(N) < x < D(N) → φ(x, ā, ȳ, ᾱ)).
Тогда, так как tp (γ̄/M∪ᾱ) определим, существует L(M∪ᾱ)-формула µΘ(ū, ᾱ) такая,

что ∀ ā ∈ M [Θ(ȳ, ā, ᾱ) ∈ tp (γ̄/M ∪ ᾱ) ⇐⇒ N |= µΘ(ā, ᾱ)]. Таким образом, для любого
ā ∈ M , если N |= µΘ(ā, ᾱ), то φ(x, ā, γ̄, ᾱ) ∈ tp (β/M ∪ ᾱ ∪ γ̄).
Предположим обратное неверно, т. е. для некоторого ā ∈ M выполняется

(∗)ā N |= ¬µΘ(ā, ᾱ), и φ(x, ā, γ̄, ᾱ) ∈ r = tp (β/M ∪ ᾱ ∪ γ̄).

N |= ¬µΘ(ā, ᾱ) означает по определению, что

N |= ∃x [G(N) <x < D(N) ∧ ¬φ(x, ā, γ̄, ᾱ)].

В силу иррациональности r существуют G1 ∈ F (q), D1 ∈ R(q) такие, что

N |= ∀x[G1(N) < x < D1(N) → φ(x, ā, γ̄, ᾱ)].



Консервативные расширения моделей слабо о-минимальных теорий 25

Таким образом, имеем

N |= ∀x[G1(N) < x < D1(N) → φ(x, ā, γ̄, ᾱ)] ∧ ∃x[G(N) < x < D(N) ∧ ¬φ(x, ā, γ̄, ᾱ)].

Тогда, так как tp (γ̄/M ∪ ᾱ) конечно выполним в M , существует b̄ ∈ M такой, что

N |= ∀x[G1(N) < x < D1(N) → φ(x, ā, b̄, ᾱ)] ∧ ∃x[G(N) < x < D(N) ∧ ¬φ(x, ā, b̄, ᾱ)].

Истинность первого члена конъюнкции означает φ(x, ā, b̄, ᾱ) ∈ q и истинность второго
члена этой конъюнкции означает ¬φ(x, ā, b̄, ᾱ) ∈ q. Противоречие, которое вытекает из
предположения (∗)ā. Следовательно, для любого ā ∈ M верно

[N |= µ(ā, ᾱ) ⇐⇒ φ(x, ā, γ̄, ᾱ) ∈ r],

что означает определимость r.
Теперь покажем достаточность. Предположим, r определим. Пусть ϕ(x, ȳ) произ-

вольная L(A)-формула. Обозначим ϕ′(x, ȳ, ᾱ) := ϕ(x, ȳ) ∧ ∧
yi 6= αj . Тогда, так как

q ⊂ r, для любого ā ∈ M l(ȳ) верно:

ϕ(x, ā) ∈ q ⇐⇒(1) ϕ′(x, ā, ᾱ) ∈ r.

Тип r определим, поэтому существует ϕ′(x, ȳ, ᾱ)-определение типа r некоторая
L(A ∪ ᾱ)-формула Θ(ϕ′)(ȳ, z̄, ᾱ, c̄)) такая, что выполняется

[ϕ′(x, ā, ᾱ, ᾱ, c̄) ∈ r ⇐⇒(2) N |= Θ(ϕ′)(ā, ᾱ)].

Из определения типа следует, что

N |= Θ(ϕ′)(ā, ᾱ) ⇐⇒(3) Θ(ϕ′)(ā, z̄) ∈ tp (ᾱ|M).

Так как тип tp (ᾱ|M) определим, существует L(A)-формула ΨΘ(ϕ′) такая, что

Θ(ϕ′)(ā, z̄) ∈ tp (ᾱ|M) ⇐⇒(4) M |= ΨΘ(ϕ′)(ā).

Условия (1)–(4)означают, что q есть определимый тип. ¤

Определение 8. Скажем, что теория T имеет свойство совместного расширения для
нестрого определимых 1-типов (AP для NSD-1-типов), если для любой пары моделей
(M, N) теории T , ∀ ᾱ, β, γ̄ ∈ N \M таких, что типы tp (ᾱ|M), tp (γ̄|M ∪ ᾱ) определимы,
q := tp (β |M ∪ ᾱ) иррационален и определим, γ̄ ⊥w q, следующее верно:

Если q не строго определим, тогда tp (β|M ∪ ᾱ ∪ γ̄) определим.

Из доказательства предложения 2 (необходимость, случаи (a)–(b)) вытекают два
следующих утверждения.

Следствие 1. Каждая слабо о-минимальная теория имеет AP для NSD-1-типов.

Следствие 2. Пусть p, q ∈ S1(M∪ᾱ), ᾱ ∈ N\M , tp (ᾱ|M) определимы, p ⊥w q, δ ∈ p(N),
β ∈ q(N). Предположим, что p и q определимы, иррациональны и по крайне мере один
из этих типов не строго определим. Тогда tp (βδ | M ∪ ᾱ) определим.

Принимая во внимание пример 1 и следствие 2, сформулируем следующий

Вопрос 1. Обладает ли (слабо) о-минимальная теория AP для D-1-типов или, эквива-
лентно, AP для SD-1-типов?



26 Б.С. Байжанов

§ 2. Критерий и его следствия

В этом параграфе мы докажем теорему 2. Из теоремы 2, вопроса 1 следует, что ответ
на вопрос о существовании D-ω-насыщенного консервативного расширения для произ-
вольной модели слабо о-минимальной теории для нас неизвестен, даже в о-минимальном
контексте. Тем не менее, из доказательств предложения 2 и теоремы 2 (ii)⇒(i) сле-
дует существование для любой модели слабо о-минимальной теории консервативного
NSD-ω-насыщенного расширения и консервативного CD-ω-насыщенного расширения
(Следствие 5).

Теорема 2. Пусть T — слабо о-минимальная теория. Тогда следующие условия экви-
валентны:

(i) Каждая модель M для T имеет D-ω-насыщенное консервативное расширение.
(ii) T имеет AP для D-1-типов.
(iii) T имеет AP для SD-1-типов.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (Теоремы 2). (i) ⇒ (ii) следует из определения D-ω-насыщенной
консервативной пары и AP для D-1-типов.

(ii) ⇔ (iii) следует из следствия 2 и определения 3.
(ii) ⇒ (i).

Определение 9. Пусть A ⊂ B ⊂ N , где N — большая насыщенная модель. Говорят,
что B — консервативное 1-расширение A, если для любого α ∈ B \A верно, что tp (α|A)
определим. Говорят, что B — консервативное расширение A, если для любого ᾱ ∈ B \A

tp (ᾱ|A) определим.

Утверждение 1. Пусть A ⊂ B ⊂ C ⊂ N . Если B — консервативное расширение A и
C — консервативное расширение B, то C — консервативное расширение A.

Пусть M ≺ N , где N — большая насыщенная модель. Определим модель Mω (M ≺
≺ Mω ≺ N) как объединение элементарной цепи моделей Mn, n < ω (D1). Построение
Mn+1 (Mn ≺ Mn+1) будем вести в два этапа. На первом этапе мы строим Bn (Mn ⊂
⊂ Bn ⊂ Mn+1), предполагая, что все определимые не реализованные в Mn (D4) 1-типы
над M ∪ ᾱ (ᾱ ∈ Mn) реализованы в Bn (D5). На втором этапе мы замыкаем Bn до
модели Mn+1, пользуясь критерием Тарского-Вота. Для этого мы строим множество
E(n,m) ⊂ E(n,m + 1), m < ω такое, что любая L(E(n,m))-1-формула имеет решение в
E(n,m + 1) (D6, D7), а Mn+1 есть объединение E(n,m), m < ω (D3).

Наша главная задача в этой стандартной схеме построения модели (см., напри-
мер, [15, Гл. 3.1], или [32, Ch. 4]) заключается в выборе элементов βn,λ ∈ Bn+1 (D8n,λ)
и en,m,λ ∈ En,m+1 (D9n,m,λ) таких, что и Bn, и E(n,m) являются консервативными
расширениями Mn. В итоге применение утверждения 1 будет завершать доказательство
теоремы. Таким образом, условияD1-D7 описывают конструкцию модели Mω, описание
выбора элементовD8 совместно сD4 иD5 обеспечивает D-ω-насыщенность модели Mω,
описание выбора элементов D9 совместно с D6 и D7 обеспечивает условие, что Mn+1

есть элементарное расширение Mn:
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D1 Mω =
⋃

n<ω
Mn, Mn ≺ Mn+1 ≺ Mω, Mn — консервативное расширение M .

D2n<ω Mn ⊂ Bn ⊂ E(n,m) ⊂ E(n,m + 1) ⊂ Mn+1, m < ω.

D3n<ω Mn+1 =
⋃

m<ω
E(n,m).

D4n<ω Kn =
⋃

ᾱ∈Mn\M
Sd

1(M ∪ ᾱ). Здесь

Sd
1(M ∪ ᾱ) = {q ∈ S1(M ∪ ᾱ) | q — определимый, q(N) ∩Mn = ∅}.

Зафиксируем произвольное перечисление типов множества

Kn = {qn,λ ∈ Sd
1(M ∪ ᾱn,λ) | λ < µn, ᾱn,λ ∈ Mn \M}, µn = |Kn|.

D5n<ω Bn =
⋃

λ<µn

Bn,λ, ∀λ < µn,

Bn,λ =
⋃

λ′<λ

Bn,λ′ ∪ {βn,λ}, βn,λ ∈ qn,λ(N), Bn,λ — консервативное расширение M .

D6n,m<ω F (n,m) = {ψ(x)|ψ(x) — L(E(n,m))-формула, такая что ψ(N) 6= ∅, ψ(N) ∩
∩E(n,m) = ∅}. Зафиксируем произвольное перечисление формул множества

F (n,m) = {ψn,m,λ(x) | λ < µn,m}, µn,m = |F (n,m)|.

D7n,m<ω E(n,m + 1) =
⋃

λ<µn,m

E(n,m, λ), ∀λ < µn,m,

E(n,m, λ) =
⋃

λ′<λ

E(n,m, λ′) ∪ {en,m,λ}, en,m,λ ∈ ψn,m,λ(N),

E(n,m, λ) — консервативное расширение M .
Для завершения описания построения Mω дадим объяснение выбора βn,λ и en,m,λ и

доказательства того, что Bn,λ и E(n,m, λ) суть консервативные расширения M .
D8n,λ Выбор βn,λ для n < ω, λ < µn.
Обозначим B′

n,λ :=
⋃

λ′<λ

Bn,λ′ . Рассмотрим два случая:

D8.1n,λ B′
n,λ ⊥w qn,λ. Возьмем произвольный элемент β ∈ qn,λ(N) и обозначим

его βn,λ. Согласно (ii), т. е. потому, что T удовлетворяет AP для D-1-типов, Bn,λ =
= B′

n,λ ∪ {βn,λ} является консервативным расширением M , если B′
n,λ — консервативное

расширение M .
D8.2n,λ B′

n,λ 6⊥w qn,λ. Пусть H(x) будет произвольной L(B′
n,λ)-формулой, такой

что H(x) расщепляет qn,λ(N), т. е. H(N) < ¬H(N) и H(N) ∩ qn,λ(N) 6= ∅, ¬H(N)∩
∩ qn,λ(N) 6= ∅. Существование такой формулы H(x) следует из определения неортого-
нальности множества типу и замечаний 3 и 4.

Пусть Γn,λ(x) := qn,λ(x) ∪ {φ(N) <x <H(N)+ | φ(x) будет L(B′
n,λ)-формулой, такой

что N |= ∃x (φ(N) <x <H(N)+)}. Заметим, что Γn,λ(x) имеет единственное расширение
до полного 1-типа pn,λ над B′

n,λ, который либо изолированный, либо квазирациональный
вправо и, следовательно, в любом случае pn,λ(x) определим (Факт 6).

Покажем единственность pn,λ. Возьмем произвольную L(B(n, λ)′)-формулу Θ(x) и
рассмотрим (Θ(N) ∩ H(N))+. Положим, что Θ(x) ∈ pn,λ, если и только если (Θ(N)∩
∩H(N))+ = H(N)+. Из определения Γn,λ(x) следует, что pn,λ(N)+ = H(N)+.
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Возьмем произвольный элемент β из pn,λ(N) и обозначим его βn,λ. Тогда по замеча-
нию 1 Bn,λ = B′

n,λ∪{βn,λ} — консервативное расширение M , если B′
n,λ — консервативное

расширение M .
D9n,m,λ Выбор en,m,λ для n,m < ω, λ < µn,m.
Обозначим E′(n,m, λ) =

⋃
λ′<λ

E(n,m, λ′). Рассмотрим два случая:

D9.1n,m,λ Существует L(E′(n,m, λ))-формула θ(x), такая что N |= ∀x (θ(x) →
→ ψn,m,λ(x)), и θ(x) определяет некоторый изолированный 1-тип над E′(n,m, λ). Тогда
по замечанию 1 для произвольного e ∈ θ(N) имеем, что E′(n, m, λ)∪{e} — консерватив-
ное расширение M , если E′(n, m, λ) — консервативное расширение M . Таким образом,
положим en,m,λ = e.

D9.2n,m,λ Существует L(E′(n,m, λ))-формула θ(x), такая что N |= ∀x (θ(x) →
→ ψn,m,λ(x)) и θ(x) определяет некоторый изолированный 1-тип над E′(n,m, λ). Пусть
ψi

n,m,λ(x) будет выпуклой подформулой в разбиении ψn,m,λ(x) (Факт 5) такой, что
ψi

n,m,λ(N)+ = ψn,m,λ(N)+.

Рассмотрим Γn,m,λ(x) := {φ(N) < x < ψn,m,λ(N)+ | φ(x) — выпуклая E′(n,m, λ)-оп-
ределимая формула такая, что

φ(N) ⊂ ψi
n,m,λ(N) и N |= ∃x (φ(N) < x < ψn,m,λ(N)+)}.

Заметим, что для каждой выпуклой L(E′(n,m, λ))-формулы φ(x) такой, что φ(N) ⊂
⊂ ψi

n,m,λ(N), верно

|= ∃x (φ(N) < x < ψn,m,λ(N)+) ∨ ∃x ((ψi
n,m,λ(x) ∧ ¬φ(N)) < x < ψn,m,λ(N)+).

Действительно, в силу того, что φ(x) и ψi
n,m,λ(x) выпуклые, если φ(N)+ 6= ψi

n,m,λ(N)+,
то ψi

n,m,λ(N) ∩ ¬φ(N) < φ(N). Покажем, что Γn,m,λ(x) имеет единственный расширя-
ющий его полный 1-тип pn,m,λ над E′(n,m, λ), который к тому же является квазира-
циональным вправо. Возьмем произвольную L(E′(n,m, λ))-формулу Θ(x) и рассмот-
рим (Θ(N) ∩ ψi

n,m,λ(N))+. Положим, что Θ(x) ∈ pn,m,λ, если и только если (Θ(N) ∩
∩ ψi

n,m,λ(N))+ = ψi
n,m,λ(N)+. Если

(Θ(N) ∩ ψi
n,m,λ(N))+ 6= ψi

n,m,λ(N))+,

то для K(x) := (Θ(N) ∩ ψi
n,m,λ(N)) < x < ψi

n,m,λ(N)+ мы имеем, что K(x) ∈ Γn,m,λ(x).
Это значит, что Γn,m,λ(x) ∪ {Θ(x)} не совместно. Из определения Γn,m,λ(x) следует, что
pn,m,λ(N)+ = ψn,m,λ(N)+.

Тогда для произвольного элемента en,m,λ ∈ pn,m,λ(N) верно, что E(n,m, λ) :=
:= E′(n,m, λ) ∪ {en,m,λ} является консервативным расширением M , если E′(n, m, λ) —
консервативное расширение M . Это завершает определение Mω.

Mω есть элементарное расширение M в силу D6n,m, D7n,m, D9n,m,λ и критерия
Тарского-Вота [18,19].

Из конструкций (D4n, D5n, D8n,λ) следует, что Mω — D-ω-насыщенное консерва-
тивное расширение M . ¤

Заметим, что когда T о-минимальна, случай D8.2 сводится к случаю D9.1 потому,
что в о-минимальной теории в силу факта 1 верно, что

∀A ⊂ N,∀ q ∈ S1(A), ∀ ᾱ ∈ N [ᾱ 6⊥w q → ∃β ∈ q(N) ∩ acl(A ∪ ᾱ)].
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Аналогично, случай D9.2 сводится к случаю D9.1, потому что в о-минимальной теории
для любой выпуклой L(A)-формулы φ(x), если существует L(A)-формула Θ(x), такая
что φ(N) ∩Θ(N) 6= ∅ и φ(N) ∩ ¬Θ(N) 6= ∅, то φ(N) ∩ acl(A) 6= ∅.

Вспомним, что для любых β, γ̄ ∈ N \ A,A ⊂ N таких, что q := tp (β|A) квази-
рациональный и γ̄ ⊥w q, тип β над A ∪ γ̄ квазирациональный (Факт 3) и, следова-
тельно, определимый (Факт 6). Это позволяет модифицировать доказательство теоре-
мы 2(ii)⇒(i) с помощью сокращения условия AP для D-1-типов и реализации только
квазирациональных 1-типов для построения для каждой модели (каждого множества)
консервативного расширения. Таким образом, общая схема построения модели из тео-
ремы 2 позволяет, после изменения условия D4, с использованием фактов 8(iii), 9 и 10,
а также замечания 7, строить консервативные расширения, опуская все иррациональ-
ные 1-типы (Следствие 3) и реализуя различные классы иррациональных определимых
типов (Следствие 5).

Следствие 3 (Опускание иррациональных 1-типов в консервативных расширениях).
Пусть M ≺ N , где N — M+-насыщенное элементарное расширение M , γ̄ ∈ N \

M , tp (γ̄|M) определимый. Тогда существует M ′ (M ≺ M ′ ≺ N), такая что ᾱ ∈ M ′,
(M, M ′) консервативная пара, и для любого иррационального r ∈ S(M ∪ γ̄) верно, что
r(N) ∩M ′ = ∅.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (Следствия 3). Доказательство повторяет доказательство теоре-
мы 2 со следующими двумя изменениями:

(a) Вместо D4n<ω мы рассмотрим D4′n<ω:
D4′n<ω K ′

n =
⋃

ᾱ∈Mn\M
Sqr

1 (M ∪ γ̄ ∪ ᾱ). Здесь, Sqr
1 (M ∪ γ̄ ∪ ᾱ) := {q ∈ S1(M ∪ ᾱ) | q —

квазирациональный, не строго определимый, и q(N) ∩Mn = ∅}.
Зафиксируем произвольное перечисление типов множества

K ′
n = {qn,λ ∈ Sqr

1 (M ∪ γ̄ ∪ ᾱn,λ)|λ < µn, ᾱn,λ ∈ Mn \M}, µn = |K ′
n|.

(b) D8.1. Из факта 3 следует, что для произвольного β ∈ qn,λ(N), tp (β|B′
n,λ) ква-

зирациональный. Тогда в силу факта 6 тип tp (β|B′
n,λ) определимый, и, следовательно,

Bn,λ = B′
n,λ ∪ {βn,λ} консервативное расширение.

Пусть r — иррациональный 1-тип над A, δ ∈ r(N). Индукцией по построению M ′

мы покажем, что E(n,m, λ) ⊥w r, Bn,λ ⊥w r и, следовательно, в силу факта 3 типы
rn,m,λ := tp (δ|E(n,m, λ)) и rn,λ := tp (δ|Bn,λ) иррациональны.

Таким образом, мы предполагаем, что тип r′n,λ := tp (δ | B′
n,λ) иррациональный,

а r′n,λ(N) = r(N). Тогда, так как qn,λ квазирациональный, в случае D8.1 мы имеем
по факту 3, что tp (βn,λ | B′

n,λ) квазирациональный, и, следовательно, по факту 10,
tp (βn,λ|B′

n,λ) ⊥w r′n,λ. Тогда, снова в силу факта 3, rn,λ(N) = r′n,λ(N) = r(N), и rn,λ —
иррациональный. Это означает, что Bn,λ ⊥w r.

Так как в случаях D.8.2, D9 типы tp (βn,λ | B′
n,λ) и tp (en,m,λ | E′(n,m, λ)) ли-

бо изолированны, либо квазирациональны, имеем в случае D8.1, что Bn,λ ⊥w r и
E(n,m, λ) ⊥w r. Таким образом, мы получаем, что M ′ ⊥w r, и, следовательно, M ′ ∩
∩ r(N) = ∅. ¤

То же самое доказательство, как в следствии 3, дает нам
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Следствие 4 (Опускание иррациональных 1-типов над множеством). Пусть A — под-
множество |A|+-насыщенной модели N слабо о-минимальной теории T . Тогда существу-
ет M — консервативное расширение для A (A ⊂ M ≺ N), такое что любой иррацио-
нальный тип r ∈ S1(A) опускается в M .

Говорят, что неизолированный тип q ∈ S1(A) удовлетворяет свойству левой сходи-
мости (PLC), если существуют L(A)-формулы H(x, ȳ) и Θ(ȳ), такие что LC(H, Θ, q) и
¬RC(H, Θ, q).

Говорят, что неизолированный тип q ∈ S1(A) удовлетворяет свойству правой сходи-
мости (PRC), если существуют L(A)-формулы H(x, ȳ) и Θ(ȳ), такие что ¬LC(H, Θ, q)
и RC(H, Θ, q).

В дальнейшем мы предполагаем, что если верно LC(H, Θ, q) и ¬RC(H, Θ, q), то для
любого ā ∈ A выполняется, если N |= Θ(ā), то H(N, ā) <q(N) и RC(H, Θ, q), а если верно
¬LC(H, Θ, q), то для любого ā ∈ A выполняется, если N |= Θ, то q(N) <H(N, ā)+. Дей-
ствительно, для случая LC(H,Θ1, q),¬RC(H, Θ1, q), из ¬RC(H,Θ, q) следует существо-
вание формулы D(x) ∈ R(q) (Определение 7), такой что для любого ā ∈ Θ(N)∩A верно
[H(N, ā) < D(N) → H(N, ā) <q(N)]. Предположим, что Θ1(ȳ) := Θ(ȳ)∧H(N, ȳ)< D(N).
Тогда мы имеем LC(H, Θ1, q), ¬RC(H,Θ1, q) и ∀ ā ∈ Θ1(N) ∩A верно H(N, ā) <q(N).

Говорят, что q ∈ S1(A) удовлетворяет свойству сходимости (PC), если он удовле-
творяет PLC или PRC. Также говорят, что тип удовлетворяет свойству двусторонней
сходимости (PBC), если он удовлетворяет как PLC, так PRC. Заметим, что в силу тео-
ремы 1 любой определимый, но не строго определимый 1-тип удовлетворяет PC, а в
силу предложения 1 любой не строго определимый 1-тип над объединением модели M

и конечного ht-определимого над M множества удовлетворяет PC тогда и только тогда,
когда этот тип определимый.

Утверждение 2. Пусть q ∈ S1(A) — неизолированный.

(i) Предположим, что q квазирациональный. Тогда q не строго определимый тогда и
только тогда, когда q удовлетворяет PC, тогда и только тогда, когда q является
CD-1-типом.

(ii) Предположим, что q иррациональный. Тогда q удовлетворяет PBC тогда и только
тогда, когда q является CD-1-типом.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (Утверждения 2). Мы докажем эти пункты для иррационального
1-типа, случай для квазирационального 1-типа рассматривается аналогично. Действи-
тельно, пусть A ⊂ N , q ∈ S1(A), H1(x, ȳ1), Θ1(ȳ1), H2(x, ȳ2), Θ2(ȳ2) — L(A)-формулы,
такие, что имеет место

LC(H1,Θ1, q), ¬RC(H1, Θ1, q), RC(H2,Θ2, q),¬LC(H2,Θ2, q).

Обозначим φ(x, ȳ1, ȳ2) := H1(N, ȳ1) <x <H2(N, ȳ2)+ и Θ(ȳ1, ȳ2) := Θ1(ȳ1) ∧Θ2(ȳ2).
Рассмотрим произвольную выпуклую Ψ(x) ∈ q. Тогда Ψ(N)− < q(N) < Ψ(N)+. Из

определения 7 следует, что существуют b̄1 ∈ Θ1(N)∩Al(ȳ1) и b̄2 ∈ Θ2(N)∩Aȳ2 , такие что

N |= ∃x1(Ψ(N)− < x1 < H1(N, b̄1)) ∧ ∃x2(H2(N, b̄2) < x2 < Ψ(N)+).
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Это означает, что N |= ∀x(φ(x, b̄1, b̄2) → Ψ(x)). Таким образом, q определяется qφ,Θ-
типом, и, следовательно, q является CD-1-типом.

Теперь предположим, что q — это CD-1-тип. Тогда левая граница формул φ(x, ā),
где ā ∈ Θ(N) ∩ A, определяет левую сходимость к 1-типу q и не определяет правую
сходимость к q, а правая граница формул φ(x, ā), где ā ∈ Θ(N)∩A, определяет правую
сходимость к типу q, но не определяет левую (Определение 7).

(iii) следует из (i), (ii). ¤

Замечание 6. Пара моделей (M, N) будет CD-ω-насыщенной парой тогда и только
тогда, когда для любого α ∈ N \M любой квазирациональный не строго определимый
1-тип над M ∪ ᾱ и любой иррациональный 1-тип над M ∪ ᾱ, удовлетворяющий PBC,
реализуются в N .

Следующий факт является следствием фактов 8(iii), 9 и 10.

Замечание 7. Пусть p, q ∈ S1(A) и p 6⊥w q. Тогда следующее верно:

(i) p удовлетворяет PC тогда и только тогда, когда q удовлетворяет PC.
(ii) p удовлетворяет PBC тогда и только тогда, когда q удовлетворяет PBC.

Определение 10. Говорят, что теория T удовлетворяет свойству совместного расши-
рения (AP ) для CD-1-типов, если для любой пары моделей (M, N) теории T , ∀ ᾱ, β, γ̄ ∈
∈ N\M , таких что типы tp (ᾱ |M), tp (γ̄ | M ∪ ᾱ) определимые, а тип q := tp (β | M ∪ ᾱ)
иррациональный и определимый, и γ̄ ⊥w q, верно следующее:

Если q есть CD-1-тип или, что эквивалентно, удовлетворяет PBC, то
tp (β|M ∪ ᾱ ∪ γ̄) определимый.

Так как любой определимый CD-1-тип не является строго определимым, имеем

Замечание 8. Если теория T удовлетворяет AP для D-1-типов, то T удовлетворяет AP

для NSD-1-типов, а если T удовлетворяет AP для NSD-1-типов, то T удовлетворяет
AP для CD-1-типов.

Следствие 5. Пусть M — модель слабо о-минимальной теории T . Тогда для M суще-
ствуют:

(i) NSD-ω-насыщенное консервативное расширение;
(ii) CD-ω-насыщенное консервативное расширение.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (Следствия 5). (i) Построение NSD-ω-насыщенного расширения
повторяет конструкцию из теоремы 2(ii)⇒(i) с точностью до следующих двух модифи-
каций:

(a) В D8.1 мы используем условие AP для NSD-1-типов вместо условия AP для
D-1-типов.

(b) Вместо D4n<ω мы рассмотрим D4′′n<ω K ′′
n =

⋃
ᾱ∈Mn\M

Snsd
1 (M ∪ ᾱ). Здесь, Snsd

1 (M∪
∪ ᾱ) := {q ∈ S1(M ∪ ᾱ) | q(N) ∩ Mn = ∅, и q определимый, не строго определимый}.
Зафиксируем произвольное перечисление типов множества

K ′′
n = {qn,λ ∈ Snsd

1 (M ∪ ᾱn,λ) | λ < µn, ᾱn,λ ∈ Mn \M}, µn = |K ′′
n|.
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(ii) Построение CD-расширения повторяет конструкцию из теоремы 2(ii)⇒(i) с точ-
ностью до следующих двух модификаций:

(a) В D8.1 мы используем AP для NSD-1-типов вместо условия AP для D-1-типов.
(b) ВместоD4n<ω мы рассмотримD4′′′n<ω K ′′′

n =
⋃

ᾱ∈Mn\M
Scd

1 (M∪ᾱ). Здесь, Scd
1 (M∪ᾱ) :=

:= {q ∈ S1(M ∪ ᾱ) | q(N) ∩Mn = ∅, и q удовлетворяет PC или PBC, если он иррацио-
нальный}. Зафиксируем произвольное перечисление

K ′′′
n = {qn,λ ∈ Scd

1 (M ∪ ᾱn,λ) | λ < µn, ᾱn,λ ∈ Mn \M}, µn = |K ′′
n|. ¤

Замечание 9. Д. Маркер в [23] доказал существование консервативного расширения
для любой о-минимальной модели. Мы не знаем, что значит «дедекиндовы красивые
пары» в статье Байсалова-Пуаза [33, с. 574], но в действительности они доказали суще-
ствование CD-ω-насыщенного консервативного расширения для любой о-минимальной
модели. Будем говорить, по аналогии с [30], что пара моделей (M, N) есть консерватив-
ная D-красивая пара, если

1) (M, N) есть консервативная пара,
2) M есть ω-насыщенная модель,
3) (M, N) — D-ω-насыщенная пара.

Мы не знаем, существует ли консервативная D-красивая пара для произвольной
(слабо) о-минимальной теории.

В заключение параграфа приведем примеры D-ω-насыщенной, NSD-ω-насыщенной,
CD-ω-насыщенной консервативных пар о-минимальной теории. Пусть N = {0, 1, 2 . . . } —
множество натуральных чисел, Z — множество целых чисел, Q — рациональных. Обо-
значим Q>0 := {a ∈ Q|a > 0}, I := { 1

n+1 |n ∈ N}, B1 := {0} × N , B2 := B1 ∪ {1} × Z,
B3 := B1 ∪ I × Z, B4 := B1 ∪Q>0 × Z.

На моделях Mi := 〈Bi; =, <〉, 1 ≤ i ≤ 4, отношение < есть лексикографическое
упорядочение. Эти четыре модели являются моделями теории дискретного порядка с
левым концом, но без правого. Эта теория о-минимальна [28]. Из определения следует,
что

M1 ≺ M2 ≺ M3 ≺ M4.

Говорят, что пара моделей (M, N) является 1-консервативной, если для любого
α ∈ N \M верно, что tp (α|M) определим. Д. Маркер и Ч. Стейнхорн доказали, что лю-
бая 1-консервативная пара произвольной о-минимальной теории — консервативная [24]
(Заметим, что существует 1-консервативная неконсервативная пара моделей слабо о-ми-
нимальной теории [7]).

Так как существует только один неизолированный 1-тип над M1, и этот тип раци-
ональный (определимый), любое элементарное расширение для M1 является 1-консер-
вативным. Тогда по теореме Маркера –Стейнхорна пары моделей (M1,M2), (M1,M3),
(M1,M4) консервативны. Мы оставляем читателям проверку следующих утверждений:

(M1, M2) — CD-ω-насыщенная, не NSD-ω-насыщенная консервативная пара;
(M1, M3) — NSD-ω-насыщенная, не D-ω-насыщенная консервативная пара;
(M1, M4) — D-ω-насыщенная консервативная пара.
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§ 3. Аксиоматизируемые классы консервативных пар

Пусть L∗ = L ∪ {P 1}. Обозначим, z̄ 6∈ P := ∧i¬P 1(zi), ȳ ∈ P := ∧iP
1(yi).

Пусть (M, N) — пара моделей слабо о-минимальной теории T . Через T ∗0 обозначим
множество всех предложений в L∗, которое говорит, что предикат P 1 выделяет M как
элементарную подмодель для N . А. Пиллай заметил [27], что класс консервативных
пар моделей слабо о-минимальной теории аксиоматизируем. В самом деле, любой опре-
делимый 1-тип над о-минимальной моделью рациональный [24] и следующая аксиома
А. Пиллая выделяет класс всех 1-консервативных пар, который по теореме Маркера –
Стейнхорна совпадает с классом всех консервативных пар:

Ax(P) := ∀x (x 6∈ P → (∃ y (y ∈ P ∧ x< y ∧
∧ ∀ z (x< z < y → z 6∈ P )) ∨ ∃ y (y ∈ P ∧ x>y ∧ ∀ z (x> z > y → z 6∈ P )))).

В этом параграфе мы покажем, что класс CD-ω-насыщенных пар моделей произ-
вольной слабо о-минимальной теории аксиоматизируем (Утверждение 3) в языке пар
моделей, и выделим два подкласса класса слабо о-минимальных теорий, содержащих
класс о-минимальных теорий и имеющих следующие свойства:

1) Класс 1-консервативных пар моделей конечно слабо о-минимальной теории
(Определение 11) аксиоматизируем в языке пар моделей;

2) Класс 1-консервативных пар почти о-минимальной MS-теории совпадает с клас-
сом консервативных пар моделей этой теории (Лемма 1).

Это позволяет выделить такие слабо о-минимальные теории, что класс их консер-
вативных CD-ω-насыщенных пар моделей аксиоматизируем (Утверждение 4). В заклю-
чительной части параграфа приведем примеры таких теорий (Примеры 1)

Пусть φ(x, ȳ, z̄) произвольная выпуклая по x L-формула. Для любой L-формулы
Θ(ȳ, z̄, ū), любого ᾱ ∈ (N \ M)l(z̄), любого b̄ ∈ M l(ū) определим множество L(M ∪ ᾱ)-
1-формул

ΓΘ,φ(ᾱ, b̄)(x) := {φ(x, ā, ᾱ) | N |= Θ(ā, ᾱ, b̄), ā ∈ M}.
Заметим, 2-совместность семейства выпуклых формул влечет его n-совместность для
любого n < ω, и следовательно, для L∗(ᾱ ∪ b̄)-формулы

KΘ,φ(ᾱ, b̄) := ∀ ȳ1∀ ȳ2[(
∧

i

ȳi ∈ P ∧
∧

i

Θ(ȳi, ᾱ, b̄)) → ∃x(¬P 1(x) ∧
∧

i

φ(x, ȳi, ᾱ))]

следующее верно:

ΓΘ,φ(ᾱ, b̄)(x) совместно ⇐⇒ (M, N) |= KΘ,φ(ᾱ, b̄).

Рассмотрим следующие L∗-формулы.

B(Θ, φ)(z̄, ū) := KΘ,φ(z̄, ū) → ∃x[¬P 1(x) ∧ ∀ ȳ((Θ(ȳ, z̄, ū) ∧ ȳ ∈ P ) → φ(x, ȳ, z̄))],

Ax(Θ, φ) = ∀ z̄∀ ū(B(Θ, φ)(z̄, ū)).

Заметим, что для произвольной модели M и ее произвольного элементарного
|M |+-насыщенного расширения N все формулы вида Ax истинны на (M, N) потому, что
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истинность на паре (M,N) таких формул означает, что каждый иррациональный 1-тип
над объединением M и конечного множества, имеющий PBC, реализуется в N и каж-
дый не строго определимый, квазирациональный 1-тип над объединением M и конечного
множества реализуется в N . Таким образом, T ∗1 := T ∗0 ∪ {Ax(Θ, φ)|Θ(ȳ, z̄), φ(x, ȳ, z̄) —
L-формулы, φ(x, ȳ, z̄) выпукло по x } совместно.

Утверждение 3. Для любой пары моделей (M,M ′) теории T верно:

(M, M ′) |= T ∗1 ⇐⇒ (M, M ′) является CD-ω-насыщенной парой.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (Утверждения 3). (⇒) Это следует из утверждения 2, замечания 6
и определения Ax.

(⇐) Пусть (M, M ′) есть CD-ω-насыщенная пара моделей, φ(x, ȳ, z̄),Θ(ȳ, z̄, ū) —
L-формулы, φ — выпуклая по x, такие что

(M, M ′) |= ¬Ax(Θ, φ).

Тогда для некоторого ᾱ ∈ (M ′ \ M) и некоторого b̄ ∈ M , ΓΘ,φ(ᾱ, b̄)(x) совместно и не
реализуется в M ′. Тогда не существует неизолированного q ∈ S1(M ∪ ᾱ) такого, что
ΓΘ,φ(ᾱ, b̄)(x) ⊂ q(x) и q не реализуется в M ′. Обозначим

H1
φ(x, ȳ, ᾱ) := x< φ(N, ȳ, ᾱ), H2

φ(x, ȳ, ᾱ) := φ(N, ȳ, ᾱ) <x, Θ(ȳ) := Θ(ȳ, ᾱ, b̄).

Мы рассмотрим три различных случая и во всех случаях покажем, что q реализуется в
M ′, что будет противоречить нашему предположению.

(i) q иррационален. Тогда LC(H1
φ, Θ, q), RC(H2

φ, Θ, q), ¬RC(H1
φ, Θ, q),¬LC(H2

φ, Θ, q).
Это означает, что q имеет PBC, и по замечанию 6 q реализуется в M ′.

(ii) q квазирационален вправо. Тогда существует L(M ∪ ᾱ)-формула Uq такая, что
q(M ′)+ = Uq(M ′)+ и LC(H1

φ,Θ, q). Это означает, что q не строго определим и по заме-
чанию 6 q реализуется в M ′.

(iii) q квазирационален влево. Тогда существует L(M ∪ ᾱ)-формула Uq такая, что
q(M ′)− = Uq(M ′)− и RC(H1

φ, Θ, q). Это означает, что q не строго определим и, по заме-
чанию 6 q реализуется в M ′. ¤

Определение 11. Пусть M — модель слабо о-минимальной теории, b̄ ∈ M , Ψ(x, b̄) —
L(b̄)-1-формула, N — большое |M |+-насыщенное элементарное расширение M . Будем
говорить, что Ψ(x, b̄) конечно слабо о-минимальна в M , если существует конечное число
L-формул {φi(x, ȳi), φ′i(x, ȳi) : i< n} таких, что для любого квазирационального q ∈
∈ S1(M), Ψ(x, b̄) ∈ q существуют i < n и ā ∈ M , такие что

q(N)+ = φi(N, ā)+ или q(N)− = φ′i(N, ā)−.

Будем говорить, что модель M конечно слабо о-минимальна, если формула x = x ко-
нечно слабо о-минимальна в M .

Отметим, если M конечно слабо о-минимальна, тогда для любой модели N такой что
N ≡ M , N является также конечно слабо о-минимальной. Таким образом, слабо о-мини-
мальная теория T конечно слабо о-минимальна, если для некоторой M |= T , M конечно
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о-минимальна. Каждая о-минимальная теория является конечно о-минимальной из-за
формул {φ1(x, y) = x< y, φ2(x, y) = y < x}.

Обозначим в языке L∗ для любой конечно слабо о-минимальной теории T следующее
предложение:

Ax(DP) = ∀x
(
¬P 1(x) →

∨

i < n

∃ ȳi [ȳi ∈ P ∧

∧ ∀ z ([x< z <φi(N, ȳi)+ → ¬P 1(z)] ∨ [φ′i(N, ȳi)−<z <x → ¬P 1(z)])]
)
.

T ∗ := T ∗1 ∪ {Ax(DP)}.

Из утверждения 3 следует, что любая модель T ∗ является CD-ω-насыщенной парой
и, по Ax(DP), 1-консервативной парой. Когда T о-минимальна, T ∗ есть теория, введен-
ная А. Пиллаем [27, с. 1406], и в этом случае H1

φ,H2
φ являются графиками монотонных

функций fi, gj . А. Пиллай доказал, что для о-минимальной теории, имеющей плотный
линейный порядок, при условии совместности T ∗ ее полнота.

Пусть T — теория с линейным порядком, N — достаточно большая насыщенная
модель для T , A ⊂ N , p, q ∈ S1(A). Мы говорим [2, 3], тип p не почти ортогонален q,
(p 6⊥a q), если существует L(A)-формула φ(x, y), такая что ∀α ∈ p(N), ∃β1, β2 ∈ q(N),
что верно β1 < φ(N, α) < β2, ∅ 6= φ(N, α) ⊂ q(N). В случае иррационального q это
условие можно ослабить до «φ(N,α) ⊂ q(N)».

Мы будем говорить, что множество A ⊂ N |= T слабо о-минимальной теории T

почти о-минимально, если для любого p, q ∈ S1(A) имеем

q 6⊥w p ⇐⇒ q 6⊥a p.

Скажем, слабо о-минимальная теория почти о-минимальна, если любое ее множе-
ство почти о-минимально. Из факта 1 следует, что любая о-минимальная теория почти
о-минимальна.

Чтобы доказать совпадение класса 1-консервативных пар моделей и класса консер-
вативных пар для любой о-минимальной теории T , Д. Маркер и Ч. Стейнхорн [24] пока-
зали, что для любых M ≺ N |= T , ∀ ᾱ ∈ N \M , ht-определимого над M , ∀ q ∈ S1(M ∪ ᾱ)
верно:

(*) Если q неопределим, то существует L(M ∪ ᾱ)-2-формула H(x, y) такая,
что C(H(x, y), Θ(y), q(x)).

Мы будем говорить, что полная теория T есть MS-теория, если T удовлетворяет (*)
для любых M ≺ N |= T .

Лемма 1. Любая (M, M ′) 1-консервативная пара почти о-минимальной MS-теории яв-
ляется консервативной парой.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (Леммы 1). Пусть N — достаточно большая насыщенная мо-
дель теории T , такая что M ≺ M ′ ≺ N . Предположим, существует неопределимый
тип, реализуемый в M ′. Выберем такой тип с минимальной длиной кортежа. Рассмот-
рим ᾱ, β ∈ M ′ \ M, такие что q := tp (β|M ∪ ᾱ) иррационален, tp (ᾱ|M) определим, а
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tp (βᾱ|M) неопределим. Тогда q неопределим и, следовательно, по теореме 1 существу-
ют L(M ∪ ᾱ)-формулы H(x, ȳ, ᾱ) и Θ(ȳ, ᾱ), такие что C(H,Θ, q). Тогда в силу того, что
T является MS-теорией, существуют L(M ∪ ᾱ)-2-формулы H1(x, y, ᾱ) и Θ1(y, ᾱ), такие
что C(H1, Θ1, q). Используя факт 11, мы можем полагать, что Θ1(y) есть M -формула.
Далее мы будем полагать, что Θ = Θ1, H = H1.

Для любой выпуклой формулы φ(x, ᾱ) ∈ q определим (M ∪ ᾱ)-1-формулу

Kφ(y, ᾱ) := ∃x1∃x2(Θ(y) ∧H(x1, y, ᾱ) ∧ ¬H(x2, y, ᾱ) ∧ φ(x1, ᾱ) ∧ φ(x2, ᾱ)).

Тогда C(H, Kφ, q). Рассмотрим следующее множество (M ∪ ᾱ)-1-формул

Γ(y, ᾱ) := {Kφ(y)|φ ∈ q, φ выпуклая формула }.

Так как для конечного множества формул φi ∈ q, имеем ∧iφi ∈ q и

N |= ∀ y(K∧iφi(y) → ∧iKφi(y)),

Γ(y, ᾱ) — совместное множество формул так же как и Γ0(y, ᾱ), его замыкание относи-
тельно конечных конъюнкций. Γ0(y, ᾱ) удовлетворяет следующему условию:

Для всех Ψ ∈ Γ0(y, ᾱ) верно

(∗) ∃b ∈ M, N |= Ψ(b).

Из определения Γ(y, ᾱ) следует, что для любого γ ∈ Γ0(N, ᾱ), формульное множество
H(N, γ, ᾱ) делит q(N). Тогда, так как Γ0(y, ᾱ) совместно и замкнуто относительно ко-
нечных конъюнкций, существует конечно выполнимый в M (по (∗) [6, Fact 46] 1-тип
r ∈ S1(M ∪ ᾱ), Γ0 ⊂ r, такой что r 6⊥w q. Из факта 8(iii) следует, что r неопределим.
Пусть γ ∈ r(N) произвольная реализация r. Обозначим r0 := tp (γ|M). Покажем, что r0

иррационален. Предположим, r0 квазирационален, скажем, вправо. Так как r конечно
выполним в M , для любой L(M∪ᾱ)-формулы ϕ(x), такой что ϕ(N) ⊂ r0(N) или, что эк-
вивалентно, ϕ(N)∩M = ∅, имеем γ 6∈ ϕ(N) или, что эквивалентно, ϕ(x) 6∈ r. Рассмотрим,
QVr0(ᾱ) := {δ ∈ r0(N)| существует L(M ∪ ᾱ)-формула ϕ(x) такая, что ϕ(N) ⊂ r0(N)}.
Отметим, если ϕ(N) ⊂ r0(N), то ψ(N) ⊂ r0(N) для ψ(x) := ϕ(N)− < x < Ur0(N)+.

Таким образом, QVr0(ᾱ)+ = r0(N)+, и для нашего γ имеем γ < QVr0(ᾱ). Это означает
LC(y < x, y = y, r(x)) и ¬RC(y < x, y = y, r(x)). Тогда по предложению 1 r определим.
Противоречие. Таким образом, r0 иррационален и по факту 7(i) неопределим. Так как
ᾱ является ht-определимым над M , по факту 8(ii) ᾱ ⊥w r0. Таким образом, имеем
r(N) = r0(N).

Вспомним, q 6⊥w r и T почти о-минимальная теория. Тогда q 6⊥a r0, и, следовательно,
существует (M ∪ ᾱβ)-формула H(x), такая что ∅ 6= H(N) ⊂ r(N) = r0(N).

Так как M ′≺N, ᾱ, β ∈ M ′, ∃ γ′ ∈ H(M ′). Это противоречит тому, что (M,M ′) —
1-консервативная пара моделей, потому что мы получили, что tp (γ′|M) = r0 неопре-
делим. ¤

Утверждение 4.Пусть T конечно слабо о-минимальная, почти о-минимальная MS-тео-
рия. Тогда следующее верно:
(i) T ∗ — совместное множество формул.
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(ii) Пусть (M,N) пара моделей T .
Тогда (M, N) |= T ∗, если и только если (M, N) является CD-ω-насыщенной кон-
сервативной парой.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (Утверждения 4). (i) Из утверждения 3 следует, что каждая
CD-ω-насыщенная консервативная пара является моделью для T ∗. Существование
CD-ω-насыщенной консервативной пары следует из следствия 5(ii).

(ii) Пусть (M, N) есть модель для T ∗. Тогда по Ax(DP), так как T конечно слабо
о-минимальная теория, (M, N) является 1-консервативной парой. По лемме 1, (M, N) —
консервативная пара. Тогда из утверждения 3 следует, что (M,N) есть (CD)-ω-насы-
щенная консервативная пара. ¤

Вспомним, что обогащение модели слабо о-минимальной теории выпуклым одномест-
ным предикатом является моделью слабо о-минимальной теории [6]. В примерах 1 мы
представляем слабо о-минимальные теории вышеупомянутых подклассов, некоторые из
них будут получены как обогащения выпуклыми предикатами, и мы будем использо-
вать их слабо о-минимальность без специального упоминания. Фактически мы будем
использовать ее слабую версию, теорему об обогащении о-минимальной модели выпук-
лым одноместным предикатом [1,30].
Примеры 1. (i) Пусть M1 := 〈Q; =, <〉 счетная модель теории плотного порядка без

концевых элементов, M∗
1 := 〈Q; =, <, P 1〉 произвольное слабо о-минимальное обога-

щение выпуклым одноместным предикатом P 1. Тогда M∗
1 имеет почти о-минималь-

ную, конечно слабо о-минимальную теорию.
(ii) Пусть M2 — абелева делимая упорядоченная группа с двумя архимедовыми клас-

сами и M∗
2 — обогащение M2 одноместным выпуклым предикатом, такое что мно-

жество всех реализаций этого предиката есть малый архимедов класс.
Тогда M∗

2 конечно слабо о-минимальная модель.
(iii) Пусть M1 модель из (i), M3 произвольная о-минимальная модель в языке L. По-

ложим M∗
3 := (M3×M1;L∗), L∗ := L∪{ε2} так, что отношение порядка « < » ∈ L∗

есть отношение лексикографического порядка на M∗
3 и другие предикаты из L

определяются следующим способом:

Для любых (a1, b1), (a2, b2), . . . , (an, bn) ∈ M3 ×M1 следующее верно:

[M∗
3 |= ε2((a1, b1), (a2, b2)) ⇐⇒ M3 |= a1 = a2] и для любого Pn ∈ L \ {<},

[M∗
3 |= Pn((a1, b1), . . . , (an, bn)) ⇐⇒ M3 |= Pn(a1, . . . , an)].

Тогда M∗
3 конечно слабо о-минимальна, почти о-минимальна.

(iv) Пусть Q ⊂ R, R множество всех вещественных чисел,Q множество всех рациональ-
ных чисел, M4 := 〈Q; =, <, +〉 ≺ R := 〈R; =, <, +〉 делимые архимедовы группы,
γ :=

√
2 ∈ R, M∗

4 := 〈Q; =, <,+, P 1〉 такие, что

∀ a ∈ Q [M∗
4 |= P 1(a) ⇐⇒ R |= a <

√
2].

Тогда M∗
4 не почти о-минимальна и не конечно слабо о-минимальна.

Объяснение примеров 1. (i) Так как теория M∗
1 допускает элиминацию кванто-

ров, его теория конечно слабо о-минимальна, и поэтому два различных 1-типа над
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любым множеством модели элементарной теории M∗
1 ортогональны. Эта теория почти

о-минимальна.
(ii) Заметим, что малый архимедов класс определяет формульную подгруппу в M∗

2 , и
каждый класс смежности по этой подгруппе есть выпуклое множество без максималь-
ного и минимального элементов. Каждый квазирациональный нерациональный 1-тип
определяется L∗(M)-1-формулой. Граница (левая или правая) любой L∗(M)-1-форму-
лы — либо элемент M , либо граница (левая или правая, внутренняя или внешняя) таких
классов. Это означает, что эта модель конечно слабо о-минимальна.

(iii) Фиксируем конечное множество параметров ᾱ := 〈α1,1, . . . , αi,j . . . 〉 таких, что
αi,j < αi,j+1 < αi+1,1 и M∗

3 |= ε(αi,j , αk,s), если и только если i = k. Используя ав-
томорфизмы M∗

3 , мы можем понять, что для любого αi,1 существует только конечное
множество различных L(ᾱ)-формул в этом ε-классе, т. е. для любой L∗(ᾱ)-1-формулы
φ(x, ᾱ) , φ(x, ᾱ) ∧ ε(x, αi,1) эквивалентна формуле следующего вида:

(ε(x, αi,1) ∧ x < αi,s) ∨
∨

n,j

(αi,n < x < αi,j) ∨
∨

k

(x = αi,k) ∨ (ε(x, αi,1) ∧ αi,r < x). (1)

Утверждение 5. Пусть {βi,0, βi,1, . . . } — конечное множество параметров, такое что
M∗

3 |= ε(αi,1, βi,j) ∧ (βi,0 < αi,1 < βi,1 < · · · < αi,j < βi,j < . . . ). Тогда для любой
L∗(α)-формулы H(y, z̄, ᾱ) верно:

(i) ∃ y(ε(y, αi,1) ∧H(y, z̄, ᾱ)) ≡ ∨
j
(H(αi,j , z̄, ᾱ) ∨H(βi,j , z̄, ᾱ)) ∨H(βi,0, z̄, ᾱ),

(ii) ∀ y(ε(y, αi,1) → H(y, z̄, ᾱ)) ≡ ∧
j
(H(αi,j , z̄, ᾱ) ∧H(βi,j , z̄, ᾱ)) ∧H(βi,0, z̄, ᾱ).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (Утверждения 5). Заметим, что по (1), для любого γ ∈ M∗
3 , если

αi,j < γ < αi,j+1, то tp (γ|ᾱ) = tp (βi,j |ᾱ). ¤
Для любой L∗(α)-формулы H(y, z̄, ᾱ) обозначим

∀by H(y, z̄, ᾱ) := ∀ y [
∧

i

¬ ε(y, αi,1) → H(y, z̄, ᾱ)];

∃by H(y, z̄, ᾱ) := ∃ y [
∧

i

¬ ε(y, αi,1) ∧H(y, z̄, ᾱ)].

Тогда, из-за утверждения 5 и потому, что y = y ≡ ∨
i ε(y, αi,1) ∨

∧
i ¬ ε(y, αi,1), для

любой L∗(ᾱ)-формулы H(y, z̄, ᾱ) имеем

∀ y H(y, z̄, ᾱ) ≡
∧

i

∧

j

(H(βi,j , z̄, ᾱ) ∧H(αi,j , z̄, ᾱ)) ∧ ∀by H(y, z̄, ᾱ), (2)

∃ y H(y, z̄, ᾱ) ≡
∨

i

∨

j

(H(βi,j , z̄, ᾱ) ∨H(αi,j , z̄, ᾱ)) ∨ ∃by H(y, z̄, ᾱ). (3)

Утверждение 6. Для любой L(ᾱ)-формулы H(y, z̄, ᾱ) существуют L(ᾱ)-формулы
H1(y, z̄, ᾱ),H2(y, z̄, ᾱ) такие, что в записи формул H1,H2 не присутствуют соответствен-
но формулы вида ε(y, αi,j), ∀byH(y, z̄, ᾱ) ≡ ∀byH1(y, z̄, ᾱ) и ∃byH(y, z̄, ᾱ) ≡ ∃byH2(y, z̄, ᾱ).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (Утверждения 6). Для получения H1 необходимо преобразовать
H в пренексную конъюнктивную нормальную форму H ′

1, а для получения H2 необхо-
димо преобразовать H в пренексную дизъюнктивную нормальную форму H ′

2. Затем
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преобразуем эти формулы внесением
∨

i ε(y, αi,1) и
∧

i ¬ ε(y, αi,1) в бескванторные ча-
сти формул H ′

1 and H ′
2, соответственно. Тогда после обычных элементарных преобра-

зований формул мы получим результат. Мы будем называть формулы ∀byH1(y, z̄, ᾱ),
∃byH2(y, z̄, ᾱ) ограниченными по y и их кванторы ограниченными кванторами. ¤

Пусть φ(x, ᾱ) произвольная L∗(ᾱ)-1-формула. Имеем

φ(x, ᾱ) ≡
∨

i

(φ(x, ᾱ) ∧ ∧ε(x, αi,1)) ∨ (φ(x, ᾱ) ∧
∧

i

¬ ε(x, αi,1).

По (1), верно:
∨

i

(φ(x, ᾱ) ∧ ε(x, ᾱi,1)) эквивалентна дизъюнкции выпуклых формул,

и максимальное число выпуклых формул в такой дизъюнкции

прямо зависит от l(ᾱ). (4)

Пусть β ∈ M∗
3 такая, что M∗

3 |= ∧
i ¬ ε(αi,1, β). Тогда для любого γ ∈ M∗

3 , тако-
го что M∗

3 |= ε(γ, β), существует ᾱ-автоморфизм f модели M∗
3 , такой что f(γ) = β,

f(αi) = αi. Это означает, что tp (γ|ᾱ) = tp (β|ᾱ) и множество реализаций формулы
φ(x, ᾱ)∧∧

i ¬ ε(x, αi,1) есть объединение некоторых ε-классов. Применяя (2), (3) и утвер-
ждение 6 к пренексной форме φ(x, ᾱ)∧∧

i ¬ ε(x, αi,1), получаем L∗(ᾱβ̄)-формулу H(x, ᾱβ̄),
имеющую только ограниченные кванторы (ограниченная формула). Обозначим
ᾱ′ := 〈α1,1, α2,1, . . . , αi,1, . . . 〉. Можно выбирать ограниченную L(ᾱ′)-формулу H ′(x, ᾱ′)
так, чтобы H(x, ᾱβ̄) ≡ H ′(x, ᾱ′). Для этого мы удалим из каждой конъюнкции дизъ-
юнктивной нормальной формы H формулы вида αi,j < αi,j+m(βi,j+m) или удалим ко-
нечную конъюнкцию в случае, когда одна из следующих формул αi,j = αi,j+m(βi,s),
αi,j+m < αi,j(βi,j) представлена как член этой конъюнкции. Тогда, принимая во вни-
мание, что каждая Pn ∈ L \ {<} устойчива на ε-классах, удалим все параметры за
исключением параметров вида αi,1. Если мы заменим в написании формулы H ′(x, ᾱ′)
параметры αi,1 = (ai,1, bi,1) на ai,1, ограниченные кванторы на стандартные и опустим
формулы

∧
i ¬ ε(x, αi,1), мы получим L(ā′)-формулу Kφ(x, ā′) такую, что

∀α = (a, b) ∈ M∗
3 [M∗

3 |= φ(α, ᾱ) ∧
∧

i

¬ ε(α, αi,1) ⇐⇒ M3 |= Kφ(a, ā′)].

Тогда φ(x, ᾱ)∧∧
i ¬ ε(x, αi,1) является конечной дизъюнкцией выпуклых формул, и число

этих выпуклых формул равно числу выпуклых формул формулы Kφ. Это число зависит
только от вида L-формулы Kφ(x, z̄) в о-минимальной теории. Это означает, по (4) и
факту 5, что M∗

3 есть модель слабо о-минимальной теории.
Для любого α ∈ M∗

3 , ε(x, α) является конечно слабо о-минимальной, и любой неизо-
лированный 1-тип над M∗

3 , содержащий формулу ε(x, α) для некоторого α ∈ M∗
3 , слабо

ортогонален любому другому 1-типу над M∗
3 . Любой квазирациональный тип p ∈ S1(M∗

3 )
такой, что {¬ ε(x, α)|α ∈ M∗

3 } ⊂ p определяет внешнюю границу (левую или правую)
ε-класса. Это означает конечно слабую о-минимальность M∗

3 .
Любой (иррациональный) тип p ∈ S1(M∗

3 ), такой что {¬ ε(x, α)|α ∈ M∗
3 } ⊂ p, опре-

деляется соответствующим 1-типом над о-минимальной моделью p0 ∈ S1(M3), и если p
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не слабо ортогонален некоторому r ∈ S1(M∗
3 ), то по факту 9, существует монотонная

L(M∗
3 )-2-формула K(x, y), такая что для любого γ ∈ p(N)(M∗

3 ≺ N), K(N, γ) расщеп-
ляет r(N). Так как любой 1-тип, содержащий ε(x, γ), слабо ортогонален всем другим
1-типам, K(x, y) удовлетворяет следующему условию:

M∗
3 |= ∀xy [K(x, y) → ∀x′y′((ε(x, x′) → K(x, y)) ∧ (ε(y, y′) → K(x, y′)))]. (∗)

Можно показать, что в качестве формулы K(x, y), обеспечивающей неортогональность
p′ и r′, можно выбрать L(M3)-формульную функцию (мы оставляем это читателю). Это
означает, что p и r не почти ортогональны и, следовательно, теория модели M∗

3 почти
о-минимальна.

(iv) Обозначим L := {=, <, +}, L∗ := L∪{P 1}. Индукцией по построению L∗-формул
мы докажем, как в [1,4,6,22], что для любой L∗(M4)-n-формулы φ(x̄) существует L(M4)-
n + 1-формула Kφ(x̄, z) такая, что верно

∀ ā ∈ M4 [M∗
4 |= φ(ā) ⇐⇒ R |= Kφ(ā, γ)]. (∗∗)φ

Покажем это.
Базисный шаг индукции. Для любой L(M4)-n-формулы φ(x̄) положим Kφ(x̄) := φ(x̄).

Для P 1(x) положим KP (x, z) := x < z.
Проверка индукции по построению формулы сводится к рассмотрению случая вве-

дения квантора. Таким образом, предположим φ(y, x̄) есть L∗(M∗
4 )-формула, такая что

существует L(M4)-формула Kφ(y, x̄, z), такая что

∀ ā, b ∈ M4[M∗
4 |= φ(b, ā) ⇐⇒ R |= Kφ(b, ā, γ)].

Обозначим Hφ(x̄, z, z1, z2) := ∃ y[z ∈ (z1, z2) ∧ φ(y, x̄, z) ∧ ∀ t(t ∈ (z1, z2) → φ(y, x̄, t))].

K∃ yφ(y,x̄)(x̄, z) := ∃ z1∃ z2Hφ(x̄, z, z1, z2).

2-формула H(x, y) называется выпуклой вправо от y [2, 3], если

|= ∀ y∀x[H(x, y) → y < x ∧ ∀x′(y < x′ < x → H(x′, y))],

и выпуклой влево от y, если

|= ∀ y∀x[H(x, y) → y < x ∧ ∀x′(y < x′ < x → H(x′, y))].

В частности, для любой формульной функции f , такой что |= ∀ y(f(y) > y), 2-формула
Hf (x, y) := y < x < f(y) выпукла вправо от y. Вспомним [21, Lemma 2.7, Proposition 2.8],
что каждый иррациональный 1-тип над упорядоченной делимой архимедовой группой
M одиночный (uniquely realizable) и для любой реализации γ ∈ p(N) (M ≺ N) ирра-
ционального одиночного 1-типа p ∈ S1(M), для любой вправо от y, L(M)-2-формулы
H(x, y), если N |= ∃xH(x, γ), то

H(N, γ) ∩M 6= ∅. (∗ ∗ ∗)

Последнее верно и для выпуклой влево 2-формулы.
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Покажем, что ∃ yφ(y, x̄) и K∃ yφ(y,x̄)(x̄, z) удовлетворяют (∗∗). Пусть ā ∈ M4. Предпо-
ложим R |= K∃ yφ(y,x̄)(ā, γ). Тогда, так как ∃ z1Hφ(ā, z, z1, z2) выпуклая вправо от z, по
(∗∗∗) существует c2 ∈ M4, такой что R |= ∃ z1Hφ(ā, γ, z1, c2). Тогда, так как Hφ(ā, z, z1, c2)
выпукла влево от z, по (∗∗∗) существует c1 ∈ M4, такой что R |= Hφ(ā, γ, c1, c2) и, следо-
вательно, R |= ∃ y∀t[t ∈ (c1, c2) → φ(y, ā, t)]. Так как M4 ≺ R, M4 |= ∃ y∀ t[(t ∈ (c1, c2) →
→ φ(y, ā, t)]. Таким образом, существует b ∈ M4, M4 |= ∀ t(t ∈ (c1, c2) → φ(b, ā, t). Тогда,
так как M4 ≺ R, R |= ∀ t(t ∈ (c1, c2) → φ(b, ā, t). Таким образом, так как γ ∈ (c1, c2),
имеем R |= φ(b, ā, γ).

Теперь предположим, ∃ b ∈ M4,R |= φ(b, ā, γ). Тогда φ(b, ā, z) ∈ tp (γ|M4). Отсюда,
так как этот 1-тип иррационален, по факту 7 или [24, Lemma 2.3] существуют c1, c2 ∈ M4,
такие что

M4 |= ∀ t(t ∈ (c1, c2) → φ(b, ā, t)).

Это означает, что R |= K∃ yφ(y,x̄,z)(ā, γ).
Обозначим q := tp (γ|M4). Тогда по определению M∗

4 существуют расширения q к
1-типам над M∗

4 в языке L∗, q′ := q ∪ {P 1(x)}, q′′ := q ∪ {¬P 1(x)}. Для любого иррацио-
нального 1-типа p ∈ S1(M4) обозначим Cp := {c ∈ M4|c < x ∈ p}, Dp := {d ∈ M4|x < d}.
Из доказательства утверждения 10 из [4] и (∗∗) следует, что для любого p ∈ S1(M4), Cp

формулен в M∗
4 (и, следовательно, Dp формулен в M∗

4 ), если и только если p 6⊥a q. Пусть
β ∈ R неалгебраическое вещественное число, α :=

√
2 + β, p := tp (β|M4), r := tp (α|M4).

Тогда p ⊥w q, r ⊥w q, p ⊥w и, следовательно, p′ := tp∗(β|M∗
4 ), r′ := tp∗(α|M∗

4 ) являют-
ся иррациональными 1-типами над M∗

4 (здесь tp∗ означает тип в языке L∗). Заметим,
что p′ 6⊥w r′. В самом деле, (L∗(M∗

4 ) ∪ {β})-формула H(x, β) := ∃ y(P 1(y) ∧ x = β + y)
расщепляет r′(N∗) (M∗

4 ≺ N∗, N∗ достаточно большое насыщенное элементарное рас-
ширение M∗

4 ). Покажем, что p′ ⊥a r′. Предположим, существует L∗(M∗
4 ∪ {β})-формула

S(x, β), такая что ∅ 6= S(N∗, β) ⊂ r′(N∗). Тогда для L∗(M ∪ {β})-1-формулы Θ(y, β) :=
∃x(S(x, β)∧ y + β = x) имеем ∅ 6= Θ(N∗, β) ⊂ q(N) = q′(N∗)∪ q′′(N∗). Это означает, что
p′ 6⊥w q′ или p′ 6⊥w q′′. Противоречие, так как p′ иррационален, а q′, q′′ квазирациональны
(Факт 10). Таким образом, M∗

4 не почти о-минимальна.
Покажем, что M4 не конечно слабо о-минимальна. Рассмотрим семейство иррацио-

нальных типов над M4, {qn := tp (nβ|M4)|0 < n < ω}. Для любого 0 < n < ω, qn 6⊥a q

и, следовательно, существуют два квазирациональных 1-типа q′n, q′′n в языке L∗, расши-
ряющие qn. В самом деле, q′n, q′′n определяются L∗-1-формулами Un(x) := ∃ y(P 1(y) ∧
∧ x = y + . . . + y). Так как ∀ a ∈ M4, nβ 6= β + a, индукцией по построению L∗-формул
получаем, что семейство Un(x) и отрицаний Un, n < ω не равномерно представлено. ¤

§ 4. Одно наблюдение

Пусть A ⊂ B. Скажем, что B является антиконсервативным расширением A, если
∀ ᾱ ∈ B \ A, для любого определимого 1-типа r ∈ S1(A), ᾱ ⊥w r. Пару моделей (M, N)
назовем антиконсервативной парой, если N есть антиконсервативное расширение. Из
факта 1 следует, что в о-минимальной теории пара (M,N) является антиконсерватив-
ной, если и только если для любого кортежа ᾱ ∈ N \M , tp (ᾱ|M) неопределим.
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Пусть (M, N) — пара моделей о-минимальной теории и N ′ — промежуточная мо-
дель (M ≺ N ′ ≺ N), такая что (N ′, N) есть консервативная пара, а (M, N ′) явля-
ется антиконсервативной парой. Байсалов –Пуаза показали для любой пары моделей
о-минимальной теории существование промежуточной модели N ′ с упомянутыми свой-
ствами. Они спрашивали [33, с. 574]: «Верно ли , что такая N ′ единственна с точностью
до M -изоморфизма?»

Замечание 10. Существуют четыре модели M,N1, N2, N о-минимальной теории, такие
что M ≺ N1 ≺ N ; M ≺ N2 ≺ N ; (N1, N), (N2, N) — консервативные пары, пары
(M, N1), (M,N2) — антиконсервативные пары и N1, N2 не являются M -изоморфными
(N1 6∼=M N2).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (Замечания 10). Пусть M = 〈Q; =, <〉, N1 = 〈R; =, <〉, где Q есть
множество всех рациональных чисел, R есть множество всех вещественных чисел. Пусть
N = 〈N ; =, <〉 есть |R|+-насыщенное элементарное расширение N1. Возьмем произволь-
ное нерациональное число δ ∈ R. Элемент δ определяет иррациональное сечение (Cδ, Dδ)
в Ø и иррациональный 1-тип pδ над Q. Положим N2 := 〈R ∪ pδ(N); =, <〉. Мы не будем
различать модель и ее основное множество, т. е. для нас M = Q, N1 = R, N2 = R∪pδ(N).

Теория этих моделей {M, N1, N2, N} есть хорошо известная ω-категоричная, о-мини-
мальная теория, которая допускает элиминацию кванторов. Так как R не имеет ирраци-
онального сечения, каждый неизолированный 1-тип над R рационален и, следовательно,
∀α ∈ N \ R, α принадлежит множеству реализаций некоторого рационального сечения
в R. Это же верно для любого элемента из N \ (R ∪ pδ(N)). Это означает, согласно тео-
реме Маркера –Стейнхорна (или прямо следует из природы этих моделей), что (N1, N),
(N2, N) — консервативные пары. Заметим, что ∀β ∈ (R \Q) ∪ pδ(N), tp (β|Q) неопреде-
лим, так как он определяется иррациональным сечением в Q.

Возьмем β̄ := 〈β1, . . . , βn〉, произвольный кортеж элементов из N1 \Q или из N2 \Q.
Тогда, так как в данной теории алгебраическое замыкание любого множества C равно
C, acl(Q ∪ {β1, . . . , βn}) = Q ∪ {β1, . . . , βn}. Таким образом, в силу факта 1, для любого
r ∈ S1(Q) верно

β̄ 6⊥w r ⇐⇒ ∃ j ∈ {1, . . . , n}, βj ∈ r(N).

Предположим r ∈ S1(Q) определим и, следовательно, в силу факта 7 и о-минимальности
N , r рационален. Так как для любого j ∈ {1, . . . , n}, tp (βj |Q) иррационален, β̄ ⊥w r.
Это означает, что (M, Ni), i = 1, 2 антиконсервативные пары. Из определения моделей
N1 и N2 следует, что они не являются M -изоморфными. ¤
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