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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ВЕЙВЛЕТ-АНАЛИЗА 

ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ ПЕРЕМЕЖАЕМОСТИ 

В ДИНАМИЧЕСКИХ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМАХ 
 
В работе с помощью вейвлет-анализа получены зависимости средней длительности ламинарной фазы от вели-

чины отклонения параметра от критического значения для одномерного квадратичного отображения отрезка на 

отрезок как при отсутствии шума, так и при наличии белого гауссова шума. 

Ключевые слова: динамические системы, одномерные отображения, переход к хаосу, перемежаемость, вейв-

лет-анализ. 

 

 

 

Вейвлет-анализ, в отличие от традицион-

ного Фурье-анализа, позволяет не только 

найти спектр исследуемого сигнала, но и 

определить промежутки времени, в течение 

которых та или иная частота присутствует в 

сигнале. Эти возможности вейвлет-анализа 

делают его особенно удобным для исследо-

вания нерегулярных сигналов, например для 

анализа перемежаемости I рода, рассмот-

ренной в классической работе Помо и Ман-

невиля [1]. Такой анализ на основе дискрет-

ного вейвлет-преобразования был впервые 

проведен в [2] для одномерного логистиче-

ского отображения в отсутствие внешнего 

шума. Исследование перемежаемости как 

при отсутствии, так и при наличии внешне-

го шума, но без использования вейвлет-

анализа, было выполнено в работе [3]. В на-

стоящей работе явление перемежаемости  

I рода как при отсутствии, так и при нали-

чии внешнего шума исследуется с помощью 

непрерывного вейвлет-анализа.  

Рассмотрим динамическую систему, опи-

сываемую квадратичным отображением от-

резка на отрезок типа логистического ото-

бражения:  

 1 [1 (1 )]
n n n n

x x x g+ = + λ − + ξ ,           (1) 

где λ  − положительный управляющий па-

раметр, 
n

ξ  − случайные гауссовы перемен-

ные с нулевым средним и единичной дис-

персией: 0nξ = ; n n nn′ ′ξ ξ = δ , g  − уровень 

шума. 

На рис. 1 приведена бифуркационная 

диаграмма отображения (1), т. е. график за-

висимости от параметра λ  точек устойчи-

вых орбит. С ростом λ  в интервале 

0 ∞< λ < λ  ( 2,569946∞λ = ) возникает каскад 

удвоений периода [4]. 

При ∞λ > λ  итерации отображения могут 

вести себя хаотически или образовывать 

циклы. Областям хаотического поведения 

на бифуркационной диаграмме соответст-

вуют закрашенные участки, циклам –  

светлые участки, так называемые окна  

периодичности. Самое большое окно перио-

дичности соответствует циклу с периодом 3. 

Значение параметра, при котором этот цикл 

устойчив, 2,828427
C

λ = . При λ , немного 

меньших критического значения 
C

λ , имеет 

место перемежаемость I рода (рис. 2, а): 

почти регулярное поведение итераций (ла-

минарная фаза) сменяется хаотическим по-

ведением итераций (турбулентная фаза). 

Масштаб времени t  (параметр сдвига вейв-

лета) выбран так, что изменение t  на 0,1 

соответствует одной итерации. 

Предположив, что итерации в ламинар-

ной области изменяются очень слабо, Помо 

и Манневиль [1] получили зависимость  
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Рис. 1. Бифуркационная диаграмма 
 

 

средней длины ламинарной фазы l〈 〉  от 

Сε = λ − λ  – величины отклонения парамет-

ра λ  от критического значения при отсутст-

вии шума: 

 1/2constl
−〈 〉 ≈ ε .                (2) 

Нами эта зависимость проверена с помощью 

вейвлет-анализа дискретных сигналов, со-

стоящих из последовательных итераций 

отображения (1).  

Непрерывное вейвлет-преобразование 

осуществляется путем свертки 

 
*

,( , ) ( ) ( )s tW s t x d

+∞

−∞

= η ψ η η∫              (3) 

анализируемой функции ( )x η с двухпара-

метрической вейвлетной функцией , ( )s tψ η . 

Наиболее часто для выполнения непрерыв-

ного вейвлет-анализа используются вещест-

венный MHAT-вейвлет («мексиканская 

шляпа») и комплексные вейвлеты Морле и 

Паула [5]. Нами выбран вейвлет Морле, по-

тому что он дает лучшее разрешение по час-

тоте, чем вейвлеты MHAT и Паула. 

Базис, порождаемый вейвлетом Морле, 

имеет вид 

 

 
2 2

0 ( )/1/4 1/2 ( ) / (2 )( )
i t s t s

st
s e e

ω η−− − − η−ψ η = π ,     (4) 

где i  – мнимая единица, s  – параметр мас-

штаба, t  – параметр сдвига, 0ω  – характе-

ристика вейвлета Морле, определяющая его 

локализацию во временной и частотной об-

ластях. Нами выбрано значение 0 6ω = , 

обеспечивающее оптимальную локализацию 

вейвлета как в той, так и в другой области. 

На рис. 2, б приведена поверхность модулей 

вейвлет-коэффициентов ( , )W s t  сигнала, 

приведенного на рис. 2, а.  

 

 

 
 

Рис. 2. Сигнал ( )x t , соответствующий последовательности итераций отображения (1) при 42 10−ε = ⋅ (а),  

и его вейвлет-преобразование (б) 

а 

б 
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Длины последовательностей итераций 

составляли 1 000 000 для каждого значения 

ε . Шаг по параметру сдвига был выбран 

равным 0,1t∆ = . Тогда основная частота 

ламинарных фаз 1 / 0,3f = . Поэтому мак-

симумы ( , )W s t  в ламинарных областях 

приходятся на значение параметра масштаба 

0 0,3s ≅ . При уменьшении t∆  максимум 

перемещается в область меньших s  и рас-

ширяется, так как в области высоких частот 

разрешение по частоте ухудшается. При 

увеличении t∆  максимум перемещается в 

область больших s , что приводит к усиле-

нию краевых эффектов, связанных с увели-

чением длины вейвлета. Поэтому величина 

шага 0,1t∆ =  представляется оптимальной. 

Шаг по параметру масштаба был выбран 

0,01s∆ =  – на порядок меньше значения 0s .  

В работе [3] моменты начала и оконча-
ния ламинарной фазы идентифицировались 
по попаданию итераций в окрестность од-
ной из трех точек цикла, что требует знания 
положений этих точек. В достаточно слож-
ных системах это может представлять про-
блему. Вейвлет-анализ позволяет ввести не 
требующий такого знания более общий кри-
терий, основанный на различии спектра час-
тот в ламинарной и турбулентной фазах. 
Требуется лишь следить за попаданием зна-
чений модулей вейвлет-коэффициентов в 
окрестность только одной величины крW , за 
которую выбирается 0( , )W s t  при t , соот-
ветствующем центру ламинарной фазы с 
наибольшей длиной. Полагалось, что при 
выполнении неравенства 0 кр( , ) 0,9W s t W≥  
итерация принадлежит ламинарной фазе. 
При определении длины ламинарной  

фазы учитывалось также, что вследствие 

краевых эффектов значение параметра t , 

которому соответствует особенность иссле-

дуемого сигнала, может быть определено с 

помощью вейвлета Морле с точностью, по-

рядка 2sτ = ±  [5]. При 0s s=  получаем, 

что погрешность в определении длины ла-

минарной фазы – порядка 9 итераций.  

На рис. 3 приведены проекции на плос-

кость «параметр масштаба s  – параметр 

сдвига t » фрагментов поверхностей моду-

лей вейвлет-коэффициентов (чем темнее 

окраска, тем выше значение коэффици- 

ентов). Рис. 3, а  соответствует 0ε = ,   т. е. 

устойчивому циклу с периодом 3, при этом 

вейвлет-коэффициенты   не  меняются  при 

 
 
Рис. 3. Проекции поверхностей модулей  

вейвлет-коэффициентов: a – ε = 0; б – ε = 7·10–6;  

в – ε = 2,7·10–5; г – ε = 1,3·10–4; д – ε = 3,3·10–4;  

е – ε = 5,3·10–4 

 

 

изменении параметра сдвига. Число лами-

нарных фаз, по которым определялись l〈 〉 , 

составляло от 2 700 до 16 000 (по мере 

уменьшения ε  число фаз уменьшалось). 

При очень малой величине отклонения ε  с 

его ростом сначала наблюдается крайне не-

линейный спад длительностей ламинарных 

фаз, т. е. одинаковым приращениям ε  соот-

ветствуют значительно различающиеся 

приращения l〈 〉 . Затем спад становится 

близким к линейному, т. е. одинаковым 

приращениям ε  соответствуют приблизи-

тельно одинаковые приращения l〈 〉 . Сред-

няя длительность турбулентной фазы оста-

ется почти постоянной со слабой 

тенденцией к росту. 

Зависимость ln l  от ln ε  близка к ли-

нейной (рис. 4) и аппроксимируется прямой: 

ln lnl k b= ε + , 0,540 0,004k = − ± , 

0,910 0,035b = − ± , 

коэффициент корреляции [6] 0,999R = − . 

Таким образом, (2) подтверждается. 

Средняя длительность ламинарной фазы 

в присутствии белого гауссова шума задан-

ного уровня g  аппроксимируется выраже-

нием ( ) /l Fα< > = α ε  [3], где 2 3/2/gα = ε ;  

2
2

0

( ) exp 2 1
2 12

a du
F u u

a u

∞   π α 
α = − +  

   
∫ ,   (5) 

а 

б 

в 

г 

д 

е 
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2 3

2

1

2
C

C

x x

f
a

x =
λ=λ

∂
=

∂
, 

C
x  – одна из точек устой-

чивого цикла с периодом 3, 
3( ) ( ( ( )))f x f f f x≡  – 3-я итерация ото-

бражения (1). 
0

~ ( )
l

F
l

α< >
α

< >
. 

При малых α  (малом уровне шума) 

{ }
0

( ) exp 2
2

du
F u

a u

∞
π

α = −∫ , функция ( )F α  

от α  не зависит, и 1/2
l

−
α< > ε∼ . При боль-

ших α  (большом уровне шума) (5) можно 

записать в виде 

 { }6
52

6
0

1 6
( ) exp

3 2

dv
F v

a a v

∞
π

α = −
α ∫ ,       (6) 

что дает 1/3 1/2
l

− −
α< > α ε∼ . 

Описанные зависимости подтверждены с 

помощью вейвлет-анализа. Длины последо-

вательностей итераций составляли 1000000 

для каждого значения α . Расчет вейвлет-

коэффициентов выполнялся так же, как при 

отсутствии шума. На рис. 5 приведены про-

екции фрагментов поверхностей модулей 

вейвлет-коэффициентов, соответствующие 

различным уровням шума (чем темнее окра-

ска, тем выше значения коэффициентов). 

Малый уровень шума α  практически не 

сказывается на структуре поверхности мо-

дуля вейвлет-коэффициентов, но при боль-

ших α  влияние шума существенно и нели-

нейно.  

На рис. 6 приведены зависимости от па-

раметра α  средних длительностей лами-

нарной фазы в присутствии шума и при его 

отсутствии при некоторых значениях ε . 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

а 

б 

в 

г 

д 

е 

 

Рис. 4. Зависимость ln l  от ln ε  

Рис. 5. Проекции поверхностей модулей  

вейвлет-коэффициентов при ε = 10–4:  

a – α = 10–3; б – α = 10–2;  

в – α = 10–1; г – α = 100;  

д – α = 101; е – α = 2·101 
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Рис. 6. Отношение средней длительности ламинарной фазы в присутствии шума  

к средней длительности ламинарной фазы в отсутствии шума для различных α 

при фиксированных ε 

 

 

 

В работе численно исследована зависи-

мость средней длины ламинарной фазы от 

величины отклонения параметра от крити-

ческого значения для одномерного квадра-

тичного отображения отрезка на отрезок как 

при отсутствии шума, так и при наличии 

белого гауссова шума. Результаты, полу-

ченные с использованием вейвлет-анализа, 

согласуются с результатами [3], получен-

ными ранее другими методами. На примере 

простой модели продемонстрировано, что 

вейвлет-анализ может быть использован для 

исследования характеристик перемежаемо-

сти в эволюции нелинейных динамических 

систем. 
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EXPLOITATION OF WAVELET ANALYSIS 

FOR INVESTIGATION OF INTERMITTENCY IN DYNAMIC NONLINEAR SYSTEMS 

 
The research of intermittency for one-dimensional quadratic map was carried out both in the absence of external noise 

and in the presence of white Gaussian noise. The dependences of average laminar phase's length on deviation value of 

parameter from the critical value were calculated by means of wavelet analysis. 
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