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О БАЛАНСЕ ЭНЕРГИИ-ИМПУЛЬСА  
ПРИ ИЗЛУЧЕНИИ РЕЛЯТИВИСТСКОГО ЗАРЯДА  

 
Методическая работа, содержащая элементарный вывод баланса энергии-импульса при излучении реляти-       

вистского заряда, достигнутый за счет привлечения скорости потери энергии частицей в качестве независимой от 
мощности излучения энергетической характеристики излучения. 

Ключевые слова: поле излучения, буферное поле, интенсивность и мощность излучения, скорость потери 
энергии на излучение, сила торможения излучением. 

 
 
 
Введение 
 
Поскольку понимание рассматриваемого 

процесса непосредственно связано с физи-    
ческим смыслом компонент 4-вектора, опи-    
сывающего излучение энергии-импульса ре-        
лятивистского заряда, начнем с его краткого 
вывода и обсуждения неоднозначной трак-       
товки его энергетической составляющей. 
Напомним, что данный 4-вектор является 
результатом обобщения формул дипольного 
излучения. Для этого переходят в сопут-      
ствующую систему отсчета 0S , в которой 
скорость частицы в некоторый момент 
времени 0t  равна нулю, а ускорение 0 0( )w t  
отлично от нуля. Следовательно, излучение 
в этой системе отсчета дипольно, и для 
энергии излучения справедлива формула [1] 
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Обратим внимание на то, что в качестве 
энергии, уносимой излучением за единицу 
времени, здесь принимается поток вектора 
Пойнтинга поля излучения через сферу боль-     
шого радиуса R с центром, совпадающим с 
положением заряда в момент t  (время из-    
лучения). Рассматриваемый поток вычис-     

ляется в момент t наблюдения излучения, 
где = / ,t t R c   и I называется полной ин-       
тенсивностью излучения. 

Имея целью последующее обобщение, 
результат (1) представим в виде 
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явно содержащем обозначение (0)dE  для 

энергии, излучаемой частицей за время 

0 = .dt d   (Нижний индекс (0) здесь и далее 
отмечает отнесенность соответствующей ве-         
личины к системе S0,  означает соб-   
ственное время.) Отметим, что импульс, 
излучаемый частицей за время 0dt , 

(0) = 0.dP  (3)
Чтобы вернуться в лабораторную систе-    

му отсчета и здесь определить излученные 
энергию и импульс, построим соответ-       
ствующий 4-вектор  
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который бы в сопутствующей системе S0 
принимал значение  
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согласующийся с требованиями (2), (3). Для 
этого вспомним, что инвариантный квадрат 
4-ускорения в сопутствующей системе вы- 
ражается через квадрат собственного уско-         
рения:  
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Отсюда понятно, что искомый 4-вектор 
равен 
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поскольку в системе S0, в которой  

(0) = ( ,0,0,0),iu c  

компоненты (0)
iP  приобретают необходимые 

значения (4) 1. Полученный вектор 
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описывает полные энергию /d dtE  и им-       
пульс / ,d dtP  излучаемые в единицу време-            
ни .t  Зная компоненты этого 4-вектора в 
сопутствующей системе, из законов преоб-   
разования компонент 4-вектора нетрудно 
найти искомые величины в лабораторной 
системе. Получающийся отсюда известный 
результат [2] представляется в виде сле-        
дующей пары:  

2 2
0 0

3
0

2
.

2
,

3

e w

c

dd

dt dt

d d

d ct dt

 



 

 
vP

EE

E
 (6)

Первая из этих формул, отвечающая 
излучению энергии, повторяет структуру 
соотношения (2), и отсюда, казалось бы, 
следует, что /d dtE имеет смысл полной 
интенсивности излучения, представляя со-       
бой поток вектора Пойнтинга через соот-        
ветствующую сферическую поверхность, 
вычисляемый в момент t приема излучения. 
Хотя это представление неверно, в лите-    
ратуре иногда (см., например, [1]) за этой 

                                                       
1 Формальное несовпадение (5) с результатом 

(73.3) из книги [1] вызвано использованием в данной 
работе 4-скорости в виде 
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вместо 
idx

ds
, где .ds cd   

величиной сохраняют обозначение I и на-      
звание «полная интенсивность излучения», 
оговаривая при этом его отличие от соот-           
ветствующего потока вектора Пойнтинга. 
Но более соответствующим физической 
сущности /d dtE  представляется название 
«мощность излучения» [3; 4], и мы им бу-   
дем здесь пользоваться. Если сформули-     
ровать кратко, под этим термином подразу-       
мевается энергия, излучаемая частицей за 
единицу времени .t  (Более подробно его 
смысл обсуждается далее.) Еще одно назва-     
ние, правда неудачное, – «скорость потери 
энергии частицей на излучение», – с давних 
пор используется для величины /d dtE  
(см., например, [5], все издания популярного 
сборника задач, включая последнее, в виде 
современного курса электродинамики [2],             
а также [6; 7]). Но это – действительно не-       
удачное название применительно к /d dtE , 
поскольку скорость потери энергии на из-            
лучение, т. е. механическая энергия, теряе-      
мая излучающей частицей за единицу 
времени, является независимой энергетиче-         
ской характеристикой процесса излучения. 
Ниже она будет определена и обозначена 
символом мех /d dt E . В общем случае эти 
две величины не равны между собой 2, т. е. 

мех/ /d dt d dt  E E . 
В этой связи заметим, что неправомерное 

использование приведенных двух разных 
названий в качестве синонимов фактически 
уводит нас от от возможности простейшего 
построения баланса энергии-импульса при 
излучении релятивистского заряда. Восста-            
новлению этой возможности за счет приня-            
тия скорости потери энергии частицей на 
излучение в качестве независимой энерге-          
тической характеристики излучения посвя-           
щена данная работа. 

Но вначале уточним физический смысл 
мощности излучения. Заметим, что перечис-     
ленный выше разброс в названиях /d dtE  
является отражением того факта, что в про-    
цессе релятивистского обобщения резуль-            

                                                       
2 В этом легко убедиться, обратившись к сопут-        

ствующей системе, в которой положительная мощ-         
ность излучения 

    2 2 3
(0) 0 0/ 2 / 3 /d dt e w c E

 
очевидно не может быть обеспечена за счет механи-           
ческой энергии частицы, которая здесь минимальна 
(равна mc2), а мощность, развиваемая внешними си-          
лами, при нулевой скорости частицы тождественно 
равна нулю. 
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татов (2), (3) физический смысл энергетиче-          
ской характеристики излучения /d dtE  
конкретно не выявляется. Ее величина для 
заряда, движущегося с произвольными ско-    
ростью v  и ускорением ,w  согласно (6) 
связанная с квадратом собственного уско-   
рения, легко определяется. Она равна  

2 2 2

3 2 3

2 [ ]
= | ,

3 (1 ) t

d e w

dt c


 
 

β wE
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где = .
c

v
β  

Но здесь важно понимание связи /d dtE  с 
полем излучения заряда. Именно эта связь 
определяет физический смысл рассматри-      
ваемой величины. 

Выше уже отмечалось, что поток вектора 
Пойнтинга поля излучения через сферу 
радиусом R, вычисленный в момент t, не 
совпадает с /d dtE . Необходимо учесть, 
что импульс излучения, испущенный заря-  
дом за промежуток времени ,dt  через эле-         
мент поверхности сферы проходит за время 

    = 1 ,dt dt t t   n β  зависящее от поло-           

жения элемента .ds  Тогда видоизмененный 
поток энергии через рассматриваемую сфе-        
ру, вычисленный с учетом множителя 

    1 ,t t  n β  оказывается равным мощ-      

ности излучения, т. е.  

2

(4 )

= (1 ( ) ( )) .' 'd
S t t R d

dt 

  
  n β
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Входящий в интеграл (8) модуль вектора 

Пойнтинга tREcS ,
2 |)/4(=   поля излучения 

известным образом выражается через поле 
Лиенара-Вихерта. После его подстановки 
результат (8) приводится к виду  
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(9) 
Естественно, высказанное предположе-        

ние о том, что мгновенное значение мощ-      
ности излучения определяется потоком 
энергии поля излучения через поверхность 
сферы, взятым в виде (8), требует доказа-             
тельства. Для этого достаточно показать 
совпадение результата интегрирования (9) с 
величиной (7), что здесь продемонстрируем 

для общего случая ускорения w , имеющего 
как продольную, так и поперечную компо-          
ненты по отношению к скорости заряда. 

Пусть ||( ) = ( ) , = .' 't t w w β z z xe w e e  При 

этом выражение (7) сводится к следую-         
щему:  

2 2 22
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(1 )2
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w wd e
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E
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Обратимся к интегралу (9). Входящий в 
него единичный вектор ( ),tn  идущий от 

заряда в момент t  к точке наблюдения, 
задается углами ,   сферической системы 
координат, привязанной к векторам 

( ), ( ),t t β w  так что 

= sin (cos sin ) cos .x y z     n e e e  

Элемент телесного угла d  равен 
sin .d d    Заметим, что зависимость 
подынтегрального выражения от угловой 
координаты  обусловлена лишь 
множителем ||= sin cos cosw w   nw  и 

его квадратом. Отсюда нетрудно увидеть, 
что после интегрирования по переменной  
от 0 до 2π интеграл из (9) сводится к 
одномерному интегралу 
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1 2sin cos
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w w w

w w
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(10) 
После интегрирования для /d dtE  полу-       
чается выражение, совпадающее с (10). 
Следовательно, интегральное представление 

/d dtE  в виде (8) действительно соответ-      
ствует локальной величине (7). 

Приступим к выполнению поставленной 
задачи. Для этого заметим, что потеря меха-     

нической энергии 2 2 2
мех = 1mc v cE  за-      

ряда за счет излучения может происходить 
только в результате действия силы тормо-       
жения. Мощность  ,Т f v  развиваемая этой 

силой, однозначно определяет скорость из-      
менения энергии мехE  за счет излучения: 

   мех = .Т

d
t t

dt
 


f vE

 (11)

 
Используя точное выражение [1] для силы 
торможения излучением 
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2

3

2
= ,

3Т

e

c
f v  (12)

справедливое в сопутствующей системе 
отсчета, из (11) получим независимое 
соотношение для скорости потери энергии 
на излучение  
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v v

v v v

E

 

которое можно представить в виде следую-       
щего баланса энергии при излучении:  

мех = .Bd dd

dt dt dt
 

  
E EE

 (13)

Отсюда видно, что скорость потери энергии 
на излучение не совпадает с мощностью 
излучения, причем разница между ними 
прячется в виде энергии поля в ближней 
зоне (буферное поле, по Мешкову – Чирико-        
ву [7]). Видно, что скорость передачи энер-        
гии буферному полю определяется выраже-        
нием 

    
2

3

2
= .

3
Bd e d

t t
dt c dt

  
 

v vE
 (14)

Подчеркнем еще раз, что выражения (12), 
(14) справедливы для случая ,v c  для 
которого, заметим, dt  и d  равны. 

Теперь несложно этот баланс энергии 
(13) обобщить для релятивистских ско-        
ростей в виде четырехмерного баланса 
энергии-импульса, включающего в себя        
4-силу торможения i

Tf , 4-вектор скорости 
передачи энергии-импульса буферному по-       
лю ,i

BW  а также известный нам 4-вектор            
iP  (5). 
Для выполнения этой задачи вспомним, 

во-первых, что любая 4-сила имеет струк-         
туру, определяемую формулой  

  
2 2 2 2

1 /
= , .

1 / 1 /

i c
f

v c v c

 
 

  

f v f
 

Отсюда следует, что при / 1v c   искомая 
4-сила  

   = 1 / , i
T Т Тf c f v f  

складывается из элементов, для этого случая 
уже определенных выражением (12). Во-
вторых, соотношение (13) перепишем с ис-   
пользованием определения (11) и выра-             
жения (14) в виде 

    1
=Т t t

c
 f v  

   
2

3

1 1 2

3

d d e
t t

c dt c dt c

 
        
v vE

 (15)

и заметим, что каждый элемент этого равен-     
ства представляет собой временную компо-         
ненту соответствующего 4-вектора  

т ,   i if P
 

и

 

2

3

2
 .

3

id e du

dt c dt

 
   

 

(Последний из них получается из выраже-      
ния для 4-ускорения = / ,i iw du dt  для кото-      

рого 0 = (1 / )( ).w c  v v ) Из сказанного напра-           
шивается предположение, что соотношение 
(15) является временной компонентой четы-        
рехмерного равенства 

2 2

3 2

2
= .

3

i
i i

T

e d u
f

c d
 


P  (16)

В его справедливости легко убедиться, об-        
ратив внимание на значения пространствен-         
ных компонент входящих сюда 4-векторов. 
Все они известны при / 1v c   и в сопут-    
ствующей системе отсчета задаются соотно-          
шениями 3 (12), (4) (т. е. 0P ) и 

2 3 2 3(2 / 3 ) (2 / 3 ) .e c e c w v  Вместе они удов-   
летворяют (16). 

Итак, как мы выяснили, в сопутствую-      
щей системе все компоненты 4-вектора i

Tf  и 

известных 4-векторов 2 2, /i id u dP  связаны 
соотношением (16). Следовательно, оно 
справедливо в любой системе отсчета и 
искомый 4-мерный баланс энергии-импульса 
при излучении заряда можно представить в 
виде 

= ,i i i
T Bf  P W  (17)

где 
2 2

3 2

1 2
= ( , ) =

3

i
i B B

B

d d e d u

c d d c d


  
PE

W  (18)

есть 4-вектор скорости передачи энергии-
импульса от заряда буферному полю, а i

Tf  
отвечает за скорость потери механических 
энергии-импульса заряда за счет излучения. 

Подставив в правую часть равенства (18) 
cоответствующие значения 4-векторов iP  
(5) и i

BW  (18), для 4-силы получаем 
выражение  

2 2

3 2 2

2 1
= .

3

i k
i ik

T

due d u du
f u

c d c d d

 
    

 (19)

                                                       
3 Последнее из них следует из результата вы- 

числения 4-вектора 2 2/ .id u d  
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Его можно преобразовать к виду  

22 2

3 2 2 2

2
= ,

3

i i k
i k

T

d ue d u u u
f

c d c d

 
   

 

согласующемуся с формулой (76.2) для 
= (1 / )i i

Tq c f  из книги [1]. (Остающиеся 
формальные различия объясняются причи- 
ной, которая уже указывалась в связи с 
формулой (5).) Для этого, воспользовавшись 
ортогональностью 4-векторов скорости и 
ускорения ( / ) = 0k

kdu d u , второе слагаемое 
в правой части (19) достаточно очевидным 
образом видоизменить. 

Перед завершением работы приведем два 
примера, демонстрирующие два разных 
соотношения между мощностью излучения 
и скоростью потери энергии на излучение.     
В первом из них излучение существует при 
нулевой скорости потери энергии частицы. 
Во втором две названные энергетические 
характеристики излучения совпадают между 
собой. 
Первый пример относится к заряду, дви-      

жущемуся в стационарном электрическом 
поле со скоростью ||v E  при = 0.B  Считая, 
что движение происходит вдоль оси x, на 
которой = ( ) ,x xE xE e  из выражения для 
силы торможения, приведенного в задаче 2 
к § 76 книги [1] (после исправления описки 
в последнем слагаемом), получаем  

3

3 2 2

2
= .

3 1 /

x x
Т x

x

v dEe

mc dxv c
f e  

Мощность излучения, как следует из (7) с 
учетом 2 2 2 2

0 = / ,xw e E m  равна  
4

2
2 3

2
=

3 x

d e
E

dt m c
E

 

и не зависит от энергии частицы. 
Здесь особый интерес представляет слу-   

чай однородного поля 0= ,xE E  когда неза-       

висимо от величины скорости = 0.Тf  При 
этом мощность излучения и импульс, уно-        
симый излучением за единицу времени ,t  

4
2
02 3 2

2
= , = ,

3

d e d d
E

dt m c dt c dt  
P vE E

 

как следует из баланса энергии-импульса 
(17), полностью обеспечиваются за счет бу-        
ферного поля и не связаны с потерей энер-          
гии-импульса излучающей частицы. Иными 
словами, при движении в однородном поле 
со скоростью 0||v E  изменения механиче-     

ских энергии и импульса определяются 
только силой со стороны поля:  

мех мех
0 0= ( ), =x

d d
eE v t e

dt dt


 
p EE

 

и принципиально не зависят от излучения. 
(Подчеркнем, пока заряд движется в об-          
ласти однородного поля.) 

Естественно, при этом возникает вопрос, 
каким образом в буферном поле оказы-          
ваются запасенными необходимые энергия 
и импульс и откуда они берутся. Вычис-       
ления (здесь не приводятся) показывают, 
что эти энергия и импульс составляют 
просто промежуточное звено в процессе 
передачи энергии-импульса от ускоренно 
движущегося заряда полю излучения. 
Излучаемые энергия и импульс на самом 
деле отнимаются от излучающего заряда, но 
этот «отъем» происходит не тогда, когда 
заряд движется в однородном электриче-         
ском поле. Все происходит до и после 
попадания заряда в область однородного 
поля. (Понятно, что эта область не может 
считаться бесконечной.) 

В качестве второго примера рассмотрим 
излучение заряда, движущегося по круговой 
орбите в однородном магнитном поле (син-    
хротронное излучение). Ускорение заряда, 
перпендикулярное скорости, здесь легко на-           
ходится через силу Лоренца и принимает 
значение  

= .
v eB

w
c m

 

Мощность излучения, определяемая соотно-        
шением (7), при этом равна  

4 2 2

2 3 2 2

2 ( / )
= .

3 1 /

d e B v c

dt m c v c 
E

 

Как легко получить из названной формулы 
[1], для данного случая = 0, = constE B  и 
v B , сила торможения равна  

4 2

2 4 2 2

2 1
= .

3 1 /Т

e B

m c v c c



vf  

При этом мощность  
4 2 2

2 3 2 2

2 ( / )
= ,

3 1 /Т

e B v c

m c v c
 


f v  

развиваемая частицей против этой силы, в 
точности совпадает с мощностью излу-          
чения. Таким образом, скорость потери 
энергии излучающей частицы и мощность 
излучения в данном случае тождественны. 
Иначе говоря, излучение энергии проис-        
ходит непосредственно за счет излучающей 



142                 ”˜Â·ÌÓ-ÏÂÚÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÂ Ó·ÂÒÔÂ˜ÂÌËÂ ÔрÂÔÓ‰‡‚‡ÌËˇ ÙËÁËÍË 
 
частицы; буферное поле принимает в нем 
лишь косвенное участие. 
 

Заключение 
 
Таким образом, отказ от неправомерного 

отождествления двух названных в начале 
статьи характеристик излучения и принятие 
скорости потери энергии частицы в качестве 
независимой энергетической характери-     
стики процесса излучения, связанной с 
мощностью силы торможения, дает возмож-        
ность вполне элементарно получить 4-мер-    
ный баланс энергии-импульса при излуче-            
нии заряда. Выражение для 4-силы 
торможения излучением является при этом 
просто промежуточным результатом. 
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