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О сложности категоричных теорий с вычислимыми

моделями1

Е.Б. Фокина

§ 1. Введение

Одно из направлений теории вычислимых моделей связано с существованием вы-
числимых моделей для теорий первого порядка. Известно, что любая непротиворечивая
разрешимая теория T , т.е. теория, у которой множество теорем вычислимо, имеет разре-
шимую модель, это значит, что предикат истинности для формул на элементах модели
вычислим. В случае несчетно категоричных теорий первого порядка Харрингтон и Хиса-
миев в [8, 6] показали, что на самом деле все счетные модели такой теории Т разрешимы.
Если T несчетно категорична, но неразрешима, то некоторые ее счетные модели могут
быть вычислимы, а другие нет. В статье Балдвина и Лахлана [7] доказано, что все счет-
ные модели ℵ1-категоричной теории Т могут быть представлены цепью элементарных
расширений A0 � A1 � A2 � . . .Aω, где A0 простая модель, Aω насыщенная модель,
а любая модель Ai+1 является минимальным собственным элементарным расширени-
ем модели Ai. Тогда спектр вычислимых моделей теории T есть SCM(T ) = {i | Ai

имеет вычислимое представление}. Таким образом, результат Харрингтона и Хисами-
ева может быть представлен в виде SCM(T ) = ω

⋃{ω}. Этот результат побудил изу-
чать вычислимые модели ℵ1-категоричных неразрешимых теорий. Гончаров в [1] пока-
зал, что существует ℵ1-категоричная теория, вычислимая с оракулом 0′, для которой
SCM(T ) = {0}. Позже Кудайбергенов обобщил этот результат в [5], построив пример
ℵ1-категоричной, вычислимой с оракулом 0′ теории T с SCM(T ) = {0, 1 . . . , n}. Хусаи-
нов, Нис, Шор в [9] построили примеры ℵ1-категоричных теорий T1 и T2, вычислимых с
оракулом 0′′ так, что SCM(T1) = ω и SCM(T2) = ω

⋃{ω} \ {0}. Кроме того, Нис в [13]
1Исследования поддержаны грантами РФФИ 02-01-00593 и НШ-2112.2003.1.

77



Е.Б. Фокина

построил пример ℵ1-категоричной теории T такой, что SCM(T ) = {1}, и доказал, что
если T—произвольная ℵ1-категоричная теория, то SCM(T ) ∈ Σ0

3(∅ω). Заметим, что все
приведенные примеры ℵ1-категоричных теорий, имеющих вычислимую модель, разре-
шимы с оракулом 0′′. Гончаров и Хусаинов в [2] построили для любого n ≥ 1 пример ℵ1-
категоричной теории, эквивалентной по Тьюрингу степени 0n и имеющей вычислимую
модель. Используя некоторую модификацию конструкции из [2], мы по любой ариф-
метической степени a построим ℵ1-категоричную теорию, по Тьюрингу эквивалентную
a, имеющую вычислимую модель. Более того, будет показано, что на самом деле все
модели этой теории имеют вычислимое представление, т. е. SCM(T ) = ω

⋃{ω}.
Лерман и Шмерл в [11] дали некоторые достаточные условия, чтобы счетно катего-

ричные теории имели вычислимую модель. Они показали, что если T счетно категорич-
ная арифметическая теория, у которой множество всех предложений, начинающихся с
квантора существования и имеющих n + 1 перемену кванторов, есть Σ0

n+1–множество
для всех n, то у T есть вычислимая модель. В [10] Найт улучшила этот результат, до-
пуская некоторую равномерность и опуская требование, что T арифметическая. При
этом все известные примеры ℵ0-категоричных теорий с вычислимыми моделями имели
низкую сложность. В [2] Гончаров и Хусаинов для любого n построили пример счетно
категоричной теории с вычислимой моделью сложности 0n. Используя технику из [2],
по произвольной заданной арифмерической степени a построим пример счетно катего-
ричной теории с вычислимой моделью, имеющую сложность a.

Введем основные определения. Зафиксируем вычислимую геделевскую нумерацию
языка L. Aлгебраическая система A языка L вычислима, если ее основное множество
вычислимо, базисные операции и предикаты равномерно вычислимы. Это определение
эквивалентно условию, что атомная диаграмма этой алгебраической системы A вычис-
лима. Aлгебраическая система B имеет вычислимое представление, если она изо-
морфна вычислимой алгебраической системе A. В этом случае любой изоморфизм из
алгебраической системы B на A называется вычислимым представлением алгебра-
ической системы B. Полная теория T называется ℵ1–категоричной, если все модели
теории T мощности ℵ1 изоморфны. МодельM называется ℵ1–категоричной, если теория
Th(M) этой модели ℵ1–категорична.

Для доказательства основных результатов этой статьи, аналогично [2], нам потребу-
ется определить два оператора. Конструкция этих операторов следует идеям Маркера
из [12]. Их определения и свойства коротко сформулированы в следующем разделе. За
более подробным изложением можно обратиться к [2]. В разделе 3 мы дадим определе-
ние однозначной представимости Σ0

2–множеств и сформулируем леммы об однозначном
представлении и некоторые следствия из лемм и определения операторов Маркера. До-
казательство лемм в [2, 3]. В двух последних разделах докажем следующие теоремы:

78



О сложности категоричных теорий с вычислимыми моделями

Теорема 1. Для любой арифметической степени существует ℵ1–категоричная теория T
конечной сигнатуры с вычислимой моделью, по Тьюрингу эквивалентная этой степени.
Кроме того, все счетные модели этой теории T имеют вычислимое представление.

Теорема 2. Для любой арифметической степени существует ℵ0–категоричная теория T
конечной сигнатуры с вычислимой моделью, по Тьюрингу эквивалентная этой степени.

§ 2. Конструкция Маркера

Пусть L — конечный язык, не содержащий функциональных символов, A =
(A,Pn0

0 , . . . , Pnmm ) — алгебраическая система языка L. Предполагаем, что для каждо-
го P этой системы множества P и Ak \P оба бесконечны, где k — местность P . Возьмем
некоторый k-местный предикат P системы A.
∃-расширение Маркера этого предиката, обозначаемое P∃, определяется следую-

щим образом. Пусть X—бесконечное множество, не пересекающееся с A. Тогда P∃ есть
(k + 1)-местный предикат, удовлетворяющий следующим условиям:

(1) Если P∃(a1, a2, . . . , ak, ak+1), то P (a1, . . . , ak) и ak+1 ∈ X.
(2) Для каждого ak+1 ∈ X существует единственный набор (a1, . . . , ak) такой, что

P∃(a1, a2, . . . , ak, ak+1).
(3) Если P (a1, . . . , ak), то существует единственный a такой, что P∃(a1, a2, . . . , ak, a).

∀-расширение Маркера предиката P , обозначаемое P∀, определяется следующим
образом. Пусть X — бесконечное множество, не пересекающееся с A. Тогда P∀ есть
(k + 1)-местный предикат, удовлетворяющий следующим условиям:

(1) Если P∀(a1, a2, . . . , ak, ak+1) то a1, . . . , ak ∈ A и ak+1 ∈ X.
(2) Для всех (a1, . . . , ak) ∈ A существует не более одного ak+1 ∈ X такого,

что ¬P∀(a1, a2, . . . , ak, ak+1).
(3) Если P∀(a1, a2, . . . , ak, ak+1) для всех ak+1 ∈ X, то P (a1, . . . , ak).
(4) Для каждого ak+1 ∈ X существует единственный набор (a1, . . . , ak) такой, что
¬P∀(a1, a2, . . . , ak, ak+1).

Множество X для ∃ и ∀-расширения Маркера предиката P называется спутником P .

Определение 1. Пусть A = (A,Pn0
0 , . . . , Pnmm ) — модель.

(1) Модель A∃ — это модель (A∪X0 . . .∪Xm, P
n0+1
0 , . . . , Pnm+1

m ,X0, . . . ,Xm), где каж-
дый Pni+1

i , i = 0, . . . ,m есть маркеровское ∃-расширение Pnii такое, что все мно-
жества Xi являются спутниками для Pnii и попарно не пересекаются.

(2) A∀ есть модель (A∪X0 . . .∪Xm, P
n0+1
0 , . . . , Pnm+1

m ,X0, . . . ,Xm), где каждый Pni+1
i ,

i = 0, . . . ,m есть маркеровское ∀-расширение Pnii такое, что все множества Xi

являются спутниками для Pnii и попарно не пересекаются.
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Теорема. Пусть A∃ и A∀—маркеровские расширения модели A. Тогда эти расширения
удовлетворяют следующим свойствам:

(1) Модель A определима в каждом из расширений.
(2) Если теория модели A ℵ0-категорична, то таковыми являются теории каждого из

расширений.
(3) Если теория модели A ℵ1-категорична, то таковыми являются теории каждого из

расширений.
(4) Если теория модели A почти сильно минимальна, то таковыми являются теории

каждого из расширений.
(5) Любой автоморфизм модели A может быть продолжен до автоморфизма каждого

из расширений.

Пусть A — алгебраическая система, w — слово в алфавите {∃,∀}. По индукции опре-
делим Aw. Если w — пустая строка, то Aw = A. Предположим, что w = w′∃ или w = w′∀
и B = Aw′ . Тогда определим Aw′∃ = B∃ и Aw′∀ = B∀. Получаем следствие.
Следствие 1. Пусть A — алгебраическая система, w — слово в алфавите {∃,∀}. Тогда:
(1) Модель A определима в Aw.
(2) Если теория A ℵ0-категорична (ℵ1-категорична), то такова теория Aw.
(3) Любой автоморфизм A может быть продолжен до автоморфизма Aw.
Нашей дальнейшей целью будет показать, что модель A∃∀ имеет меньшую слож-

ность, чем A, с точки зрения вычислимости.

§ 3. Об однозначном представлении Σ0
2-множеств

Следующие определение и леммы взяты из [2]. Они понадобятся для доказательства
основных результатов статьи.

Определение 2. Σ0
2 — множество A однозначно представимо, если для некоторого

вычислимого предиката Q ⊂ ω3 выполнены свойства:

(1) Для каждого n ∈ ω, ∃a∀bQ(n, a, b) тогда и только тогда, когда n ∈ A.
(2) Для каждого n ∈ ω, ∃a∀bQ(n, a, b) тогда и только тогда, когда ∃=1a∀bQ(n, a, b)1.
(3) Для каждого b существует единственная пара 〈n, a〉 такая, что ¬Q(n, a, b).
(4) Для каждой пары 〈n, a〉 или ∃=1b¬Q(n, a, b), или ∀bQ(n, a, b).
(5) Для каждого a существует единственное n такое, что ∀bQ(n, a, b).

Лемма 1. Пусть A — кобесконечное Σ0
2–множество, содержащее бесконечное вычисли-

мое подмножество S такое, что A \ S бесконечно. Тогда у A есть однозначное представ-
ление.

1∃=1xP (x) означает, что существует единственный x, удовлетворяющий P
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Определение однозначного представления Σ0
2-множества можно релятивизовать от-

носительно оракула X. Релятивизованная версия леммы потребуется для доказатель-
ства теорем и звучит так.

Лемма 2. Пусть A — кобесконечное Σ0,X
2 –множество, содержащее бесконечное X-вы-

числимое подмножество S такое, что A\S бесконечно. Тогда существует X-вычислимое
множество Q ⊂ ω3 такое, что Q есть однозначное представление A.

§ 4. ℵ1-категоричная теория с вычислимыми моделями

Теорема 1. Для любой арифметической степени существует ℵ1–категоричная теория T
конечной сигнатуры с вычислимой моделью, по Тьюрингу эквивалентная этой степени.
Кроме того, все счетные модели этой теории T имеют вычислимое представление.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В доказательстве теоремы следуем идеям из [2]. Возьмем
Σ0
n-множество X, не содержащее 0 и 1, и рассмотрим систему M = (M,P ), где P —

бинарный предикат на M , для которого выполнены следующие свойства:

(1) Предикат P антирефлексивен, т.е.¬P (x, x) для всех x.
(2) Для каждого x существует единственный y, что P (x, y). Для каждого y существует

единственный x, что P (x, y).
(3) m ∈ X тогда и только тогда, когда существует единственный P -цикл длины 3m+1

и не существует P -циклов длины 3m+ 2.
m /∈ X тогда и только тогда, когда существует единственный P -цикл длины 3m+2
и не существует P -циклов длины 3m+ 1.

(4) Каждый x ∈M принадлежит некоторому P -циклу.

Обозначим TX = Th(M). Теория TX обладает следующими свойствами.

(1) Теория TX ℵ1-категорична.
(2) Теория TX полна.
(3) TX ≡T X.
Очевидно, с точностью до изоморфизма, модельM имеет представлениеM = (ω,P ),

где P ∈ Σ0
n и P удовлетворяет условиям леммы 2. Применяем кM лемму 2. следствие 1

P имеет однозначное представление, т. е. существует Q1 ⊂ ω4 такой, что Q1 ∈ Σ0
n−2 и

(1) Для любых (x, y) ∃a∀bQ1(x, y, a, b) тогда и только тогда, когда (x, y) ∈ P .
(2) Для любых (x, y) ∃a∀bQ1(x, y, a, b) тогда и только тогда, когда ∃=1a∀bQ1(x, y, a, b).
(3) Для каждого b существует единственный набор 〈x, y, a〉 такой, что ¬Q1(x, y, a, b).
(4) Для каждой тройки 〈x, y, a〉 или ∃=1b¬Q1(x, y, a, b), или ∀bQ1(x, y, a, b).
(5) Для каждого a существует единственные (x, y) такие, что ∀bQ1(x, y, a, b).

Рассмотрим моделиM1 =M∀∃ и N 1 = (M ∪X1∪X2∪Y1, P
4
1 , A

1
1, A

1
2, B

2
1), где X1, X2,

Y1 бесконечные, не пересекающиеся друг с другом и с M множества, P1(x, y, u1, v1)⇐⇒
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(x, y) ∈M , u1 ∈ X1, v1 ∈ Y1 и Q1(x, y, u1, v1), A1 и A2 выделяют соответственно множе-
ства X1 и X2, и v1 ∈ Y1 ⇐⇒ (∃u2 ∈ X2)B2

1(v1, u2) и выполнены условия, аналогичные
условиям ∃-расширения. Тогда P1 0(n−2)-вычислим, N 1 0(n−2)-вычислима, и при этом
выполняются следующие свойства:

(1) Из определения P1 и свойств P следует, что P1 удовлетворяет условиям леммы 2.
(2) Отображение F :X1 → P такое, что F (u1) = (x, y) ⇔ (∀v1)P1(x, y, u1, v1), — вза-

имно-однозначное отображение «на». Доказательство. Из свойств Q1 получаем,
что для каждого u1 ∈ X1 существует единственный набор (x, y) ∈ P такой, что
(∀v1)Q1(x, y, u1, v1), т. е. что (∀v1)P1(x, y, u1, v1); и обратно, для каждой пары
(x, y)∈P существует единственный элемент u1 ∈ X1 такой, что (∀v1)Q1(x, y, u1, v1),
т. е. что (∀v1)P1(x, y, u1, v1).

(3) Отображение G такое, что G(x, y, u1) = v1 ⇐⇒ ¬P1(x, y, u1, v1), — взаимно-од-
нозначно «на». Доказательство. Из свойств Q1 получаем: для каждого набора
(x, y, u1) или существует единственный элемент v1 ∈ Y1 такой, что ¬Q1(x, y, u1, v1),
т. е. ¬P1(x, y, u1, v1), или (∀v1)Q1(x, y, u1, v1), т.е (∀v1)P1(x, y, u1, v1); для каждого
v1 ∈ Y1 существует единственный набор (x, y, u1) такой, что ¬Q1(x, y, u1, v1), т. е.
¬P1(x, y, u1, v1).

Таким образом, из свойств 2 и 3 получаем, чтоM1
∼= N 1. Из свойствM1 получаем,

что T1 = Th(M1) = Th(N 1) — ℵ1-категоричная и T1 ≡T TX ≡T X.
Строим по индукцииM0 =M,M1, . . . ,Mn−1, гдеMk = (Mk−1)∀∃. Строим

N 1, . . . ,N n−1. Используя лемму, находим Qk — однозначное представление Pk−1. Опре-
деляем N k = (M∪X1,1∪X2,1∪X1,2∪. . .∪X1k∪. . .∪X22k−1k∪Y1,1∪Y1,2 . . .∪Y22k−2k, P

2k+2
k ,

A2k−1
1,1 . . . A1

1k . . . A
1
22k−1k

, B2k
1,1 . . . B

2
22k−2k

), множества Xi,j и Yi,j попарно не пересекают-
ся между собой и с множеством M . Pk(x, y, u1,1, u1,2, . . . u1,k, v1,1, . . . , v1,k) ⇐⇒ (x, y) ∈
M, ui,j ∈ Xi,j , vi,j ∈ Yi,j и Qk(x, y, u1,1, u1,2, . . . u1,k, v1,1, . . . , v1,k), выполняется u1,1 ∈
X1,1 ⇔ ∃u2,k∀v2,k . . . ∀v2,2A1,1(u1, . . . , v2,k) и т.д., а A1

1,k, . . . A
1
22k−1,k

выделяют множества
X1,k . . . X22k−1,k. Аналогично случаю k = 1 получаем, что Pk удовлетворяет условиям
леммы, Qk, Pk O(n−k−1)-вычислимы, N k 0(n−k−1)-вычислимая. Из свойств Mk и N k:
Mk

∼= N k, Tk = Th(N k) ℵ1-категоричная, Tk ≡T Tk−1 ≡T · · · ≡T TX ≡T X. В част-
ности получаем, что N n−1 вычислима и соответствующая теория Tn−1 = Th(N n−1)
ℵ1-категорична и Tn−1 ≡T X.

Покажем теперь, что все модели теории Tn−1 = Th(N n−1) имеют вычислимое пред-
ставление. Заметим такой факт. Пусть A = (A,P ) — некоторая алгебраическая систе-
ма. A∀∃ = (A ∪ X1 ∪ X2 ∪ Y1, P∀∃, U1

1 , U
1
2 , V

2
1 ) — ее маркеровское расширение. Пусть

A1 = (A,P1)- такая алгебраическая система, что

A1 |= P1(x, y)⇐⇒ A∀∃ |= ∃u1∀v1P∀∃(x, y, u1, v1).
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Из свойств маркеровских расширений P∀∃ — однозначное представление P1 и P = P1,
A = A1.

По доказанному Лахланом и Балдвином в [7] все модели MX
i , i = 1, 2 . . . исход-

ной теории TX образуют цепь элементарных расширений от простой модели до на-
сыщенной. Простая модель содержит только конечные P -циклы, а каждая последу-
ющая модель содержит на одну бесконечную цепочку больше, чем предыдущая. Та-
ким образом, у каждой из этих моделей MX

i есть X-вычислимое представление. По-
сле применения к MX

i n − 1 раз оператора ∀∃ получим вычислимую модель (MX
i )n−1

теории Tn−1. При этом, если m ∈ X, т.е. аксиома ϕm, говорящая о том, что суще-
ствует единственный цикл длины 3m + 1 и не существует циклов длины 3m + 2, ле-
жит в TX , то MX

i |= ϕm и в (MX
i )n−1 истинно соответствующее утверждение ϕn−1

m

для ∃u1,n∀v1,n . . . ∃u1,1∀v1,1Pn−1(x, y, u1,1 . . . u1,n, v1,1 . . . v1,n). Т.е. ϕn−1
m ∈ Tn−1. Анало-

гично, если m /∈ X, то ¬ϕn−1
m ∈ Tn−1. Возьмем теперь произвольную модель Mn−1 =

(M ∪ N1
11 . . . N

1
22n−1n ∪ N2

11 . . . N
2
22n−2n, Pn−1, U11 . . . U22n−1,n, V11 . . . V22n−2,n) теории Tn−1.

Покажем, что у нее есть вычислимое представление. Рассмотрим N = (M,P ), где
N |= P (x, y) ⇐⇒ Mn−1 |= ∃u1,n∀v1,n . . . ∃u1,1∀v1,1Pn−1(x, y, u1,1 . . . , v1,n). Тогда N —
модель теории TX , она имеет X-вычислимое представление. Применяем к N оператор
∀∃ n − 1 раз, получим вычислимую модель Nn−1, изоморфную Mn−1. Таким образом,
Mn−1 имеет вычислимое представление, т.е. SCM(Tn−1) = ω

⋃{ω}. Теорема доказана.
§ 5. ℵ0-категоричные теории с вычислимыми моделями

В этом разделе докажем следующую теорему.

Теорема 2. Для любой арифметической степени существует ℵ0–категоричная теория T
конечной сигнатуры с вычислимой моделью, по Тьюрингу эквивалентная этой степени.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмем Σ0
n+1-множество Y . Закодируем его в ℵ0-категоричной

теории TY таким образом, чтобы Y и TY имели одну тьюрингову степень.

Конструкция TY аналогична конструкции из [2]. Язык TY состоит из одного би-
нарного предиката R. Для каждого n ∈ ω определим цикл Cn = ({0, 1, . . . , n + 2}, R)
длины n + 3, где R(x, y) выполнено тогда и только тогда, когда {x, y} = {i, i + 1} или
{x, y} = {n + 2, 0}.

Пусть теперь KY — класс всех конечных графов G такой, что m ∈ Y тогда и только
тогда, когда C3m+1 ∈ KY и C3m+2 /∈ KY , m /∈ Y тогда и только тогда, когда C3m+2 ∈ KY
и C3m+1 /∈ KY .

Аналогично [2] получаем, что для класса KY выполнены следующие свойства.
Если A,B1,B2 лежат в KY и заданы вложения e : A→ B1, f : A → B2, то существуют

C из KY и вложения g : B1 → C и h : B2 → C такие, что ge = hf .
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Если A ∈ KY и B — подграф A, то B ∈ KY .
Для всех A и B из KY существует C ∈ KY такой, что существуют вложения A и B в C.

Выпишем аксиомы TY . Первая из них говорит, что R антирефлексивен. Бесконечным
списком универсальных предложений задаем, что никакой конечный B �∈ KY не может
вкладываться в модели TY . Бесконечным списком ∀∃–предложений задаем следующее
свойство. ЕслиA,B ∈ KY и задано вложение f : A → B, то дляA существует расширение
A′ и изоморфное отображение f ′ : A′ → B, продолжающее f .

Y и TY имеют одну тьюрингову степень, т.к. n ∈ Y тогда и только тогда, когда
предложение, говорящее о том, что существует цикл длины 3n + 1, принадлежит TY , и
n /∈ Y тогда и только тогда, когда предложение, говорящее о том, что существует цикл
длины 3n+ 2, принадлежит TY .

Используя свойства KY , для каждой A ∈ KY строим A�, удовлетворяющую следую-
щему свойству. Для любых B, C ∈ KY и f — вложения B в A таких, что B есть подграф
C и card(C) = card(B) + 1, существует вложение g : C → A�, продолжающее f .

Тогда модель A теории TY строится следующим образом. Пусть A0 — модель из KY .
Рассмотрим цепь

A0 ⊂ A1 ⊂ A2 . . .

моделей из KY таких, что An+1 = A�n. Пусть A равна объединению этой цепи. Тогда A
— модель TY .

Возьмем две счетные модели A и B теории TY . Используя аксиомы TY , челночным
методом можно показать, что A и B изоморфны. Поэтому теория TY ℵ0-категорична.

Т. к. TY ≡T Y , то у TY есть модель A = (ω,R), R ∈ Σ0
n+1 и R удовлетворяет условиям

леммы 2 Строим последовательность моделей {Ai}i≤n такую, что:
(1) A0 есть A.
(2) Ai, где 1 ≤ i ≤ n, есть маркеровское ∃∀-расширение Ai−1.
(3) Ai 0n−i-вычислима.

В частности, An вычислима, по следствию 1 ее теория T ℵ0-категорична и T ≡T Y .
Теорема доказана.
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