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Некоторые замечания о конструктивных расширениях

минимальной логики

М.В. Стукачева

Данная работа продолжает исследование дизъюнктивного свойства (DP ) в классе

паранепротиворечивых расширений минимальной логики (Lj), начатое в [9]. Известно

[1, 2], что класс JHN всех нетривиальных расширений минимальной логики разбива-

ется на три попарно не пересекающихся подкласса INT (всех промежуточных логик),

NEG (всех негативных логик) и PAR (всех собственно паранепротиворечивых расши-

рений Lj). Тот факт, что существует решеточный гомоморфизм решетки PAR на пря-

мое произведение INT и NEG [1,2], мотивирует попытку исследования связей между

обладающими DP логиками указанных классов.

В работе [9] было показано, что что если логика L класса PAR обладает DP ,

то ее интуиционистский напарник Lint � { ϕ | L ` I(ϕ) }, где I(ϕ(p1, . . . , pn)) =

ϕ(p1 ∨ ⊥, . . . , pn ∨ ⊥) [2], наследует это свойство без каких-либо условий. В случае

негативного напарника Lneg � { ϕ | L ` ⊥ ⊃ ϕ } [2] для наследования DP необхо-

димы дополнительные условия. Оказалось, что важную роль при этом играет логика

LF � Lj + {(⊥ ⊃ p ∨ q) ⊃ (⊥ ⊃ p) ∨ (⊥ ⊃ q)}, определенная в [9]. В настоящей статье

мы, рассматривая произвольный интуиционистский напарник с дизъюнктивным свой-

ством, определим два континуальных класса собственно паранепротиворечивых логик,

наследующих DP , причем независимо от того, имеют ли указанное свойство их нега-

тивные напарники. Кроме того, мы докажем наличие DP у логики LKP � Lj + {(¬ p ⊃
q ∨ r) ⊃ (¬ p ⊃ q) ∨ (¬ p ⊃ r)} — паранепротиворечивого аналога известной промежу-

точной логики Крайзеля-Патнэма KP � Li + {(¬ p ⊃ q ∨ r) ⊃ (¬ p ⊃ q) ∨ (¬ p ⊃ r)} [3],

предварительно определив характеризацию LKP в терминах семантики Крипке.

Напомним, логика L обладает дизъюнктивным свойством (L ∈ DP ), если из ϕ∨ψ ∈ L

следует ϕ ∈ L или ψ ∈ L для любых формул ϕ,ψ.
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§ 1. Некоторые предварительные сведения

Мы рассматриваем пропозициональные логики в языке 〈∧,∨,⊃,⊥〉, считая отрица-

ние сокращением, ¬ϕ = ϕ ⊃⊥, где ⊥ — константа «противоречие». Как обычно, ло-

гика — это множество формул, замкнутое относительно правил подстановки и modus

ponens.

Предложение 1.1. [2] Для любой логики L ∈ PAR имеем Lint ∈ INT, Lneg ∈ NEG.

Кроме того, справедливы равенства

Lint = L+ {⊥ ⊃ p}, Lneg = L+ {⊥}.

Далее, пусть L1 ∈ INT и L2 ∈ NEG. Рассмотрим класс логик с фиксированными

интуиционистским и негативным напарниками L1 и L2 [1, 2]:

Spec(L1, L2) 
 {L ⊇ Lj | Lint = L1, Lneg = L2}.

Для L1 и L2 определяется логика L1 ∗L2, называемая свободной комбинацией логик L1

и L2, а именно:
L1 ∗ L2 
 Lj + {I(ϕ),⊥⊃ ψ | ϕ ∈ L1, ψ ∈ L2}.

Предложение 1.2. [2] Пусть L1 ∈ INT и L2 ∈ NEG. Тогда

Spec(L1, L2)=[L1 ∗ L2, L1 ∩ L2].

Исчерпывающую информацию об алгебраической семантике и семантике Крипке

рассматриваемых логик можно найти в работах [1–3, 5–7]. Далее приводятся лишь неко-

торые необходимые определения и факты.

Пусть A — алгебра в сигнатуре 〈∧,∨,⊃,⊥, 1〉. Будем называть A-оценкой произволь-

ное отображение V : {p0, p1, . . .} → A из множества пропозициональных переменных в

основное множество алгебры A. Каждая A-оценка естественным образом распространя-

ется на множество всех пропозициональных формул. Формула ϕ истинна в A (является

тождеством алгебры A), символически A |= ϕ, если V (ϕ) = 1 для любой A-оценки V .

Определение. j-алгебрами называются импликативные решетки, рассматриваемые в

сигнатуре 〈∧,∨,⊃,⊥, 1〉, где ⊥ интерпретируется как произвольный элемент решетки.

Гейтингова алгебра — это j-алгебра с наименьшим элементом ⊥. Негативная алгебра —

это j-алгебра с наибольшим элементом ⊥.

Пусть A = 〈A,∨,∧,⊃,⊥, 1〉 — произвольная j-алгебра. Будем называть верхней

алгеброй ( как и в [1, 2]), ассоциированной с j-алгеброй A, алгебру Гейтинга A⊥ с уни-

версумом A⊥ = {a ∈ A|a ≥⊥} и операциями, индуцированными из A. Нижней алгеброй,

ассоциированной с j-алгеброй A, называется негативная алгебра A⊥ с универсумом
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A⊥ = {a ∈ A|a ≤⊥}, операциями ∧,∨, индуцированными из A, и импликацией, опреде-

ленной следующим образом: x ⊃⊥ y 
 (x ⊃ y)∧ ⊥.

Предложение 1.3. [2] Пусть L ∈ JHN. Тогда, если алгебра A является моделью ло-

гики L, то A⊥ |= Lint и A⊥ |= Lneg.

Пусть A — гейтингова алгебра, B — негативная алгебра и f : B → A — полуре-

шеточный гомоморфизм, сохраняющий наибольший элемент и операцию взятия точной

нижней грани, т. е. f(⊥) = 1, f(x ∧ y) = f(x) ∧ f(y), x, y ∈ B. Как и в [2], определяем

j-алгебру A×f B следующим образом:

|A×f B| = {(x, y)|x ∈ A, y ∈ B, x ≤ f(y)},

решеточные операции вычисляются покомпонентно, операция импликации задается

формулой
(x1, y1) ⊃ (x2, y2) = ((x1 ⊃ x2) ∧ f(y1 ⊃ y2)), y1 ⊃ y2),

единичный элемент 1 = (1A, 1B), противоречие ⊥ = (⊥A,⊥B), причем (A ×f B)⊥ ' A,

(A ×f B)⊥ ' B. Известно [2], что всякая j-алгебра представима в таком виде.

Указанное представление j-алгебр позволяет охарактеризовать семантику упомяну-

тых выше логик из класса PAR.

Предложение 1.4. [2] Пусть L1 ∈ INT, L2 ∈ NEG, A — гейтингова алгебра, B — нега-

тивная алгебра и f : B → A — полурешеточный гомоморфизм, сохраняющий наиболь-

ший элемент и операцию взятия точной нижней грани. Тогда справедливы следующие

эквивалентности:

(1) A ×f B |= L1 ∩ L2, если и только если A |= L1, B |= L2 и f(y) = 1 для всех y ∈ B,

т. е. A×f B совпадает с прямым произведением A × B;

(2) A ×f B |= L1 ∗ L2, если и только если A |= L1 и B |= L2.

Далее обратимся к некоторым фактам, касающимся семантики Крипке для расши-

рений минимальной логики [7].

Будем называть j-шкалой Крипке (или просто j-шкалой), тройку µ = 〈W,R,Q〉, где

W — множество возможных миров, R — отношение достижимости такое, что 〈W,R〉 —

обычная шкала Крипке для интуиционисткой логики, т. е. частично упорядоченное мно-

жество, Q ⊆ W — конус относительно R, называемый конусом ненормальных ми-

ров(подмножество X ⊆W называется конусом относительно отношения R, если из того,

что x ∈ X и xRy следует y ∈ X). Миры, не входящие в Q, называются нормальными.

Шкала называется острой, если она имеет наименьший элемент. Как обычно, означива-

ние V j-шкалы µ — это отображение из множества пропозициональных переменных в

множество конусов порядка 〈W,R〉. Модель M = 〈µ, V 〉 — это пара, состоящая из шкалы

и ее означивания.
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Выполнимость константы ⊥ на произвольной модели M = 〈µ, V 〉 определяется сле-

дующим образом:
M |=x⊥ ↔ x ∈ Q.

В остальном, отношение выполнимости формул на модели M определяется аналогично

выполнимости на обычных моделях Крипке для интуиционистской логики.

Как обычно, говорим, что формула ϕ истинна на модели M=〈µ, V 〉, M |= ϕ, если

∀x ∈ W выполняется M |=x ϕ. Формула ϕ истинна на j-шкале µ, µ |= ϕ, если она

истинна на модели 〈µ, V 〉 для произвольного означивания V j-шкалы µ. Формула ϕ

общезначима на классе K j-шкал Крипке, если µ |= ϕ для любой j-шкалы µ ∈ K.

Говорим, что j-шкала µ является моделью для логики L ∈ JHN, µ |= L, если µ |= ϕ

для всех ϕ ∈ L. Для логики L ∈ JHN и класса j-шкал K определим

Mod(L) 
 {µ | µ |= L}, LK 
 {ϕ | ∀µ ∈ K(µ |= ϕ)}.

Логика L ∈ JHN полна по Крипке, если L = LMod(L). Логика L ∈ JHN характеризу-

ется классом j-шкал K, если L = LK. Логика называется финитно аппроксимируемой,

если она характеризуется классом конечных шкал Крипке.

Если L ⊇ Lj, то канонической моделью логики L называется модель Крипке

ML = 〈TL,⊆, QL, VL〉, где элементами TL являются L-полные множества формул,

QL = {x ∈ TL | ⊥∈ x} и VL(p)={x ∈ TL | p ∈ x}.
Напомним, что множество формул x называется L-полным [7], если

а) L ⊆ x,

б) x является L-непротиворечивым, т. е. существует по крайней мере одна формула

ϕ, для которой x 6`L ϕ,

в) x замкнуто относительно modus ponens,

г) если ϕ ∨ ψ ∈ x, то ϕ ∈ x или ψ ∈ x.

Теорема о канонической модели. [7] Для любой логики L ∈ JHN и любой формулы

ϕ выполняется

∀x ∈ TL (ϕ ∈ x, если и только если ML |=x ϕ).

Пусть M=〈W,R,Q, V 〉 — произвольная модель и Ψ — множество формул, замкнутое

относительно подформул. Отношение x ∼ y ↔ ∀ϕ ∈ Ψ [M |=x ϕ ↔ M |=y ϕ] есть отно-

шение эквивалентности на W . Пусть [x]={y ∈ W | x ∼ y}. Модель M′=〈W ′, R′, Q′, V ′〉
называется фильтрацией M по Ψ, где

W ′={[x] | x ∈W}, [x]R′[y] ↔ ∀ϕ ∈ Ψ[M |=x ϕ → M |=y ϕ],

Q′={[x] ∈W ′ | ⊥∈ Ψ и x ∈ Q} и V ′(p)={[x] ∈W ′ | p ∈ Ψ, x ∈ V (p)}.

Теорема Фильтрации. [7] Если M есть модель и Ψ — множество формул, замкнутое

относительно подформул, то для любой формулы ϕ ∈ Ψ и всех x ∈ M имеет место:

M |=x ϕ↔ M′ |=[x] ϕ.
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В дальнейшем нам понадобится следующий cемантический критерий дизъюнктив-

ного свойства. Пусть шкалы µ1=〈W1, R1, Q1〉 и µ2=〈W2, R2, Q2〉 такие, что W1 ∩W2 = ∅,
тогда через µ1 + µ2 будем обозначать шкалу µ=〈W,R,Q〉, где W=W1 ∪W2, R=R1 ∪R2

и Q=Q1 ∪Q2.

Предложение 1.5. [9] (Семантический критерий DP для расширений мини-

мальной логики) Пусть логика L ⊇ Lj характеризуется классом K шкал Крипке. Ло-

гика L обладает дизъюнктивным свойством, если для любых шкал µ1, µ2 ∈ M, таких

что W1 ∩W2 = ∅, существует острая шкала µ0 ∈ K, в которой µ1 +µ2 является конусом.

Доказательство проводится аналогично тому, как это сделано в случае расширений

интуиционистской логики в работе [4].

§ 2. Дизъюнктивное свойство логики LKP

В этом параграфе мы определим характеризацию логики LKP в терминах шкал

Крипке и докажем, что LKP обладает дизъюнктивным свойством.

Непосредственно из предложения 1.1 имеем:

(LKP)int = KP, (LKP)neg = Ln,

где Ln = Lj + {⊥} — негативная логика. Таким образом, LKP ∈ Spec(KP,Ln).

Далее определим место логики LKP в интервале [KP ∗ Ln;KP ∩ Ln].

Предложение 2.1. LKP 6= KP ∗ Ln, LKP 6= KP ∩ Ln.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Непосредственное вычисление дает возможность утверждать,

что если A — произвольная j-алгебра, то A |= LKP, если и только если для любых

x1, x2, x3 ∈ A⊥ и любых y1, y2 ∈ A⊥ таких, что x2 ≤ fA(y2), x3 ≤ fA(y3) выполняется

((¬x1 ⊃ x2 ∨ x3) ∧ fA(y2 ∨ y3)) ⊃ ((¬x1 ⊃ x2) ∧ fA(y2)) ∨ ((¬x1 ⊃ x3) ∧ fA(y3)) = 1.

Рассмротрим модель A свободной комбинации KP ∗ Ln, устроенную следующим обра-

зом. Верхняя алгебра A⊥ — это двухэлементная гейтингова алгебра; нижняя алгебра

A⊥ — это 4-элементная негативная алгебра с универсумом {⊥, a, b, 0}, где 0 ≤ a ≤ ⊥,

0 ≤ b ≤ ⊥, а элементы a и b несравнимы; f(⊥) = 1, f(a) = ⊥, f(b) = ⊥, f(0) = ⊥.

Вычислим ((¬ 1 ⊃ ⊥ ∨ ⊥) ∧ f(a ∨ b) ⊃ ((¬ 1 ⊃ ⊥) ∧ f(a)) ∨ ((¬ 1 ⊃ ⊥) ∧ f(b)) =

(1 ∧ f(⊥)) ⊃ (1 ∧ f(a)) ∨ (1 ∧ f(b)) = 1 ⊃ (⊥ ∨ ⊥) = ⊥ 6= 1. Это доказывает, что LKP

отличается от нижней точки интервала Spec(KP,Ln), согласно предложению 1.4.

Теперь докажем, что LKP отлична от KP ∩ Ln, указав модель, не равную прямому

произведению гейтинговой и негативной алгебр, снова воспользовавшись предложени-

ем 1.4. Пусть B — гейтингова алгебра, такая что B |= KP, C = {0,⊥} и f : C → B —

полурешеточный гомоморфизм с условием: f(⊥) = 1, f(0) =⊥.

79



М.В. Стукачева

Простые вычисления дают возможность утверждать, что B ×f C |= LKP. А так

как отображение f не является тождественным, то LKP отличается от верхней точки

интервала [KP ∗ Ln,KP ∩ Ln]. Доказательство окончено.

Далее мы найдем класс j-шкал Крипке, характеризующих логику LKP, используя

конструкцию, аналогичную предложенной в [3] для характеризации логики Крайзеля–

Патнэма KP.

Пусть µ=〈W,R,Q〉 — j-шкала Крипке с наименьшим элементом 0 ∈ W . Для произ-

вольного подмножества E ⊆W определим множества

E+={y ∈W |∃x ∈ E(xRy)} и E−={y ∈W |∃x ∈ E(yRx)}.

Будем говорить, что множество W обладает свойством #, если и только если ∀E ⊆W

выполняется

множество W − (E+ −Q)− либо пустое, либо имеет наименьший элемент.

Определим следующий класс конечных j-шкал Крипке N :

N 
 {µ=〈W,R,Q〉|µ — конечная острая шкала и удовлетворяет условию (∗):∀z ∈W

множество {z}+ обладает свойством # (в частности {0}+=W обладает свойством #)}.

Теорема 2.1. Логика LKP характеризуется классом N конечных j-шкал Крипке.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем корректность. Рассмотрим произвольную j-шкалу

Крипке µ класса N . Покажем, что любая модель M=〈µ, V 〉 является моделью логи-

ки LKP.

Прежде заметим, что ∀z ∈ Q, ∀E ⊆ {z}+ множество {z}+ − (E+ − Q)− совпадает

с {z}+.

Предположим, что существует такой элемент z ∈ (W −Q), что z |= (p ⊃⊥) ⊃ (q ∨ r)
и покажем, что либо z |= (p ⊃⊥) ⊃ q, либо z |= (p ⊃⊥) ⊃ r.

Рассмотрим множество {z}+, которое по условию обладает свойством #, и подмноже-

ство E = {y ∈ {z}+|y |= p и y /∈ Q}. Легко видеть, что E+ −Q = {y ∈ {z}+|∃x ∈ E(xRy)

и y /∈ Q} = E. Следовательно, (E+ −Q)−=E−.

Рассмотрим множество {z}+ − (E+ −Q)−={z}+ − E−.

(1) Пусть {z}+−E−= ∅. Тогда для любого элемента y ∈ {z}+ существует такой элемент

x, что yRx, x |= p и x /∈ Q. Следовательно, ∀y ∈ {z}+ имеем y 6|= p ⊃⊥, а значит

y |= (p ⊃⊥) ⊃ q и y |= (p ⊃⊥) ⊃ r.

(2) Пусть {z}+ − E− 6=∅, тогда множество {z}+ − E− имеет наименьший элемент a,

такой что a ∈ {z}+, a /∈ E−, а значит a |= (p ⊃⊥) ⊃ q ∨ r и ∀x ∈ {z}+ (aRx →
x /∈ E). Следовательно, ∀x такого, что aRx имеем x 6|= p или x ∈ Q, что означает

a |= p ⊃⊥, а значит a |= q∨ r. Без ограничения общности будем считать, что a |= q.
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Докажем, что z |= (p ⊃⊥) ⊃ q. Предположим противное, пусть z 6|= (p ⊃⊥) ⊃ q,

тогда существует элемент b ∈W такой, что zRb, b |= p ⊃⊥ и b 6|= q. Тогда b /∈ E−, иначе

существует такой элемент x, что bRx, x |= p и x /∈ Q, а это означает, что b 2 p ⊃⊥.

Следовательно aRb и b |= q. Противоречие. Корректность показана.

Полнота. Пусть LKP 0 ψ для некоторой формулы ψ. Тогда MLKP
2 ψ, где

MLKP
= 〈TLKP

,⊆, QLKP
, VLKP

〉 — каноническая модель логики LKP .

Пусть Ψ — минимальное множество, содержащее все подформулы формулы ψ, кон-

станту ⊥, и замкнутое относительно ∧, ⊃. Рассмотрим модель M′ = 〈T ′, R′, Q′, V ′〉 —

фильтрацию MLKP
по Ψ, где

T ′ есть множество классов эквивалентности (x ∼ y ⇐⇒ x ∩ Ψ = y ∩ Ψ),

Q′={[x] ∈ T ′| ⊥∈ x},
[x]R′[y] ⇐⇒ x ∩ Ψ ⊆ y ∩ Ψ и

V ′(p) = {[x] ∈ T ′|p ∈ Ψ и p ∈ x}.
Согласно Теореме Диего для Lj [9], множество Ψ содержит конечное число попарно

неэквивалентных относительно Lj формул, следовательно, множество T ′ конечно.

Теорема Фильтрации утверждает, что

для любой формулы ϕ ∈ Ψ имеет место MLKP
|=x ϕ ⇐⇒ M′ |=[x] ϕ.

Таким образом, M′
2 ψ. Покажем, что шкала µ′ модели M′ принадлежит классу N .

Пусть [x0] — произвольный элемент множества T ′ и E — произвольное подмножество

{[x0]}+. Рассмотрим E+. Так как множество T ′ является конечным и множество E+

является конусом, то существует несравнимые относительно R′ элементы [y1], [y2], ... ,

[yn], порождающие конус E+, а именно для любого [y] имеем [y] ∈ E+ ⇐⇒ [yi]R
′[y] для

некоторого i.

Предположим, что множество {[x0]}+−(E+ −Q′)− не имеет наименьшего элемента.

Легко видеть, что

{[x0]}+−(E+ −Q′)−=({[x0]}+−(E+ −Q′)−)+.

Таким образом, мы можем снова выбрать несравнимые элементы [x1], [x2], ... , [xm],

определяющие множество {[x0]}+ − (E+ −Q′)−.

По определению отношения R′ имеем:

если для элемента [y] ∈ {[x0]}+ не верно, что [yj ]R
′[y] для некоторого j, то существует

формула ϕy ∈ Ψ, такая что [yj ] |= ϕy и [y] 6|= ϕy.

Пусть pj=
∧
y ϕy. Понятно, что [yj] |= pj, и, так как Ψ замкнуто относительно ∧, pj ∈ Ψ.

Положим p=
∨
j pj.

Аналогично, по определению R′ имеем:
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если для элемента [y] ∈ {[x0]}+ не верно, что [xi]R
′[y] для некоторого i, то существует

формула ψy ∈ Ψ, что [xi] |= ψy и [y] 6|= ψy.

Положим qi=
∧
y ψy. Понятно, что [xi] |= qi и qi ∈ Ψ.

Лемма. x0 |= (p ⊃⊥) ⊃ ∨i qi , где x0 ∈ TLKP
является представителем класса [x0].

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное, пусть x0 2 (p ⊃⊥) ⊃ ∨
i qi. Тогда

существует такой элемент b ∈ {x0}+, что b |= p ⊃⊥ и b 2 qi для любого i.

Рассмотрим элемент [b] ∈ T ′. Покажем от противного, что [b] 6∈ (E+ − Q′)−. Дей-

ствительно, предположим, что [b] ∈ (E+ −Q′)−, тогда существует элемент [y], такой что

[b]R′[y] и [y] ∈ E+ − Q′. Следовательно, [y] ∈ E+ и [y] 6∈ Q′, значит [y] |= p (так как

существует [yj], что [yj]R
′[y], тогда [y] |= pi). Таким образом, [y] 6|= p ⊃⊥.

Заметим, что Lj ` (ψ ⊃ θ)∧(ϕ ⊃ θ) ↔ (ψ∨ϕ) ⊃ θ для любых формул ψ,ϕ, θ, поэтому

в множестве Ψ имеется формула p∗ эквивалентная формуле p ⊃⊥ относительно Lj.

Следовательно, имеет место следующая цепочка:

[[y] 6|= p ⊃⊥] → [[y] 6|= p∗] → [[b] 6|= p∗] → [b 6|= p∗] → [b 6|= p ⊃⊥].

Противоречие. Таким образом, [b] 6∈ (E+ − Q′)−, и так как b ∈ x0
+, то [b] ∈ {[x0]}+, а

это означает, что [b] ∈ {[x0]}+ − (E+ − Q′)−. Тогда существует элемент [xi], такой что

[xi]R
′[b], следовательно, [b] |= qi и так как qi ∈ Ψ, имеем b |= qi. Противоречие.

Лемма доказана.

Применив аксиому KP к x0 |= (p ⊃⊥) ⊃ ∨i qi, получим, что x0 |= ∨i((p ⊃⊥) ⊃ qi).

Далее имеем следующее: так как не верно, что [xi]R
′[xj ], то [xj ] 6|= qi для всех i 6= j (в

qi имеется конъюнктивный член ψxj
такой, что [xi] |= ψxj

и [xj ] 6|= ψxj
). Таким образом,

для всех i 6= j выполняется [xj] 6|= qi.

Кроме того, так как для любого i элемент [xi] 6∈ (E+ −Q′)−, то имеет место следу-

ющая цепочка эквивалентностей:

[[xi] 6∈ (E+ −Q′)−] ↔ [∀[y] ∈ {[xi]}+([y] 6∈ (E+ −Q′))] ↔ ↔ [∀[y] ∈ {[xi]}+([y] 6∈ E+ или

[y] ∈ Q′)] ↔ [∀[y] ∈ {[xi]}+([y] 6|= p или [y] ∈ Q′)] ↔ ↔ [∀[y] ∈ {[xi]}+([y] |= p ⊃⊥)].

Таким образом, [xi] |= p ⊃⊥ для любого i, следовательно,

[xi] 6|= (p ⊃⊥) ⊃ qj для всех i 6= j, значит [x0] 6|= (p ⊃⊥) ⊃ qi для всех i. Тогда [x0] 6|=
p∗ ⊃ qi для всех i, и так как множество Ψ замкнуто относительно ∧ и ⊃, то x0 6|= p∗ ⊃ qi

для всех i, значит x0 6|= (p ⊃⊥) ⊃ qi для всех i. Противоречие. Таким образом m = 1 и

множество {[x0]}+−(E+ −Q′)− имеет наименьший элемент. Доказательство окончено.

Следствие 2.1. Логика LKP разрешима.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Требуемое вытекает из известной теоремы Харрона (см. [3]), по-

скольку LKP конечно аксиоматизируема и финитно аппроксимируема. Доказательство

окончено.
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Теорема 2.2. Логика LKP обладает дизъюнктивым свойством.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Прежде всего отметим, что для доказательства нам достаточно

применить семантический критерий дизъюнктивного свойства к классу N ′ всех острых

шкал класса N .

Пусть µ1 = 〈W1,v1, Q1〉 — острая шкала класса N с наименьшим элементом o1,

µ2 = 〈W2,v2, Q2〉 — острая шкала класса N с наименьшим элементом o2, и W1∩W2 = ∅.
Используя технику, аналогичную описанной в [5], построим новую острую шкалу µ,

содержащую µ1 и µ2 в качестве подшкал, следующим образом:

W = W1 ∪W2 ∪ (W1 ×W2);

Q = Q1 ∪Q2 ∪ (Q1 ×Q2);

отношение v : для x,y ∈W x v y, если и только если [x, y ∈W1 и x v1 y] или [x, y ∈
W2 и x v2 y], или [x = 〈z1, z2〉 ∈W1 ×W2, y ∈W1 и z1 v1 y], или [x = 〈z1, z2〉 ∈W1 ×W2,

y ∈W2 и z2 v2 y], или [x = 〈z1, z2〉 ∈W1×W2,y = 〈z′1, z′2〉 ∈W1×W2 и z1 v1 z
′
1, z2 v2 z

′
2];

наименьший элемент o = 〈o1, o2〉.
Ясно, что W1 и W2 являются конусами относительно R.

Покажем, что шкала µ принадлежит классу N ′.

Предположим противное, µ 6∈ N ′. Тогда существует элемент x0 ∈ W такой, что

существует подмножество A ⊆ {x+
0 } с условием: множество {x0}+ − (A+ −Q)− = A∗∗ не

пусто и не имеет наименьшего элемента. Так как W1,W2 — конечны, то W — конечно.

Таким образом, выполняется следующее:

(∗∗) существуют элементы u,w ∈ A∗∗ такие, что не существует элемента k ∈ A∗∗

такого, что kRu и kRw.

Рассмотрим все возможные случаи:

A: x0 ∈ W1 или x0 ∈ W2. Тогда по определению отношения R имеем {x0}+ ∈ W1

(или {x0}+ ∈ W2). Непосредственно из того, что µ1 ∈ N ′ (µ2 ∈ N ′) получаем: для

любых y1, y2 ∈ A∗∗ сущесвует элемент k ∈ A∗∗, что kRu и kRw, а это противоречит

условию (∗∗).
B: x0 = 〈x1, x2〉 ∈ W1 × W2. Рассмотрим элементы u,w ∈ A∗∗. По определению

отношения R возможны следующие подслучаи:

(1) u ∈W1, w ∈W2;

(2) u ∈W2, w ∈W2;

(3) u ∈W1, w ∈W2;

(4) u ∈W2, w ∈W1;

(5) u = 〈u1, u2〉 ∈W1 ×W2, w = 〈w1, w2〉 ∈W1 ×W2;

(6) u ∈W1, w = 〈w1, w2〉 ∈W1 ×W2;

(7) u ∈W2, w = 〈w1, w2〉 ∈W1 ×W2;

(8) u = 〈u1, u2〉 ∈W1 ×W2, w ∈W1;
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(9) u = 〈u1, u2〉 ∈W1 ×W2, w ∈W2.

Для доказательства утверждения нам достаточно показать, что в каждом из приве-

денных случаев существует элемент k ∈ A∗∗ такой, что kRu и kRw. Случаи 1, 2 очевидны

в силу того, что µ1, µ2 ∈ N ′. Случай 3. Рассмотрим элемент 〈u,w〉 ∈W1 ×W2. Понятно,

что 〈u,w〉Ru и 〈u,w〉Rw. Покажем, что 〈u, 〉w ∈ A∗∗.

(a). Так как x0Ru и x0Rw, то x1R1u и x2R2w, следовательно, 〈x1, x2〉R〈u,w〉, значит

x0R〈u,w〉, то есть 〈u,w〉 ∈ {x0}+.

(b). Покажем, что 〈u,w〉 6∈ (A+ − Q)−. Предположим противное, 〈u,w〉 ∈ (A+ − Q)−.

Тогда существует элемент z ∈ A+ −Q такой, что 〈u,w〉Rz.
Если z ∈W1, то uR1z и, следовательно, u ∈ (A+ −Q)−, а это противоречит условию

u ∈ A∗∗.

Если z ∈W2, все аналогично.

Если z = 〈z1, z2〉 ∈W1 ×W2, то uR1z1 и wR2z2.

Лемма 1. Если 〈z1, z2〉 ∈ A+ −Q, то z1 ∈ A+ −Q и z2 ∈ A+ −Q.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как 〈z1, z2〉 ∈ A+ −Q, то существует элемент m ∈ A такой,

что mR〈z1, z2〉. По определению R таким элементом может быть только элемент вида

〈m1,m2〉 ∈ W1 × W2. Таким образом 〈m1,m2〉R〈z1, z2〉Rz1 и z1 6∈ Q. Следовательно,

z1 ∈ A+ −Q. Случай z2 ∈ A+ −Q рассматривается аналогично. Лемма доказана.

В итоге имеем, из того, что 〈z1, z2〉 ∈ A+ − Q следует z1 ∈ A+ − Q и z2 ∈ A+ − Q.

И кроме того, uR1z1, wR2z2, следовательно, u ∈ (A+ − Q)− и w ∈ (A+ − Q)−, что

противоречит условию u,w ∈ A∗∗.

Таким из (a), (b) получаем, что элемент 〈u,w〉 ∈ A∗∗ и 〈u,w〉Ru и 〈u,w〉Rw, что

противоречит условию (∗∗).
Случай 4 рассматривается аналогично случаю 3.

Случай 5. Пусть u = 〈u1, u2〉, w = 〈w1, w2〉∈ W1 ×W2. Тогда имеем 〈x1, x2〉R〈u1, u2〉,
〈x1, x2〉R〈w1, w2〉, а значит x1R1u1, x1R1w1, x2R2u2 и x2R2w2. Кроме того, по условию,

〈u1, u2〉 6∈ (A+ −Q)−, 〈w1, w2〉 6∈ (A+ −Q)−.

Лемма 2. Если 〈u1, u2〉 6∈ (A+ −Q)−, то u1 6∈ (A+ −Q)− и u2 6∈ (A+ −Q)−.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из того, что 〈u1, u2〉 6∈ (A+ −Q)− следует, что для любого эле-

мента m такого, что 〈u1, u2〉Rm, выполняется m 6∈ (A+ − Q). Следовательно, для лю-

бого элемента n ∈ W1 такого, что u1Rn, выполняется n 6∈ (A+ − Q). Таким образом,

u1 6∈ (A+ −Q)−. Аналогично u2 6∈ (A+ −Q)−. Лемма доказана.

Согласно вышеизложенной лемме, u1, w1 ∈ {x1}+ − (A+ − Q)−, u2, w2 ∈ {x2}+ −
(A+ − Q)−. Следовательно, {x1}+ − (A+ − Q)− 6= ∅ и {x2}+ − (A+ − Q)− 6= ∅. Таким

образом, учитывая, что шкалы µ1, µ2 из класса N ′, существуют наименьший элемент t1

множества {x1}+ − (A+ −Q)− и наименьший элемент t2 множества {x2}+ − (A+ −Q)−.

Покажем, что элемент 〈t1, t2〉 ∈ A∗∗.

84



Некоторые замечания о конструктивных расширениях.

(a). Очевидно, что x1R1t1 и x2R2t2, а значит, 〈t1, t2〉 ∈ {x0}+.

(b). Покажем, что 〈t1, t2〉 6∈ (A+−Q)−. Предположим противное, 〈t1, t2〉 ∈ (A+−Q)−.

Тогда существует элемент m ∈ A+−Q такой, что 〈t1, t2〉Rm. По определению отношения

R указанный элемент m может иметь следующий вид: m = m1 ∈W1 или m = m2 ∈W2,

или m = 〈m1,m2〈∈ W1 ×W2. Пусть m = m1 ∈ W1, тогда t1R1m1 и t1 ∈ (A+ − Q)−, а

это противоречит тому, что t1 — наименьший элемент множества {x1}+ − (A+ − Q)−.

Остальные случаи рассматриваются аналогично.

Таким образом, 〈t1, t2〉 ∈ {x0} − (A+ − Q)− и, кроме того, 〈t1, t2〉R〈u1, u2〉,
〈t1, t2〉R〈w1, w2〉. А значит мы пришли к противоречию с условием (∗∗), так как сно-

ва нашли элемент t ∈ A∗∗ такой, что tRu и tRw.

Случай 6. Пусть u ∈ W1 и w = 〈w1, w2〉 ∈ W1 ×W2. Из того, что u ∈ A∗∗ следует,

что u ∈ {x1} − (A+ −Q)−. Аналогично, из того, что w ∈ A∗∗ и по лемме 2 следует, что

w1 ∈ {x1}+−(A+−Q)− и w2 ∈ {x2}+−(A+−Q)−. Так как множество {x1}+−(A+−Q)−

не пусто, то (так как µ1 ∈ N ′) существует наименьший элемент t1 множества {x1}+ −
(A+ −Q)−. Понятно, что t1R1u и t1R1w1. Покажем, что элемент 〈t1, w2〉 ∈ A∗∗.

(a). Понятно, что 〈t1, w2〉 ∈ {x0}+.

(b). Тот факт, что 〈t1, w2〉 6∈ (A+ −Q)− доказывается как и в пункте(b) случая 5.

Таким образом, мы снова нашли элемент 〈t1, w2〉, принадлежащий множеству A∗∗

(〈t1, w2〉Ru, 〈t1, w2〉Rw) , существование которого противоречит условию (∗∗).
В случае 7 мы аналогично 5, 6 можем доказать, что элемент вида 〈w1, t2〉, где t2 —

наименьший элемент множества {x2}+ − (A+ − Q)−, принадлежит множеству A∗∗ и

〈w1, t2〉Ru и 〈w1, t2〉Rw.

Случаи 8, 9 рассматриваются аналогично.

Таким образом, µ ∈ N ′ и, согласно семантическому критерию, логика LKP обладает

дизъюнктивным свойством. Доказательство окончено.

§ 3. Другие примеры паранепротиворечивых логик с DP .

В данном параграфе мы определим два класса собственно паранепротиворечивых

расширений минимальной логики с дизъюнктивным свойством. Прежде сформулируем

некоторые дополнительные факты.

Следующее утверждение, доказанное в [9], указывает необходимые условия, при ко-

торых всякая собственно паранепротиворечивая логика имеет DP .

Предложение 3.1. [9] Пусть L ∈ PAR и L ∈ DP . Тогда Lint ∈ DP .

Пусть L ∈ JHN. Индукцией по длине формулы ϕ определим выражение |L ϕ («слэш

Клини») аналогично тому, как это было сделано в [8] для промежуточных логик (далее

вместо |L ϕ и `L ϕ будем писать | `L ϕ):
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|L ϕ � `L ϕ, где ϕ — атомная формула;

|L ϕ ∧ ψ 
 |L ϕ и |L ψ;

|L ϕ ∨ ψ 
 | `L ϕ или | `L ψ;

|L ϕ ⊃ ψ 
 [ | `L ϕ→ |L ψ ].

Предложение 3.2. Пусть L1 ∈ INT, L2 ∈ NEG и L1 ∈ DP . Если `L1∗L2 ϕ, то |L1∗L2 ϕ.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть `L1∗L2 ϕ (далее в доказательстве опустим нижний индекс

L1 ∗ L2). Индукцией по длине вывода покажем, что |ϕ.

(1) Проверим истинность данного утверждения для аксиом L1 ∗ L2

(a) Случай аксиом Lj легко проверяется;

(b) Для аксиом L1∗L2 вида ⊥⊃ ψ, где ψ ∈ L2, заключение предложения очевидно,

так как 6`L1∗L2⊥;

(c) Индукцией по построению I(ϕ), ϕ ∈ L1, покажем, что ` I(ϕ) влечет |I(ϕ).

Базис индукции очевидно имеется, так как L1 непротиворечива, а значит

6`L1∗L2 p ∨⊥, то есть 6`L1∗L2 I(p);

Пусть I(ϕ), I(ψ) таковы, что [` I(ϕ) → |I(ϕ)] и [` I(ψ) → |I(ψ)(индукционное

предположение).

(1) Если ` I(ϕ)∧I(ψ), то ` I(ϕ) и ` I(ψ), и по индукционному предположению

|I(ϕ) и |I(ψ);

(2) Если ` I(ϕ)∨ I(ψ), то ` I(ϕ) или ` I(ψ). Так как L1 ∈ DP , и по индукци-

онному предположению | ` I(ϕ) или | ` I(ψ);

(3) Если ` I(ϕ) ⊃ I(ψ) и | ` I(ϕ), то ` I(ψ) и по индукционному предположе-

нию |I(ψ), а значит по определению получаем |I(ϕ ⊃ ψ) и в этом случае.

(2) Пусть ϕ получена по modus ponens из ψ, ψ ⊃ ϕ. Тогда по индукционному предпо-

ложению |ψ и |ψ ⊃ ϕ, следовательно, по определению |ψ ⊃ ϕ имеем (| ` ψ → |ϕ,

а значит |ϕ.

Доказательство окончено.

Предложение 3.3. Пусть L1 ∈ INT, L2 ∈ NEG и L1 ∈ DP . Тогда свободная комби-

нация L1 ∗ L2 обладает дизъюнктивным свойством.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть L1∗L2 ` ϕ∨ψ, тогда согласно предложению 3.2 |L1∗L2 ϕ∨
ψ, а значит | `L1∗L2 ϕ или | `L1∗L2 ψ, то есть L1 ∗ L2 ∈ DP . Доказательство окончено.

Учитывая, что существует континуум промежуточных логик с DP (см. [8]), мы на-

шли класс собственно паранепротиворечивых расширений Lj с дизъюнктивным свой-

ством мощности континуум.

В предыдущем параграфе мы исследовали паранепротиворечивый аналог логики

Крайзеля-Патнэма, полученный расширением минимальной логики Lj аксиомой Край-

зеля-Патнэма. Можно поступить иначе: расширить Lj с помощью интуиционистской
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трансляции I(ϕ). Доказанный в [2] важный факт о том, что Lj + I(ϕ) = (Li + {ϕ}) ∗Ln,

дает возможность легко утверждать, что всякое расширение минимальной логики ви-

да Lj + I(ϕ), где ϕ — некоторая формула и Li + ϕ ∈ DP , обладает дизъюнктивным

свойством.

В работах [1,2] определяется так называемая логика Гливенко Lg = Lj + {¬¬ (⊥ ⊃
p)} — наименьшая среди логик L, удовлетворяющих известной теореме Гливенко: для

любой формулы ϕ, Lk ` ϕ ⇐⇒ L ` ¬¬ϕ, где Lk = Li + {p ∨ ¬ p} — классическая

логика.

Релятивизованная логика Гливенко G(L1, L2) в интервале Spec(L1, L2) определяется

в [2] следующим образом:

G(L1, L2) = L1 ∗ L2 + {¬¬ (⊥ ⊃ p)},

где L1 ∈ INT, L2 ∈ NEG.

Предложение 3.4. [2] Для L1 ∈ INT, L2 ∈ NEG эквивалентны следующие условия:

1. L1 = Lk;

2. G(L1, L2) = L1 ∩ L2.

Заметим, что L1 ∩ L2 заведомо не удовлетворяет DP . Действительно, формула

⊥∨ (⊥ ⊃ p) принадлежит пересечению L1 ∩L2, однако ⊥ 6∈ L1 ∩L2 и (⊥ ⊃ p) 6∈ L1 ∩L2.

Предложение 3.5. Пусть L1 ∈ INT, L2 ∈ NEG, L1 ∈ DP и G = G(L1, L2).

Если `G ϕ, то |G ϕ.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть `G ϕ. Индукцией по длине вывода формулы ϕ покажем,

что |G ϕ. Истинность данного утверждения для аксиом L1 ∗L2 уже проверена в доказа-

тельстве предложения 3.2. Покажем, что |G ¬¬ (⊥ ⊃ p). По определению имеем

|G ¬¬ (⊥ ⊃ p) ⇐⇒ ([`G (⊥ ⊃ p) ⊃ ⊥ и |G (⊥ ⊃ p) ⊃ ⊥] → |G⊥).

Так как `G ¬¬ (⊥ ⊃ p) и 6`G ⊥, имеем 6`G (⊥ ⊃ p) ⊃ ⊥.

Случай, когда формула ϕ получена по modus ponens, рассматривался в доказатель-

стве предложения 3.2. Доказательство окончено.

Предложение 3.6. Пусть L1 ∈ INT, L2 ∈ NEG и L1 ∈ DP . Тогда релятивизованная

логика Гливенко G(L1, L2) обладает дизъюнктивным свойством.

Доказательство непосредственно следует из предложения 3.5.

Последнее предложение показывает, что все логики класса релятивизованных логик

Гливенко с интуиционистским напарником, который обладает DP , лежат в классе всех

логик с DP . Таким образом, мы нашли еще один класс собственно паранепротиворечи-

вых расширений Lj с дизъюнктивным свойством мощности континуум. Как и в случае

свободной комбинации, дизъюнктивное свойство описанного выше класса релятивизо-

ванных логик не зависит от дизъюнктивного свойства их негативных напарников.
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